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La integral de Henstock-Kurzweil y el segundo teorema fundamental del célculo

1. Introduccién

Algo después de la aparicion de la teoria de integracion de Lebesgue, los mateméticos Arnaud Denjoy [2]
en 1912 y Oskar Perron [6] en 1914 desarrollaron nuevos procesos de integracién que generalizan el
de Lebesgue y resuelven el problema del Teorema Fundamental del Célculo: toda funcién derivable se
puede recuperar a partir de su derivada mediante estos procesos de integracién. Se puede encontrar una
exposicién de ambas teorias en el libro de Gordon [3].

En los afios 50, los matematicos Jaroslav Kurzweil [5] y Ralph Henstock [4] encontraron, independientemen-
te, un proceso de integracién més sencillo que el de Lebesgue, constituyendo una pequefia modificacién
en la técnica de integracién de Riemann pero que da lugar a una teoria de integracién atiin mas general
que la de Lebesgue. Este método resulta ser equivalente a los propuestos por Denjoy y Perron (de nuevo
se puede encontrar una prueba de ello en el libro de Gordon [3]). La (al menos aparente) complejidad de
los procesos de integracién de Denjoy y Perron hace atin més interesante, por su sencillez, el estudio de la
integral de Henstock-Kurzweil.

En este articulo vamos a ver cémo, con muy poco esfuerzo, la integral de Henstock-Kurzweil es capaz
de resolver el problema de recuperar una funcién a partir de su derivada. Todos los resultados que
encontraremos aqui pueden consultarse en varios libros. Entre ellos, uno de los que tratan el tema de
manera muy elemental es el libro de Bartle [1], en el cual se basa fundamentalmente esta exposicién.

2. Notacion y preliminares

Alo largo del texto, I representara un intervalo compacto [a, b], con a < b, y su longitud serd |I| = b — a.
Un concepto fundamental a la hora de definir la integral de Henstock-Kurzweil es el de particién de un
intervalo. Dado un intervalo I, diremos que una familia finita # = {I;}}_, es una particién de I si estd
formada por una familia de intervalos no solapados (esto es, con interiores disjuntos) cuya unién es I.
Denotaremos por $(I) al conjunto de todas las particiones del intervalo I.

Podemos ordenar siempre los I; de una particiéon de manera que sup [; = infI;;; para cada i entre 1 y
n — 1, de modo que siempre los escogeremos de este modo. Ademas, obsérvese que, dada una particién
# = {I;}!, del intervalo [a, b], obtenemos una coleccién finita y ordenada de puntos de la recta real,
a=x<x<x%<--<x,=h

Dichos puntos son los extremos de los subintervalos de la particién. Claramente, dada una coleccién
finita y ordenada de puntos como la anterior, obtenemos una particién del intervalo [a, b]. En definitiva,
podemos dar una particién de dos formas: definiendo los intervalos que la forman o dando los extremos
de estos de manera ordenada.

Una vez partido el intervalo I con una particién # = {I;}! , necesitamos una forma de tener en cuenta

los valores de la funcién a integrar en cada subintervalo de la particién. Para cada I, elijamos ¢; € I;.
Decimos que el punto #; es una etiqueta de I;. Al par (I;, t;) le llamaremos intervalo etiquetado y diremos
que P = {(I;, t;)} i, es una particién etiquetada de I. El punto sobre el simbolo % significard que la
particién estd etiquetada. Es claro que una particiéon ¥ de I puede ser etiquetada de infinitas maneras,
pues podemos elegir como etiqueta de un subintervalo de la particién cualquiera de sus puntos.

A continuacién, vamos a recordar brevemente la integral de Riemann, para lo que, primero, es conveniente
dar una manera de medir c6mo de fina es una particién. Dadas dos particiones £ y Q del intervalo I,
diremos que Q es mas fina que  si # C Q, entendiendo # y Q como las colecciones ordenadas de
los extremos de sus intervalos. Se define la norma de una particion # = {I;}!_, del intervalo I como el
ndmero real ||| = max{|[;|}!,. La norma de una particién etiquetada se define como la norma de la
particién cuyos intervalos conforman dicha particién etiquetada. N6tese que la norma de la particién
% proporciona una manera de controlar las longitudes de cada uno de los subintervalos de P, esto es,
proporciona una manera de medir la afinacién de la particion. Es facil encontrar particiones finas en este
sentido, es decir, dado ¢ > 0, es facil encontrar una particién # de I con norma ||P|| < 6.
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Sif:I — Resunafunciony ? = {(I; t;)}! | una particién etiquetada de I, se define la suma de
Riemann de f asociada a # como el ntiimero real

S(F,P) = ) Ft)IH.
i=1

Como ya sabemos, el concepto de la integral de una funcién se define a partir de un cierto proceso de
paso al limite. El proceso de paso al limite que se use es determinante a la hora de definir la integral. El
enfoque de Riemann de la integral es el de tomar el limite de las sumas de Riemann cuando la norma
de la particién se aproxima a cero. Como vemos, este método no tiene en cuenta como se comporta la
funcién a integrar, con lo que, como sabemos, las funciones integrables mediante este método van a tener
que verificar unas buenas propiedades muy concretas.

A continuacién detallamos un poco el proceso de paso al limite que se utiliza para la integral de Riemann.

Definicion 1. Una funci6n acotada f : [a, b] — R es integrable en el sentido de Riemann en [q, b] si
existe A € R tal que, para cada &€ > 0, podemos encontrar un 6 > 0 para el cual, si ¥ es una particion
etiquetada de [a, b] con |I;| < 6 paracadai=1,..., n, entonces |S(f, P) — A| < e.

El enfoque de Henstock-Kurzweil es algo distinto. La definicién resultante es formalmente similar a la de la
integral en el sentido de Riemann. Sin embargo, como ya veremos, el resultado al modificar el método de
paso al limite es considerablemente més general que el obtenido al considerar el método de Riemann. A
grandes rasgos, lo que marca la diferencia es que el método para escoger las particiones finas permite tener
en cuenta el comportamiento de la funcién a integrar, lo que dara lugar a una mayor clase de funciones
integrables. Es mds, la integral que se obtiene resulta ser mds general que la integral de Lebesgue.

Como ya hemos comentado, las funciones integrables en el sentido de Riemann deben tener unas propie-
dades muy especificas, con lo que muchas funciones relativamente sencillas quedan fuera de la teoria.

Ejemplo 1. Un ejemplo de funcién no integrable en el sentido de Riemann es la funcién de Dirichlet,
XQn[o,1], esto es, la funcién caracteristica de los racionales del intervalo [0, 1], que vale 1 en los niimeros
racionales de [0, 1] y 0 en los irracionales de [0, 1]. Vedmoslo.

Tenemos que probar que, para todo A € R, hay un £, > 0 tal que, para cada 6 > 0, existe una particién
etiquetada P con ||Ps|| <5y .
NS(XQn[o,u, Ps) — A| >Eeq.

Sean A € R\{1} ye, = |1 — A|/2. Sea § > 0. Consideremos una particién etiquetada # con norma
menor que 0 y etiquetada de tal manera que todas las etiquetas ¢; de sus intervalos sean un nimero
racional (esto puede hacerse por la densidad de los racionales, por ejemplo). Se tiene, entonces, que

S(xonoap P) = Xy ep il xanon(t) = Xy ep 11l = 1[0, 1]] = 1, de modo que
|S(XQO[O,1]’¢) —-Al=1-A]>|1-A|/2=¢,.

Si A = 1, entonces elegimos £, = 1/2. Para cualquier § > 0 tomamos una particién ? con ||P|| < ¢
de manera que las etiquetas sean todas irracionales (siempre puede hacerse por la densidad de los
irracionales). En este caso tenemos, entonces, que S(x gno,1]» #) = 0, de manera que

|S(XQO[0,1J;¢)) —Al=1>1/2 =gy

Por tanto, xgn[o,1] NO es integrable en el sentido de Riemann ya que hemos encontrado particiones
etiquetadas con norma tan pequeria como se quiera cuyas sumas de Riemann valen 0 y otras para las
cuales valen 1.

Esto se debe a que, en el proceso de paso al limite, podemos elegir particiones finas etiquetadas de la
forma que queramos, lo que, en dltima instancia, permitird un mal comportamiento de las sumas de
Riemann de una funcién buena asociadas a una particién fina.
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3. El concepto de medidor

Como hemos podido comprobar, la funcién de Dirichlet no es integrable en el sentido de Riemann. Ahora
bien, teniendo en cuenta la idea intuitiva de la integral de una funcién no negativa (el area bajo la gréfica),
es razonable pensar que la funcién de Dirichlet tenga integral nula (no hay drea bajo la grafica de la
funcién de Dirichlet). En efecto, al introducir la integral de Lebesgue, se comprueba que esto es asi para
dicha integral. Asi pues, si la funcién de Dirichlet fuese integrable Riemann, el candidato a ser su integral
seria 0. Vamos a comprobar que, modificando sutilmente la manera en que medimos la afinacién de las
particiones en el proceso al limite, se consigue hacer que las sumas de Riemann se vayan a 0.

Sea & > 0. Como el conjunto de los niimeros racionales del intervalo [0, 1] es numerable, podemos tomar
una enumeracion, {7 }ren, de estos. Consideremos una particién etiquetada = {(I;, t;)} | de manera
que, si t; = r para algiin k € N, entonces se tenga [; C [t,- —g/2M b+ s/2k+1]. Segtin cudl sea la
etiqueta de un intervalo etiquetado hay dos posibilidades.

* Sit; € R\Q, entonces f(t;) = 0y el par (I;, f(;)) no contribuye a las sumas de Riemann.

e Sit; = ry para algin k € N, entonces f(¢;) = 1 y la longitud del intervalo I; es menor que 2% por la
eleccion de los intervalos.

Para una tal particién P tenemos, por tanto, que

n
Gl
i=1

Por tanto, si estas particiones fuesen todas las particiones finas entre las que buscamos para la definicién
de la integral de Riemann, entonces f seria integrable y su integral seria 0. Notemos que, a la hora de
escoger particiones lo suficientemente finas, nos hemos fijado en los valores de la funcién en las etiquetas,
de forma que, en aquellas etiquetas donde la funcién toma el valor 1 (es decir, en aquellas que contribuyen
a las sumas de Riemann), los intervalos quedan contenidos dentro de intervalos pequenos controlados, en
cierto modo, por la respectiva etiqueta. Hemos conseguido, asi, que las sumas de Riemann sean pequeias.

[e+]

< Zs/zk =e.

k=1

8¢, #)| =

Esto motiva la biisqueda de un criterio de eleccién de particiones finas que permita tener en cuenta el
comportamiento de la funcién en las etiquetas de los intervalos de la particién de manera que en las sumas
de Riemann solo se tengan en cuenta los valores relevantes de la funcién, haciendo menor la contribucién
a la suma de los valores menos relevantes. En el enfoque de Henstock-Kurzweil se permite una mayor
libertad a la hora de escoger el criterio de eleccién particiones finas, dando la posibilidad de elegir un
criterio tan restrictivo que podamos englobar aquellas etiquetas en las que los valores de la funcién son
poco representativos (por ejemplo, los valores no nulos de una funcién que se anula salvo en un conjunto
de medida de Lebesgue cero) en intervalos lo suficientemente pequefios como para que su contribucién a
las sumas de Riemann sea despreciable.

Esto se consigue, como veremos, introduciendo el concepto de medidor, que controlard la afinacién de
una particion etiquetada de un intervalo I exigiendo que cada intervalo etiquetado (I3, ;) quede contenido
en un intervalo B(t;, §;) = [t; — 6;, t; + §;] que depende de la etiqueta ¢;, como hemos hecho con el ejemplo
de la funcién de Dirichlet.

Definicion 2. Una funcién 6 : I — R es un medidor en I si 6(¢f) > 0 para cada t € I. Dados un
medidor 6 en [ yun punto ¢ € I, el intervalo alrededor de ¢ controlado por el medidor 6 es el intervalo
B(t,6(1)) = [t = 6(2), £ + 6(1)].

Diremos, en este caso, que el intervalo B( t,6(t)) es el intervalo §-controlado por t aunque, si no hay lugar
a confusion, diremos, simplemente, que B(t, 6(t)) es el intervalo controlado por t.

Un medidor ¢ en I permite dar una mejor medida de la afinacién de una cierta particién etiquetada, ,
del intervalo I que la que da el criterio de la norma considerado a la hora de definir la integral de Riemann.
La manera exacta de dar esta medida es la que se recoge en la siguiente definicién.

Definicion 3. Sea ¥ = {(I;, £;)}!_, una particion etiquetada de I. Sea 6 un medidor en I. Decimos que
P esd-finasil; C [t; — 6(f;), t; + 6(t;)] paracada i = 1,...,n, esto es, si cada subintervalo I; de la
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particién estd contenido en el intervalo 6-controlado por el punto ¢; (diremos, entonces, que el intervalo
I; esta 6-controlado por f;). Cuando P sea 6-fina, diremos de ella que es una particién subordinada a 6
y escribiremos £ < 6.

La definicién de medidor no es muy restrictiva. Esto serd muy ttil en adelante, pues permitird una gran
libertad a la hora de elegir la medida de afinacién adecuada (un medidor 6 adecuado) para que las
particiones finas segtin el medidor elegido (particiones d-finas) tengan asociadas unas sumas de Riemann
con un buen comportamiento, obteniendo, asi, una mayor clase de funciones integrables.

Veamos, a modo de ejemplo, c6mo se entiende la medida de afinacién de un medidor constante (la que se
toma para la integral de Riemann) en términos de particiones d-finas.

Ejemplo 2. Sea § > 0. La aplicacion 6 : I — R definida por §(¢) = ¢ para cada ¢ € I es un medidor
en I. Llamamos medidor constante a este medidor. Obsérvese que, si una particiéon Pdeless -fina,
entonces ||P|| < 26. En efecto, si £ es 6-fina, se tiene que I; C B(t;, ) paracadai = 1,..., n, de donde
|I;] < |B(t;,6)| = 26 paracadai = 1,...,n, conlo que ||P| < 25. Ademis, se tiene que, si ? es una
particién con ||P|| < 8, entonces P es -fina.

A continuacién proporcionamos algunos métodos para construir medidores a partir de medidores ya
existentes.

Ejemplo 3. Si d; y 62 son dos medidores en el intervalo I, entonces la funcién ¢ : I — R definida por
6(t) = min{6,(¢), 52(¢)} es un medidor en I. Es claro que toda particion §-fina de I es, a la vez, 6,-finay
d,-fina. Diremos que ¢ es el refinamiento de los medidores §; y 62. Andlogamente, podemos definir el
refinamiento de cualquier familia finita de medidores en I.

Esta claro que un medidor definido en I es también un medidor en cualquiera de los subintervalos
compactos de I. Siempre que se dé este caso tenemos la siguiente proposicion.

Proposicion 1. Sean ¢ € (a, b) y 6 un medidor en [a, b]. Si P\ es una particién §-fina de [a, c] y P, es
una particion §-fina de [c, b], entonces P, U P, es una particién §-fina de [a, b).

Demostracion. Basta usar la definicién. Como Si’l es 0-fina, se tiene que cada Ii1 de ¢1 estd 0-controlado

por la correspondiente etiqueta, tl.l. Como P, es §-fina, se tiene que cada Il.2 de P, estd 5-controlado por la
correspondiente etiqueta, tl.z.

Al ser £, U, una particién de [a, b] formada por cada uno de los intervalos etiquetados de las particiones
P71y Ps, es claro que cada uno de los intervalos que la conforman estéd §-controlado, de donde se obtiene
que P; U P, es 6-fina. [ ]

Dado un medidor constante 9§, es trivial encontrar particiones 6-finas. Ahora bien, dado un medidor
arbitrario, ¢, en [a, b], ;existe siempre una particién etiquetada de [a, b], ¥ = {(I;, t;)}I_,, cuyas etiquetas
controlen su correspondiente subintervalo etiquetado? Esto es, dado un medidor § definido en [a, b],

sexisten particiones §-finas de [a, b]?

El resultado que da respuesta general a esta pregunta se sigue, de manera sencilla, de la propiedad
arquimediana de los nimeros reales, que asegura que, dados y € Ry x > 0, siempre existe n € IN con
nx > y. Es conocido el hecho de que esta propiedad de R se sigue del axioma del supremo.

La respuesta afirmativa a la pregunta anterior es el contenido del siguiente teorema, que se debe a Pierre
Cousin.

Teorema 2 (teorema de Cousin). Sea § un medidor en [a, b]. Entonces, existe una particion 6 -fina de
[a, b].

Demostracion. Lo probaremos por reduccién al absurdo.

a+b

Supongamos que [a, b] no tiene ninguna particion ¢-fina. Sea ¢ = 4*

[a,c] v [cb].

y consideremos los subintervalos

Segtn lo visto en la proposicion 1, si los dos intervalos [a, c] y [¢, b] tuviesen una particién §-fina, entonces
su unién seria una particién 6-fina de [a, b]. Asi pues, alguno de los subintervalos [a, c] o [c, b] no tiene

TEMat, 1 (2017) e-ISsN: 2530-9633 19



La integral de Henstock-Kurzweil y el segundo teorema fundamental del célculo

. . . . b
ninguna particién J-fina. Sea cual sea este intervalo, renombrémoslo como I' = [ay, b ]. Sea ¢; = %

consideremos los subintervalos
[alr Cl] y [Clrbl]'

Como antes, uno de los subintervalos no tiene ninguna particién 6-fina. Sea 1 2= [ao, b] este subintervalo.

Procediendo de este modo, obtenemos una sucesién de intervalos compactos encajados {I"},¢N, cada

uno con longitud |I"| = %, sin particiones d-finas.

El teorema de los intervalos encajados asegura que existe un tinico punto x en la interseccién de todos los
intervalos I". Sin embargo, como §(x) > 0, por la propiedad arquimediana, existe p € N tal que
b-a
2p

[IP] = < 6(x).

Por tanto, I” C [x—6(x), x+6(x)]. Ademds, el par {(I”, x)} es una particién (formada por un solo intervalo)
6-fina de I”, en contra de la eleccién de I”. Esta contradicciéon prueba que [a, b] tiene alguna particiéon
¢-fina. |

Como consecuencia del teorema de Cousin puede probarse, por ejemplo, el siguiente teorema clasico.

Teorema 3 (teorema de Weierstrass). Sea f : [a, b] — R una funcion continua. Entonces, f alcanza su
mdximo y su minimo en [a, b].

Demostracion. Lo probaremos para el méximo, lo cual es suficiente. Supongamos que no es cierto. Entonces,
dado s € [a, b], este no es el mdximo de f en [a, b], luego existe X(s) € [a, b] tal que f(s) < f(X(s))y, por
la continuidad de f, existe §; > 0 con

f(t) < f(X(s)) paracada t € [s — &5, s + Os].

Sea ¢ : [a, b] — R* el medidor definido por §(x) = &y. Por el teorema de Cousin, existe = {(I;, )
d-fina. Sea %, con f(X(#)) = max{f(X())},. Como X(%) € [a, b] y [a, b] = U}, I, existe i, tal que
X(%) € I,. Pero entonces,

FX(1%)) < (X (1)),

en contra de la eleccién de f. Por tanto, f tiene un maximo en [a, b]. |

Auln mas, podemos probar la equivalencia entre el teorema de Cousin, el axioma del supremo y la propiedad
arquimediana. En efecto, recordemos que el axioma del supremo implica la propiedad arquimediana
(también es equivalente al principio de los intervalos encajados). Notemos, por otro lado, que la propiedad
arquimediana y el principio de los intervalos encajados son lo tinico que hemos necesitado para probar el
teorema de Cousin. El siguiente teorema prueba que el teorema de Cousin implica el axioma del supremo.

Teorema 4 (axioma del supremo). Sea S C R un conjunto no vacio y acotado. Entonces, S tiene supremo.

Demostracion. Sea S un conjunto no vacio. Como S es acotado, existe un intervalo [a, b] tal que S C [a, b].
Supongamos que S no tiene supremo. En particular, ningin punto de S puede ser cota superior de S.

* Si x € S, entonces existe y, € S tal que x < y,. De lo contrario, si para cada y € S tenemos x > y,
entonces x serfa la minima cota superior de S, lo cual contradice la hipétesis. Para un tal x definimos
Ox=Yx—x>0.

Notese que, si x pertenece a un intervalo [c, d] C [a, b] con d — ¢ < &, entonces d no es cota
superior de S, pues d < x + 05 = X+ y, — X = Jx € Sy sabemos que ningin punto de S puede ser
cota superior de S.

e Six € [a, b]\S y x es cota superior de S, entonces, al no haber un supremo de S, existe otra cota
superior de S, zy, tal que z, < x. En tal caso, definimos 6, = x — z,.
Notese que, si x pertenece a un intervalo [¢, d] C [a, b] con d — ¢ < 6, entonces z; = x — 6, < ¢,
luego c es cota superior de S.
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e Six € [a, b]\S y x no es cota superior de S, entonces existe y, € S tal que x < y,. Definamos, en tal
caso, 0, = J, — x. Obsérvese que y, no es cota superior de S porque ningtin punto de S puede ser
cota superior de S.

Notese que, si x pertenece a un intervalo [c, d] C [a, b] con d — ¢ < &, entonces d no es cota
superiorde S,puesd < x +0, =X+ )y — X =y, €S.

En cualquiera de los casos, obsérvese que, o bien [c, d] verifica que c es cota superior de S, o bien verifica
que d no es cota superior de S.

Definamos, entonces, el medidor 6 : [a, b] — R mediante 6(x) = é,. Por el teorema de Cousin, existe
una particién ¢-fina de [a, b], = {([ai-1, ai], )},

Claramente ay = a no es cota superior de S. Como ? es §-fina tenemos, por el razonamiento anterior,
que, o bien g es cota superior de S, o bien a; no es cota superior de S. Por tanto, a; no es cota superior
de S. Razonando de igual manera, @, no es cota superior de S. Este razonamiento es vélido para cada
J=1,...,n,luego ningln a; es cota superior de S. Esto contradice el hecho de que a, = b si que es cota
superior de S. Por tanto, S debe tener supremo. |

4. Laintegral de Henstock-Kurzweil

Ya estamos preparados para definir el proceso de paso al limite en la definicién de la integral. A continuacién,
damos dos definiciones equivalentes de la integral de Henstock-Kurzweil o integral medidora. La primera
de ellas es formalmente muy parecida a la definicién de la integral en el sentido de Riemann salvo porque,
ahora, usaremos un medidor ¢, en lugar de un ntimero ¢ > 0 (un medidor constante) para controlar la
afinacién de las particiones.

Definicion 4. Una funcién f : I — R es integrable en el sentido de Henstock-Kurzweil (0 HK-inte-
grable) en I si existe B € R tal que, para cada & > 0, podemos encontrar un medidor 6 en I para el cual, si
% es una particion etiquetada de I con |I;| < 6(¢;) paracada i = 1,..., n, entonces |S(f,P) — B| < &.

La siguiente es una definicién equivalente en términos del concepto de ¢-afinacién de una particién
respecto de un medidor.

Definicion 5. Una funcion f: I — Res integrable en el sentido de Henstock-Kurzweil (o HK-integra-
ble) en I si existe C € R tal que, para cada € > 0, podemos encontrar un medidor ¢ en I para el cual, si
es una particién d-fina de I, entonces |S(f, ) — C| < &.

El hecho de que las dos definiciones anteriores son equivalentes es un sencillo ejercicio que el lector puede
hacer para familiarizarse con el nuevo concepto. Para la integral de Riemann, es sencillo ver que el valor
de la integral de una funcién integrable es tinico. Para la integral de Henstock-Kurzweil también es sencillo
probar esto haciendo uso del refinamiento de un medidor.

Teorema 5 (unicidad de valor de la HK-integral). Supongamos que f : [a, b] — R es integrable en el
sentido de Henstock-Kurzweil. Entonces, el valor de la integral es tinico.

Demostracion. Sea & > 0. Supongamos que C’ y C” satisfacen la definicion 5. Existen, entonces, dos
medidores, 6’ y 6" en [a, b] tales que, si  es ala vez §’-fina y 6”'-fina, tenemos

IS(f,P)-C'| <e/2 vy |S(f,P)-C"|<g/2.

Asi pues, si 6 es el refinamiento de 6’ y 6" y # es una particién 6-fina de [a, b] (que existe por el teorema
de Cousin), entonces, por la desigualdad triangular,

|C" =" <|C =S(f,P)| +|S(f,P)-C"| <g/2+€/2 = .
Como esto es para cada € > 0, concluimos que C’ = C”. [ ]

Visto esto, notaremos el valor de la integral de una funcién integrable en el sentido de Henstock-Kurzweil
de la forma habitual.
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La integral de Henstock-Kurzweil y el segundo teorema fundamental del célculo

Como es natural por la forma en que se ha definido el concepto de integral en el sentido de Henstock-
Kurzweil, la integral de Riemann es un caso particular de esta.

Teorema 6. Seaf:[a, b] — R una funcién. Si f es integrable en el sentido de Riemann en [a, b], entonces
es integrable en el sentido de Henstock-Kurzweil en [a, b]. Ademds, en tal caso, los valores de las integrales
coinciden.

Demostracion. Basta tener en cuenta que, por definicion, f es integrable Riemann en [a, b] con integral R

si para cada £ > 0 existe un medidor constante § > 0 tal que, si # < &, entonces |S(f, P) — R| < &. [

Conocemos, entonces, una amplia de clase de funciones integrables en el sentido de Henstock-Kurzweil:
las funciones continuas, las funciones mondtonas y acotadas en [a, b] y, en general, las funciones acotadas
continuas en casi todo punto segin la medida de Lebesgue (esto es, las funciones integrables en el sentido
de Riemann).

5. El segundo teorema fundamental del calculo

A continuacién vamos a ver cdmo, con las pocas herramientas con las que contamos, estamos ya en
condiciones de probar la versién mas general del II TFC, que establece que la derivada de una funcién en
un intervalo [a, b] es siempre integrable en el sentido de Henstock-Kurzweil, sin mas hip6tesis adicionales.
Antes de probarlo necesitaremos el siguiente lema técnico cuya prueba, que se sigue facilmente de la
condicién de derivabilidad en un punto, se puede encontrar en el libro de Bartle [1].

Lema7. SeaF :[a,b] — R una funcién derivable en t € [a, b]. Dado € > 0, existe 6.(t) > 0 tal que, si
c,d € [a, b] satisfacen t — 6:(t) < ¢ < t < d < t + 6.(t), entonces

|F(d) — F(c)— F'(t)(d - ¢)| < &(d - ¢).

Teorema 8 (II teorema fundamental del célculo). Sea F : [a, b] — R una funcién derivable en [a, b].
Entonces, F’ es integrable en el sentido de Henstock-Kurzweil en [a, b] y, ademads,

/JC F'(t)dt = F(x) — F(a) paracadazx € [a, b].

Demostracion. Bastard probarlo para x = b, para el resto de puntos de [a', b] es andlogo. Sea ¢ > 0.
Consideremos el medidor asociado a /(b — a) por el lema anterior. Sea £ = {([x;-1, x;], &;)}}L, una

particion d,/(p-4)-fina de [a, b]. Vamos a probar que |F(b) — F(a) — S(F’, $)| < &. Como para cada
ie{l,...,n}, x;_1 y x; verifican

ti = 0gjp-a)(ti) < Xim1 < t; < X < i+ 0gjp-a)(ti),
por la propiedad de 6,(;-4) dada en el lema anterior se tiene que

e(x; — xi—1)

(b—a)

Para estimar F(b) — F(a) — S(F’, P) utilizaremos la suma telescépica

(1) |F(x;) — F(x;i—1) — F'(t;)(x; — x;-1)| < paracadaie€ {1,...,n}.

F(b) - F(a) = )" F(x)) = F(x;-1),
i=1

de modo que

F(b) - F(a) - S(F',P) = Z[F(xi) = F(xi1) = F'(t)(x; = xi-1)].

i=1
Luego

|F(b) - F(a) - S(F', P)| < Z |F(x;) = F(xim1) = F'(1:)(x = Xi-1)|-
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Por (1) se tiene, entonces, que

n

|F(b) - F(a) - S(F', )| < )

i=1

e(x; — xi1) _Sb—a
b-a " "b-a

= E&. | |

6. Comentarios

Como hemos podido comprobar, la integral de Henstock-Kurzweil resulta ser una integral muy versatil,
permitiendo probar el Il TFC de una manera muy sencilla, practicamente a partir de la definicién. También
es posible probar la versién conocida del I TFC para la integral de Lebesgue e incluso una versién mejorada
del I TFC permitiendo algunas excepciones en la condicién de derivabilidad.

Si estudiamos la bibliografia disponible, podemos comprobar que la integral de Henstock-Kurzweil es més
general que la integral de Lebesgue. En particular, las funciones integrables en el sentido de Lebesgue
son precisamente aquellas funciones integrables en el sentido de Henstock-Kurzweil cuyo valor absoluto
también es integrable en el sentido de Henstock-Kurzweil (podemos encontrar una prueba en el libro
de Bartle [1]). De hecho, se puede probar que existen funciones integrables en el sentido de Henstock-
Kurzweil cuyo valor absoluto no es integrable en el sentido de Henstock-Kurzweil. Un ejemplo sencillo
puede construirse a partir de una serie condicionalmente convergente. Esto demuestra que la integral de
Henstock-Kurzweil es estrictamente mds general que la integral de Lebesgue.

Por otro lado, puede probarse que no existen integrales impropias en el sentido de Henstock-Kurzweil, es
decir, si podemos definir la integral de Henstock-Kurzweil de una funcién como el limite de unas integrales
de Henstock-Kurzweil de la funcién en subintervalos del dominio, entonces la funcién es inmediatamente
integrable en el sentido de Henstock-Kurzweil en todo el intervalo. Esto, de nuevo, pone de manifiesto el
hecho de que la integral de Henstock-Kurzweil es estrictamente mds general que las integrales de Riemann
y Lebesgue.

Por ultimo, notemos que no se ha necesitado ninguna teoria de la medida para definir la integral de
Henstock-Kurzweil. Es mds, a partir de la integral de Henstock-Kurzweil puede definirse la teoria de la
medida y la integral de Lebesgue en R, un programa de estudio que se propone en el libro de Gordon [3] y
que se pone en practica en el de Bartle [1].

Por esta y por algunas razones mds, algunos autores estdn de acuerdo en que el estudio de la integral de
Henstock-Kurzweil es una buena forma de introducir el concepto de integral a los nuevos estudiantes de
Calculo, aunque, por otro lado, esta integral no es muy utilizada en investigacion, lo cual quiza se deba al
hecho de que no es posible definirla en contextos tan abstractos como la integral de Lebesgue, ademads
de que no se conoce una topologia natural para el espacio de las funciones integrables en el sentido
de Henstock-Kurzweil, con lo que no se dispone, por ejemplo, de teoremas de densidad como los que
se tienen para los espacios L, que son fundamentales a la hora de desarrollar la teoria de operadores
definidos en estos espacios.
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