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Progresiones aritméticas de colores

1. Introduccién

Todos sabemos lo que son las progresiones aritméticas. Se trata de un objeto matemadtico que ya nos
presentaron en el instituto, con una definicién simple y facil de entender y unas propiedades también
simples, pero ya interesantes. Esto hace que sea quiza uno de los primeros objetos matematicos que nos
encontramos que dan un poco de juego, mds alld de la pura manipulacién algebraica.

Como es bien sabido, una progresién aritmética es una sucesién de nimeros ai, a4y, as, . . . tales que la
diferencia entre un nimero y el siguiente es siempre la misma (a;4+; —a; = d). De este modo, una progresiéon
aritmética se puede definir con solo dos pardmetros: un valor inicial a@; y una diferencia d. En caso de
querer una progresion de una determinada longitud, se puede introducir esta longitud como un tercer
parametro (por ejemplo, k). Por simplicidad, podemos referirnos a progresiones aritméticas de longitud k
como k-progresiones aritméticas, o k-PA.

En este articulo presentamos algunos resultados cldsicos de combinatoria, que se pueden englobar dentro
de la combinatoria aditiva (que estudia la interaccién entre operaciones y conjuntos) o de la teoria de
Ramsey (que busca condiciones para que haya estructuras en los conjuntos estudiados), en los que se
trabaja con progresiones aritméticas de un modo general: no nos interesa conocer cudl es la progresién
aritmética, sino solo saber de su existencia y su longitud. Y la forma de trabajar con ellas va a ser coloreando
los ndmeros naturales.

2. El teorema de van der Waerden

Podemos jugar a un juego en el que nuestro objetivo es colorear los enteros sin formar progresiones
aritméticas del mismo color; vamos a empezar considerando progresiones de longitud tres. Consideremos el
siguiente ejemplo, en el que coloreamos los primeros niimeros naturales con color rojo o azul. Comenzamos
coloreando los primeros ocho naturales:

1 2 3 45 6 7 89

Por ahora vamos bien, pero supongamos que queremos colorear también el niimero 9. Podemos elegir
hacerlo bien en rojo, o bien en azul. Si lo hacemos en rojo, sin embargo, observamos que {1, 5,9} es
una progresion aritmética roja de longitud tres; si lo coloreamos en azul, {3, 6, 9} forma una progresiéon
aritmética azul de longitud tres. Asi pues, observamos que el ejemplo que hemos elegido no se puede
continuar sin formar progresiones aritméticas monocromaticas de longitud tres.

Obviamente, ahora podriamos elegir otro ejemplo y volver a probar. La pregunta natural que nos hacemos
es la siguiente: jexiste alguna forma de colorear los enteros con dos colores de manera que no aparezcan
progresiones aritméticas monocromaticas de longitud tres? O mds en general: jexiste alguna forma de
colorear los enteros con r colores de manera que no aparezcan progresiones aritméticas monocromaticas
de longitud k?Y la respuesta, negativa, viene dada por el teorema de van der Waerden.

Teorema 1 (van der Waerden, 1927 [14]). Para todo par de niimeros naturales k > 3, r > 2 existe un entero
N = N(r, k) tal que toda coloracion de los primeros n > N ntimeros naturales con r colores contiene
alguna progresion aritmética monocromatica no trivial de longitud k.

Nétese que en el teorema se habla de progresiones aritméticas no triviales. Una progresién aritmética
trivial es una cuya diferencia es cero, es decir, una progresién de la forma a, a, a, a, . . ., y en ese caso
siempre hay, trivialmente, progresiones monocromaéticas de longitud arbitraria. Para que el resultado tenga
interés, estas se deben evitar y, en general, cuando hablemos de progresiones aritméticas nos referiremos
a progresiones no triviales.

Existen varias maneras de demostrar este teorema. La m4s tradicional en el mundo de la combinatoria
es una demostracién por doble induccién, primero en el niimero de colores y luego en la longitud de
la progresion. Hay otras demostraciones combinatorias sencillas, aunque casi todas usan ideas pareci-
das. Después hay demostraciones mucho mdas complicadas, que permiten obtener el teorema de van
der Waerden como un simple corolario, pero que necesitan técnicas mas avanzadas para demostrar el
resultado principal (el teorema de Szemerédi); a esto nos referiremos en la seccién 3. Existen también
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otras demostraciones no combinatorias; el teorema de Szemerédi tiene demostraciones no combinatorias,
que permiten entonces demostrar también el teorema de van der Waerden.

La siguiente pregunta, obviamente, es cudl es el minimo valor posible de N. A este valor se le conoce como
el niimero de van der Waerden, W(r, k). Volvamos al ejemplo. Hemos visto que podemos colorear hasta el
nimero ocho sin formar 3-PA monocromaticas, de modo que sabemos que W (2, 3) > 9. En el ejemplo no
podemos colorear el nueve sin formar una 3-PA monocromatica, pero podria ser que con una coloracién
diferente de los primeros ocho enteros si consigamos colorearlo y obtengamos asi W(2,3) > 10. No es el
caso, en realidad, y se puede comprobar que W (2, 3) = 9 escribiendo todas las posibilidades, ya que se
trata de un ejemplo pequefio (tengamos en cuenta que este es el nimero de van der Waerden més pequeiio
que tiene interés, ya que si se considera r = 1 o k < 3, los valores son triviales). Consideremos ahora otro
ejemplo, usando tres colores, en el que también queremos evitar las 3-PA. En este caso coloreamos los
ndmeros de manera «voraz»:

1 2 3 4 5 6 7 10 11 12 13 14 15 16 19 22

Al intentar colorear el 22 se puede comprobar facilmente que no hay manera de hacerlo sin formar una
3-PA monocromatica ({4, 13,22}, {16,19,22} o { 1, de modo que W(3, 3) > 22. En este caso si se
pueden conseguir coloraciones mejores, y, de hecho, se ha comprobado que W (3, 3) = 27.

A pesar de lo simple que es el problema de determinar los valores de W(r, k), resulta ser un problema
muy dificil. De hecho, se conocen solo siete valores: W(2,3) = 9 ([2]), W(2,4) = 35 ([2]), W(2,5) = 178
(11D, W(2,6) = 1132 ((8]), W(3,3) = 27 (12]), W(3,4) = 293 ([7]) y W(4,3) = 76 ([1]).

El siguiente problema natural es encontrar cotas para el valor de los niimeros de van der Waerden,
que permitan, ya que no conocet, si estimar su valor. Buscamos, por lo tanto, dos tipos de cotas: las
inferiores y las superiores. Para la cota inferior, las cotas mds ajustadas se pueden conseguir construyendo
ejemplos suficientemente grandes en los que no aparezcan k-progresiones aritméticas monocromaticas.
Sin embargo, las cotas generales que este método permite obtener son bastante débiles, y cada una de
las cotas ajustadas sirve solo para un caso concreto. Existen otros métodos que permiten obtener cotas
generales mucho mejores, como, por ejemplo, el método probabilistico. Este método utiliza técnicas
probabilisticas y tiene muiltiples aplicaciones en demostraciones no constructivas de existencia de objetos
matemadticos. Usando en este caso coloraciones aleatorias de los primeros enteros, es un ejercicio sencillo
obtener el siguiente resultado.

Proposicion 2. Los niimeros de van der Waerden cumplen la cota
k=1
W(r,k)=rz Vk-1.

Esta cota se puede mejorar usando técnicas probabilisticas més avanzadas, pero por ahora vamos a
demostrar este resultado.

Demostracion. Sea [n] = {1,2,..., n}. Supongamos que coloreamos [n] de manera aleatoria, uniforme-
mente y de manera independiente, es decir, cada nimero se colorea con el i-ésimo color con probabilidad
% independientemente del color que tengan los demds ntimeros. El nimero de progresiones aritméticas
de longitud k que podemos encontrar en {1, 2, ..., n} se puede acotar facilmente considerando que solo
necesitamos dos pardmetros para definirlas: su valor inicial y su diferencia. De este modo, podemos
tomar como mucho 7 valores iniciales y 1% diferencias (ya que las diferencias que tomemos deben ser
lo suficientemente pequefias como para que al sumarlas k — 1 veces al valor inicial sigamos teniendo
un ndmero menor que z + 1), lo que supone un total de como mucho k"TZI progresiones aritméticas
(obviamente, hay muchas menos, pero con esta cota nos basta).

Ahora consideremos una de estas k-PA. La probabilidad de que sea monocromatica, con nuestra coloracion
aleatoria, es % (la probabilidad de que sea toda del primer color es #, ya que la probabilidad de que
cada namero sea de ese color es % y los sucesos son independientes, y en total hay r colores). Asi pues, la
probabilidad de que alguna de las progresiones sea monocromatica se puede acotar superiormente por la
suma de las probabilidades de que cada una lo sea, y teniendo en cuenta la cota sobre el nimero de k-PA
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obtenemos la expresion

Pr(3 una k-PA monocromatica) {S es monocromatica}

Pr (
Sc[n] k-PA

IN

Z Pr(S es monocromética)
Sc[n] k-PA

I "
< .
k=1 7 (k= 1)rk1

Sc[n] k-PA

Ahora bien, si este tltimo valor es menor que 1, eso quiere decir que la probabilidad de que haya una
progresion aritmética monocromadtica es también menor que 1, lo que significa que la probabilidad de
que no haya ninguna es positiva. Es decir, que existe alguna manera de colorear los primeros n ntimeros
de manera que no hay ninguna progresién aritmética monocromatica. Y esto querré decir que el nimero
de van der Waerden W (r, k) tiene que ser mayor que la cantidad de ndmeros que hemos coloreado. ;Para
qué valor de n ocurre esto? Podemos comprobar que

2

n 1 BLEC1
— <l n<r: -1,
(k—1)rk-1
lo que quiere decir que W(r, k) > r%\/k — 1, como queriamos demostrar. [ |

Encontrar cotas superiores resulta ser un problema mucho mas complicado. Las primeras cotas que se
conocieron, proporcionadas por la demostracién del teorema, daban funciones que no se pueden definir
con recursion primitiva (las funciones recursivas primitivas son un subconjunto de las funciones compu-
tables (aquellas para las que existe un algoritmo que las calcula); por dar una idea intuitiva, cualquiera
de las funciones habituales o de sus composiciones (por ejemplo, exponenciales de exponenciales de
exponenciales...) son funciones recursivas primitivas). La primera cota que se puede obtener con recursién
primitiva se debe a Shelah [10], que proporcion6 una demostracién puramente combinatoria diferente
del teorema, y no se encontré hasta el afio 1988. La mejor cota general que se conoce en la actualidad la
encontré Timothy Gowers [5] usando técnicas analiticas avanzadas, y da lugar a la cota

ok+9

w(r, k) < 2%

Es evidente que estas cotas dejan un margen muy amplio, que no permite dar siquiera un orden de
magnitud del valor de W(r, k).

Hay otros muchos problemas que se pueden plantear en este &mbito. Por ejemplo, ;se cumple el teorema de
van der Waerden para progresiones aritméticas infinitamente largas? ;Se puede extender a otros contextos,
o generalizar a otras dimensiones? O sobre las progresiones aritméticas que aparecen, ;son siempre las del
color mas «frecuente» en la coloracién? La respuesta a esa tltima pregunta, en cierto sentido, es la que
presentamos en la siguiente seccién.

3. El teorema de Szemereédi

Uno puede pensar que una coloracién de los nimeros naturales con r colores es equivalente a tomar
una particién de los enteros. Si, por ejemplo, coloreamos los primeros N naturales, entonces obtenemos
conjuntos A, ..., A, € {1,..., N}, uno por cada color, que son disjuntos y cubren los primeros N
naturales. Si sabemos que estos primeros niimeros van a contener una k-PA monocromatica, eso quiere
decir que existe una progresion aritmética en uno de los conjuntos A;. Pero ;en cudl?

Decimos que un conjunto A € {1,2, ..., N} tiene densidad positiva si su tamafio es una fraccién positiva
de N, y que tiene densidad ¢ si ¢ es el valor de esa fraccién. Unos afios después de que van der Waerden
presentase su teorema, Erdés y Turdn [3] conjeturaron que, para cada valor de k y densidad ¢ fijos, existe
un valor de N suficientemente grande para el cual cualquier conjunto A C {1,..., N} de densidad al
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menos 6 contendrd una k-PA. Es decir, si se colorean suficientes niimeros, entonces habrd progresiones
aritméticas de longitud k de cualquiera de los colores que tengan una densidad mayor que ¢, y esto sera
cierto para cualquier 6 positivo. Esto implica que, en una particién de N, todo subconjunto de densidad
positiva contiene una k-PA, para cualquier valor de k fijo.

En primer lugar, se consiguié demostrar que la conjetura es cierta para progresiones aritméticas de longitud
3 (este resultado se conoce como el teorema de Roth [9], y pasaron més de quince afios entre la formulacién
de la conjetura y este primer resultado). En total pasaron casi cuarenta afios hasta que Szemerédi dio
una respuesta general positiva a esta conjetura, primero resolviendo el caso k = 4 [12] y m4s tarde el
caso general [13], consiguiendo asi un teorema que se considera uno de los resultados mds relevantes en
combinatoria. Una formulacion exacta puede ser como la que presentamos aqui:

Teorema 3. Sea k > 3 un entero y sea § > 0 un nimero real. Entonces, existe un entero N = N(k, 6) tal
que para todo n > N, todo conjunto A C {1, ..., n} con|A| > én contiene una k-PA no trivial.

La demostracién del teorema de Szemerédi se basa principalmente en el lema de regularidad de Szemerédi
(y algunas generalizaciones del mismo), una herramienta de teoria de grafos que ha dado lugar a aplica-
ciones muy diversas y que ain hoy constituye una de las principales técnicas para resolver problemas en
combinatoria. Ademés de la primera demostraciéon que consiguié Szemerédi, se han encontrado otras
demostraciones usando técnicas muy diversas. Por ejemplo, Furstenberg [4] consiguié una demostracién
utilizando teoria ergédica, y Gowers [5] utilizé técnicas analiticas. Cada una de estas demostraciones ha
dado lugar a herramientas que después han sido ampliamente utilizadas en otros contextos. Ademads, en
los dltimos afios se han conseguido algunas nuevas demostraciones combinatorias.

Nétese que el teorema de van der Waerden se puede recuperar como un corolario del teorema de Szemerédi.
De este modo, el teorema de Szemerédi es una generalizacion directa del de van der Waerden.

Demostracion del teorema 1. Consideremos una coloracién de los primeros n ntimeros naturales, que da
una particion de {1, ..., n} en r conjuntos A, Ay, . . ., A,. Por el principio del palomar, existe un color i tal
que |A;| > 2, es decir, existe un conjunto con densidad mayor o igual que % Ahora, sea d = % y apliquemos
el teorema de Szemerédi; como resultado, para un n suficientemente grande, cualquier subconjunto de

{1,..., n} con densidad al menos § contendrd una k-progresion aritmética. En particular, A; contiene una
k-progresion aritmética, y todos los elementos de A; son del mismo color, de modo que esta progresién es
monocromatica. ]

Una vez el teorema 3 estd demostrado, uno se puede volver a hacer muchas preguntas relacionadas.
Por ejemplo, uno puede plantearse la posibilidad de encontrar valores del minimo nimero N(k, §) que
satisface el teorema. Parece evidente que este niimero serd, en general, mds grande que el nimero de van
der Waerden asociado a los mismo pardmetros (con la identificacién r = 1/6), aunque intentar calcularlo,
una vez mas, resulta un problema muy complejo. Se pueden dar cotas de diversos tipos; una vez mas, la
mejor cota superior que tenemos se debe a Gowers [5], que dio la cota

(de hecho, las cotas para los nimeros de van der Waerden son una consecuencia de estas, sustituyendo 6
por %).

Una forma de reinterpretar el teorema de Szemerédi es afirmar que el tamafo del conjunto A C {1, ..., n}
maés grande posible que no contenga k-PA es sublineal en 7 (asintéticamente). De este modo, una cuestién
natural es preguntarse cudl es el mayor tamafio posible de este conjunto. Asi, se define r(N) como el
mayor tamariio posible de un conjunto A C {1, ..., N} que no contiene k-PA, y existen diversos resultados
que acotan el valor de este ntimero.

Finalmente, se pueden considerar muchos problemas relacionados con este tipo de construcciones. Un
ejemplo reciente es un aclamado resultado de Green y Tao [6], que demostraron que el conjunto de los
nlimeros primos contiene progresiones aritméticas arbitrariamente largas.
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