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Resumen: El teorema de Weierstrass es un resultado clasico sobre la apro-
ximacién de funciones continuas mediante polinomios en intervalos cerra-
dos y acotados de R. En este articulo tratamos una generalizacion de dicho
teorema que, en vez de polinomios, considera potencias cuyos exponentes
satisfacen ciertas propiedades. Este resultado se conoce como el teorema
de aproximacién de Miintz-Szdsz. En primer lugar, introducimos teoria
bésica del andlisis real y complejo, que serd ttil para probar los resultados
principales y, a continuacién, presentamos el teorema y la prueba dada
por Szész.
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El teorema de Miintz-Szasz

1. Breve biografia sobre los autores

1.1. Herman Miintz

Herman Miintz fue una persona muy activa tanto en su faceta de matemaético como en lo que se refiere
al contexto social més préximo a su propia situacién. Ademads de trabajar en el campo de la teoria de
la aproximacion, traté6 durante su vida temas tan diversos como la geometria, ecuaciones en derivadas
parciales, ecuaciones integrales y la teoria de ntimeros. Asimismo, desarroll6 una importante actividad
filos6fica y divulgativa sobre el judaismo. Sin embargo, su carrera profesional fue una constante de altibajos
y llena de objetivos sin cumplir.

Con el nombre de Chaim Miintz naci6 en la ciudad de £.6dZ el 28 de agosto de 1884 en el seno de una
familia burguesa judia. En aquella época, la ciudad formaba parte del Reino de Polonia, estado adherido al
Imperio Ruso, y experimentaba un crecimiento demografico sin precedentes en el marco de una potente
industrializacién. El joven Miintz, que hablaba polaco, aleman y ruso de manera fluida, cursé sus estudios
primarios en su ciudad natal antes de trasladarse a Berlin, donde ingres6 en la Friedrich-Wilhelms-
Universitit para estudiar matematicas, ciencias naturales y filosofia. Durante sus afios universitarios, cont6
con profesores de la talla de Frobenius, Landau y Schwarz, y se gradu6 en 1906.

La pedagogia fue un eje importante de su vida que empez6 a desarrollar después de graduarse, ya que
dedic6 una parte considerable de sus siguientes afios a la ensefianza privada de matematicas. Paralelamente,
combinando su interés por la filosofia y sus origenes judios, dedicé una parte importante de su tiempo
a promover una reforma en la comunidad judia y una sociedad en la que este colectivo disfrutara de
una mayor inclusién. En este contexto, publicé un libro titulado Wir Juden en 1907, donde defiende el
sionismo socialista, una posicién frecuente en la época. A lo largo de su vida escribi6 otros textos que no
fueron publicados como libros por diferentes razones, pero que vieron la luz parcialmente en forma de
articulos. Todas estas actividades no le impidieron obtener el titulo de doctor en 1910, bajo la supervisién
de Schwarz y Schottky, con la calificacién de magna cum laude gracias a un trabajo sobre ecuaciones en
derivadas parciales en superficies minimales.

Durante los siguientes afios, Miintz intenté conseguir la habilitacién que le permitiria obtener un puesto
universitario. Lo intent6 en emplazamientos tan variados como en Munich, Jerusalén, Gotinga, Giessen y
El Cairo, sin éxito. Por ello, tuvo que compaginar la investigacién matemaética con otras actividades como la
docencia en varias escuelas y la elaboracién de resefias de articulos cientificos. De todos modos, y a pesar
de su fracaso institucional continuado, el propio Miintz se sentia resarcido por el hecho de que a partir
de 1927 colabor6 con Albert Einstein. Aunque no publicaron ningtin articulo conjuntamente, Einstein
agradecio su colaboracién en més de una publicacion.

La ocasién que con tanto ahinco habia perseguido lleg6 en 1929 cuando la Universidad Estatal de Leningra-
do le ofreci6 el cargo de catedratico de matematicas. A raiz de esto, consiguié un notable reconocimiento en
la Unién Soviética, como muestra el hecho de que fue uno de los cuatro enviados al Congreso Internacional
de Matemadticas en Ztrich en 1932. En 1934 publicé un libro sobre ecuaciones integrales al que atin se hace
referencia. Desgraciadamente, su situacion en Rusia evolucioné de la misma manera que el clima politico
europeo: en 1937 fue abruptamente expulsado de la Unién, muy probablemente por su nacionalidad
alemana obtenida en 1919. Miintz aterriz6 en Tallin y finalmente en Suecia en 1938. Tan solo siete afios
después de conseguir su tan ansiado objetivo de estabilizarse en una universidad, vio cémo su logro se
desvaneci6, y en el intento de recuperar su estatus no volvié a tener éxito. Tampoco consiguié penetrar en
el entorno de la comunidad matemadtica sueca, y trabajé en problemas matemadticos relacionados con la
hemodindmica. Habiendo dedicado los tltimos anos a la ensenanza, murio en 1956 a la edad de 71 anos.

1.2. Otto Szasz

Otto Szész fue un prolifico matemadtico que investigé en muchas dreas del andlisis matemético. Ademads
de la teoria de la aproximacién, sus campos de trabajo fueron, entre otros, las fracciones continuas, series
de potencias acotadas, polinomios trigonométricos, series de Fourier y métodos de sumabilidad.

Szdasz naci6 en Alsészucs, en la zona rural de Hungria en el Imperio Austrohtingaro (hoy Dolnd Stca,
Eslovaquia) el 11 de diciembre de 1884. Realiz6 sus estudios universitarios en la Universidad de Budapest
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y en la Universidad de Gotinga durante los primeros anos del siglo xx, donde fue alumno de ilustres
matemaéticos como Klein, Hilbert, Minkowski, Toeplitz y Herglotz. Después de graduarse, comenz los
estudios de doctorado bajo la direccién de Leopold Fejér y los culminé en 1911. Durante todos estos afios,
también visit6 las universidades de Munich y Paris.

Sin ninguna duda, Szdsz tuvo mads éxito que Miintz en lo que a puestos académicos se refiere. Poco después
de obtener el titulo de doctor, se incorporé a la propia Universidad de Budapest como privatdozent,
un cargo de profesor en las universidades de habla alemana que, aunque sin constar estrictamente
entre el personal, permitia a jévenes investigadores preparar su habilitacién. Tras pocos afios alli, tuvo la
oportunidad de trasladarse a Francfort, también como privatdozent hasta 1920 y como profesor titular
desde entonces hasta 1933. Es en esta época cuando Szdsz produjo la mayor parte de los més de 120
articulos que publicé durante su vida.

Como en muchos otros casos, la situacién politica en Alemania le hizo abandonar el pais rumbo a los
Estados Unidos. Tras pasar por el MIT y por Brown, se asent6 en la Universidad de Cincinatti, donde
trabajo el resto de su vida. Muri6 durante unas vacaciones en Suiza el 19 de septiembre de 1952, a la edad
de 67 afios. Entre sus colaboradores y amistades personales se encontraban ilustres matemdticos como su
director Fejér, Landau, Perron y Pringsheim. Cabe mencionar que en 1939 Szasz recibié el premio Julius
Konig de la Sociedad Matematica y Fisica de Hungria, y fue miembro de la American Mathematical Society.

2. El problema de la aproximacion

Sin entrar en demasiados detalles, podriamos describir la teoria de la aproximacién como un area del
andlisis en la que se busca aproximar una funcién, que podria ser a priori complicada, mediante ciertas
funciones mds sencillas y facilmente manejables. A comienzos del siglo x1x, la definicién de una funcién
se limitaba a proporcionar una férmula explicita para el célculo de sus valores. Sin embargo, hubo un
momento en el que la comunidad matemética empezé a describir conjuntos de funciones mediante
las propiedades que estas deberian cumplir. Asi, se hacia méas complicado describir todas las funciones
mediante férmulas. Pensemos por un momento en el claro y sencillo ejemplo de las funciones continuas:
podemos encontrar funciones de lo més rebuscadas que dificilmente admitirian una expresién explicita
manejable.

Este paso es el que hace que la teoria de la aproximacién empiece a ser desarrollada casi por inercia.
El primer resultado de entidad fue demostrado por Weierstrass en 1885 y hoy en dia se conoce como el
teorema de aproximacién de Weierstrass:

Teorema 1 (teorema de aproximacion de Weierstrass). Toda funcion real continua definida en un intervalo
compacto de R puede ser aproximada mediante polinomios. En otras palabras, dados un intervalo
compacto I C R, una funcion f € C(I) y un € > 0, existe un polinomio p tal que |f(t) — p(t)| < €, para
todot € I.

Este teorema fue el punto de inicio para una fructifera teoria. Su importancia se ve reflejada en la cantidad
de nuevas demostraciones que se dieron a conocer en los siguientes afios utilizando técnicas muy variadas
y firmadas por matemadticos como Picard, Fejér, Landau, de la Vallé Poussin, Runge, Phragmén, Lebesgue,
Volterra y Bernstein. En 1937, Stone generaliz6 el teorema a funciones continuas en espacios compactos X
y prob6 que toda subélgebra de C(X) que contenga la funcion 1 y que separe puntos es densa en C(X).
Este resultado toma el nombre de teorema de Stone-Weierstrass.

En 1912, en el Congreso Internacional de Matematicos de Cambridge, Bernstein plante6 un problema
a partir del resultado de Weierstrass cuando pregunté por la condicién que un conjunto de niimeros
positivos {1, },en debia cumplir para que el conjunto de las combinaciones lineales finitas de {t*"} ,en
fuera denso en C([0, 1]). El propio Bernstein habia sido capaz de dar algunos resultados parciales y
conjeturd, con acierto, que la suma armoénica ),y 1/4, era decisiva. Tan solo dos afios después, en 1914,
Miintz confirmé la conjetura demostrando lo que hoy conocemos como el teorema de Miintz-Sz4sz.

Teorema 2 (teorema de Miintz-Szdsz). Sea {1,},eN Una sucesion estrictamente creciente de nimeros
positivos. Entonces, el conjunto de las combinaciones lineales finitas de las funciones 1, t*1, %2, t%3, .. . es
denso en C([0,1]) siy solo si ), 1/, = +oo.
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En 1916, Szasz publicé un articulo en el que completaba, mejoraba y simplificaba la demostracién de
Miintz. La prueba de Miintz utiliza técnicas de variable real y se basa en estimar la distancia entre una
funcién continua cualquiera a ciertos subespacios finitos de polinomios viendo que esta distancia puede
hacerse tan pequefia como se quiera. Nosotros veremos la prueba de Szdsz, la cual usa técnicas de variable
compleja y ciertos argumentos del anélisis funcional.

3. Preliminares

Antes de demostrar el teorema de Miintz-Szdsz debemos introducir una serie de conceptos y resultados
previos que serdn necesarios para una mejor comprension de la seccion 4. La referencia principal que
hemos seguido es el libro de Rudin [4].

3.1. Introduccion al analisis funcional

El andlisis funcional es una rama de las matematicas, en particular del andlisis, que se basa fundamen-
talmente en el estudio de los espacios normados completos, también conocidos como los espacios de
Banach. Esta especialidad tiene muchas aplicaciones en diversas dreas como, por ejemplo, en el anélisis
armoénico y en las ecuaciones diferenciales.

Un espacio normado es un espacio vectorial sobre un cuerpo F (= R o C) dotado de una norma, es decir,
una aplicacién || - ||x : X — [0, +c0) que cumple las siguientes propiedades:

1 |lx]lx 20Vx e Xylx|lx =0siysolosix=0.

2. ||Ax||lx = |Allx|lx, YVx e XyVAeF.

3. llx+ylix < llxllx + llyllx, Vx,y € X.
Decimos que una sucesion {x,},eNn C X converge en X (con la topologia de la norma) si existe un

elemento x € X tal que
lim ||x, — x||x = 0.
n—oo

Un espacio normado X es completo si las sucesiones de Cauchy son convergentes. Recordamos que una

sucesiéon de Cauchy {x,},cn en X satisface que dado € > 0, existe N € N tal que

l|x, — xmllx <€, VYn m>N.

Un ejemplo bésico de espacio de Banach es el espacio de las funciones continuas C(I) con la norma
Ifllcay = sup |f(x)],
xel

donde I = [a, b] es un intervalo compacto en R. Es facil comprobar que || - ||¢(;) define una norma en
C(I). Claramente, el supremo se alcanza al ser I compacto y f continua. Ademds, la convergencia en C(I)
es la convergencia uniforme usual.

Como segundo ejemplo muy interesante vamos a introducir los espacios de Lebesgue. Estos espacios
se definen a partir de la medida de Lebesgue. Recordemos que la medida exterior de Lebesgue de un
subconjunto cualquiera A de R” se define como

[ee]

m*(A) = inf{ Z I(Q)" : Qjn-cubosconj>1, AC U Qj},

j=1 j=1

donde /(Q) denota la longitud del lado del cubo Q. Es decir, m*(A) es la medicién mds fina que podemos
hacer cubriendo A con n-cubos. Asimismo, se dice que un subconjunto E de R” es medible Lebesgue si
para todo subconjunto A de R” se verifica que

m*(A) = m"(AN E)+ m"(AN E°).
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Cabe destacar que la familia formada por todos los subconjuntos medibles Lebesgue forman una o--algebra,
y la restriccién de m* a dicha o -dlgebra se conoce como la medida de Lebesgue, m. En este contexto, se
dice que una funcién f : R” — C = R? es medible (Lebesgue) si la preimagen de cualquier conjunto
medible por f es medible.

Ya estamos en disposicion de definir los espacios de Lebesgue L”(£2), con 1 < p < +o0, donde Q es un
subconjunto medible de R”. Distinguimos dos casos: si 1 < p < 400, entonces

LP(Q) = {f medible : ||f || ) < +oo},

donde la norma viene dada por

1/p
Il = Il = ( /Q If(x)l"’dx) .

Por otro lado, si p = +o0, entonces
L¥(Q) = {f medible : [|flz=(q) < +oo},
donde la norma es la del supremo esencial, es decir,

1£llz=2) = Ifllo = ess sup If(x)] = inf{C >0:|f(x)] < C, a.e.x € Q}.
xXe

Una observacién importante es que los elementos de L”(2) son, en realidad, clases de equivalencia [f],
donde [f]={g: Q2 > F:f =g a.e. x € Q}, dado que si E C Q es un conjunto medible, entonces

Pdx = p
/E F(0) dx /E GO lP dx.

Notamos también que si 2 = Iy f € C(I), entonces el supremo esencial no es mas que el supremo, es
decir, ||fllcry = IIf lz=(r)- Ademads, como I es compacto, tenemos que C(I) C LP(I), paratodo1 < p < +oo.
En particular, || - ||z»(r) < cl| - [[cr), donde ¢ > 0 es una constante que depende de la medida del intervalo.
De hecho, todavia podemos decir m4s, y es que las funciones continuas son densas en los espacios de
Lebesgue, excluyendo el caso p = o [4, teorema 3.14].

Teorema3. Seal < p <+oo yseaf € LP(I), con I = [a, b] compacto. Entonces, existe una sucesion de
funciones continuas {f, }nen € C(I) tal que

lim |f, = fllzr) = 0.
n—+co

I 7]
Equivalentemente, C(I)L W LP(I).

Este resultado es de gran utilidad ya que, como veremos en el corolario 15, en muchas ocasiones nos
resultard mas fécil trabajar con funciones continuas y a continuacién, por densidad, obtener los resultados
para las funciones en los espacios LP(I). El caso p = oo no es cierto dado que el limite uniforme de
funciones continuas es continuo y, por tanto, cualquier funcién no continua que sea esencialmente
acotada no se puede aproximar por funciones continuas con la norma del supremo esencial.

Los ejemplos de espacios de Banach que acabamos de ver son, en particular, espacios de funciones. Asi,
llamamos funcional a una aplicacién que actta sobre un espacio de funciones X y que toma valores sobre
otro espacio normado Y, es decir, L : X — Y. Decimos que el funcional L es lineal si

1. L(x+x")=Lx)+ L(x"),Yx,x' € X,y
2. L(Ax) = AL(x),Yx € XyVA€F,
y que el funcional L es continuo si para cualquier sucesién {x,}, C X que converge a x € X se tiene

que
im [[L0xn) = LIy = 0.
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Si L es lineal, como L(x,)— L(x) = L(x, — x), esté claro que L es continuo si y solo silo es en x = 0. Ademés,
no es dificil probar que esto equivale a que L esté acotado, es decir, a que exista una constante ¢ > 0 tal
que

IL)ly < cllxllx, VxeX.

Se define la norma de L como la menor constante que satisface esta propiedad, es decir,

Il L)y
IL]] = sup ———— = sup [L(x)]ly.
xeX lxllx  yxpe=1

Por ejemplo, consideremos el funcional multiplicacién por un escalar,
L: X — X

x +— L(x) =rx,
para un cierto r € [F. Claramente, L, es lineal y continuo siendo su norma

LAl = sup [lrxlx = [r].
lellx=1

En los espacios de Banach, una gran parte del estudio involucra al espacio dual, es decir, el espacio de los
funcionales lineales continuos sobre el cuerpo de escalares del espacio base X (Y = ), y lo denotamos
por

X* ={L:X — F tal que L lineal y continuo}.

Por ejemplo, el dual de los espacios de Lebesgue L”(Q), con 1 < p < +o0, se identifica con L9(L2), donde
% + é = 1 [4, teorema 6.16], a través del isomorfismo isométrico T : L7(Q) — LP(Q)* definido como

T(g) = Lg, donde
L= [ regeoax

Por otro lado, el dual de las funciones continuas C(I) no es un espacio de funciones, pero lo sabemos
caracterizar gracias al teorema de representacion de Riesz-Markov-Kakutani [4, teorema 6.19].

Teorema 4 (teorema de representacion de Riesz-Markov-Kakutani). El espacio de las medidas de Borel
complejas regulares, M(I), es el espacio dual de C(I) via

M) — cU)

1
B (‘P*—)(SD»m:/OSDdH):(',M)-

Finalmente, para terminar esta introduccién, presentamos un resultado que se obtiene como consecuencia
de uno de los grandes teoremas del andlisis funcional, conocido como el teorema de Hahn-Banach, el cual
trata sobre la extension de aplicaciones lineales continuas [4, teorema 5.16].

Teorema 5. Sea M un subespacio lineal de un espacio lineal normado X, y sea xo € X. Entonces, x estd
en la clausura M de M si y solo si no existe ningtin funcional lineal acotado, T, definido en X tal que
T(x) = 0 para todo x € M pero T(xg) # 0.

3.2. Algunos resultados del analisis complejo y de Fourier

En esta seccién suponemos que el lector tiene conocimientos basicos de anélisis complejo. En primer
lugar, veamos unos resultados sobre funciones holomorfas. Denotamos por H () al conjunto formado
por las funciones holomorfas en un abierto € del plano complejo. Recordamos brevemente que una
funcién holomorfa en el abierto 2 es una funcién derivable (respecto de la variable compleja) en todos
los puntos de €, lo cual equivale a que f se pueda expresar localmente como serie de potencias (es decir,
f es analitica en Q). Asimismo, decimos que una funcién f es meromorfa en Q si es holomorfa salvo en
un conjunto de puntos aislados de Q.

El siguiente teorema es un caso particular del teorema 15.23 del libro de Rudin [4] restringido a la familia
H®, la cual esta formada por las funciones holomorfas en el disco unidad D, que ademas son acotadas.
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Teorema 6. Si f € H* tiene ceros ay,as,...enD ysi

(o8]

Zl—|an|=+oo,

n=1
entonces f(z) = 0 para todo z € D.
La demostracién del resultado que sigue se puede encontrar en el libro de Rudin [4, teorema 15.6].

Teorema 7. Sea Q un dominio en el plano complejo. Supongamos que f,, € H(Q) paran =1,2,3,...,
siendo f, no idénticamente nula en ninguna componente de Q, y

iHﬁWN
n=1

converge uniformemente en subconjuntos compactos de Q. Entonces, el producto

@ =[r=
n=1

converge uniformemente en subconjuntos compactos de Q. Asi, f € H(Q).

El siguiente teorema es un resultado basico del anélisis complejo [4, pag. 211], el cual afirma que una
funcién holomorfa en un dominio £ estd determinada por sus valores en cualquier conjunto que tenga
algin punto de acumulacién en Q. Con mads detalle:

Teorema 8 (principio de identidad). Si f y g son dos funciones holomorfas en un dominio Q y si f(z) =
g(z) para todo z en algiin conjunto que tiene un punto de acumulacion en £, entonces f(z) = g(z) para
todo z € Q.

En la prueba del teorema de Miintz-Szédsz necesitaremos ver que ciertas funciones son holomorfas. Los
siguientes resultados cldsicos del andlisis complejo nos serdn de gran ayuda para este propdsito.

Teorema 9 (teorema de Morera). Dada una funcion compleja continua, f, definida en un dominio Q2 de

C, si
ff(z) dz=0
o

para cada camino C cerrado y C' a trozos con soporte en Q, entonces f es holomorfa en Q.

Teorema 10 (teorema de Cauchy). Si f es holomorfa en un dominio simplemente conexo, entonces

fcf(z) dz=0

para cada camino cerrado rectificable C en el dominio.

Una vez comprobada la analiticidad, la férmula de representacién de Cauchy nos permitira reescribir
nuestra funcién de una manera especifica.

Teorema 11 (férmula de Cauchy). Si f es holomorfa dentro y en Ia frontera C de un dominio simplemente
conexo, entonces, para cada zy dentro de C,

fla) = — ¢ L& 4.

2mi Jeoz— 2

Para terminar con los preliminares, vamos a introducir muy brevemente dos tipos de funciones, que nos
serdn de gran utilidad en la demostracion del teorema de Miintz-Szdsz. La primera es la transformada de
Fourier de una funciéon g € L!(IR"), que se define como

g(é) = /}Rn g(x)e ™ ¢dx, £eR"

Se satisface la siguiente propiedad bdsica.
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Proposicion 12.  Si g € L'(IR"), entonces su transformada de Fourier g es acotada y continua.

Demostracion. La acotacién se deduce facilmente de la definicién, ya que

7Ol < [ lgtldx= gl

Por otra parte,

lim g(¢) = lim x)e ¥ dy,
Jim (@) = Jim fR Fe

y como el valor absoluto del integrando esta acotado por |g| € L'(R"), el teorema de la convergencia
dominada nos permite meter el limite dentro de la integral y, por tanto,

tim §(6)= [ gCoe! 4 dx = Fléo) .
E—é R
El segundo tipo de funciones son las transformaciones de Mébius. Una de las transformaciones mas
comunes viene dada por
D— ]I‘IO

1+z
zZ >

1-z

donde H, = {z € C: Rez > a}. Observemos que esta funcién estd bien definida, ya que

1+z 1-|z|?
Re = 12l >0 VzeD.
1-z |1 - z|?

La transformacién de Mdbius inversa es

H0—>D
w-1
w+1

Para nuestro caso de interés consideraremos la transformacién de Mdbius

H_1—>D
" a-1-z &l
1 zZ =- ,
a+1l+z %1+1

para un a > 0 arbitrario.

4. Teorema de Miintz-Szasz

Para demostrar el teorema 2, lo reformularemos de una manera més practica y ligeramente mas completa.

Teorema13. Sean 0 < A < A, < A3 < ...y X la clausura en C([0, 1]) del conjunto de las combinaciones
lineales finitas de Ias funciones
1, e e pts

(@ Si ), 1/A, = +oo, entonces X = C([0, 1]).
(b) SiY, 1/, <+ooy A ¢&{A,}, A # 0, entonces ¢ X.
Es inmediato ver que, en efecto, el teorema de Miintz-Szasz (teorema 2) se deduce del teorema 13. Antes de

enfrentarnos directamente a su demostracién, probaremos la siguiente proposicién que, como veremos,
serd de gran utilidad.
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Proposicion14. Si >, 1/4, = oo, u es una medida de Borel complejaen I y T es el funcional lineal acotado
en C(I)* = M(I) asociado a u tal que

1
(2) T(t') = / tdu(t)=0, VYn=12,...,
0
entonces
1
3) T(¢5) =/ Fdu(t)y=0, k=12,...
0

Demostracion. Para ver (3) usaremos algunas técnicas de andlisis complejo, las cuales hemos presentado
en la seccién 3. Asumamos que (2) se cumple. Como los integrandos en (2) y (3) se anulan en ¢ = 0,
podemos asumir que la medida u se concentra en I = (0, 1].

Consideremos la funcién
@ fe) = [t = [ aue
I I

que estd bien definida en el semiplano complejo derecho Hy:

5 ()] < /, 16218 | (1) = [ e 71981 || (1) = /1 %2 4] u|(1) < ul] < +oo,

ya que, si Re z > 0, entonces |tR®#| < 1 paratodo ¢ € I.

Mads atin, vamos a ver que f es holomorfa en Hj. Para ello nos serviremos del teorema de Morera (teorema 9).
El primer paso es probar que f es continua. Como

(@)~ flz) = /I £ du(r) - /, % du(t) = /I (# — 1) (1),

entonces

F(2) - fla)] < /I 1% — o] dlul(r).

Fijemos & > 0. Como (t, z) — t* es una funcién continua en [0, 1] X Hy (uniformemente en t, por ser
[0, 1] compacto), existe 6(g) > 0 tal que, si |z — z| < §, entonces |t — | < g, para todo ¢ € I. Asi,

()~ fla)| < & /, dlpl(t) = ellull

que prueba la continuidad de f.

Ahora, sea y un camino cerrado de clase C! en H,. Entonces,

yéy-f(z)dz = jg/ltz du(t)dz = /Ijé. t*dzdu(r) = 0.

La tdltima igualdad se debe a que ¢* es una funcién holomorfa, por lo que podemos aplicar el teorema de
Cauchy (teorema 10). El intercambio en el orden de integracion es legitimo por el teorema de Fubini, ya

que
z _ Rez _ 00
j%/llt |d|u|<r>d|z|—j§/lt dlul(t)dIZISjgfldlul(t)dIZI—IIMIIL(7)<+ ,

donde L(y) denota la longitud de la curva y. Entonces, por el teorema de Morera (teorema 9), concluimos
que f es una funcién holomorfa en Hy. Por otro lado, hemos probado en (5) que f estd acotada en Hy.

Consideremos ahora la funciéon
1+z

), z € D.
1-2z

g(2) =f(
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Observamos que g es la composicién entre una transformacién de Mébius del disco al semiplano derecho
(ver seccion 3.2) y nuestra funcién f. Entonces,

* g € H(D),
* gesacotada en D (por ser f acotada).

Es decir, g € H*. Ademds, la hipétesis (2) dice que
fQy)=T@t"y=0, Vn=12,...,

An—1
| = 0, dond = .
uego glay) onde a,, o
Afirmamos que
Zl//l,,=+oo — Zl—|an|:+00.
n=1 n=1
De hecho,
il‘ Ap—1 :i/ln+1—|/1n—1|
=1 Ap+1 = Ap+1

y analizamos dos posibles casos.

e Si0 < A, < 1paratodon € N, entonces 1,+1—|1,—1| = 1,+1+1,,—1 = 21,. Consecuentemente,

(o8] (o8]

Zl_|an| Zﬂ 1 = oo,

n=1

24,

ya que -» 0, cuando n — +co.

n
* Sia partir de un cierto m € N se tiene que 1,, > 1 para todo n > m, entonces 1, + 1 — |1, — 1| =
Ay, +1— 21, +1 =2.Porlo tanto,

[se] [s]

— >
Z 1—|a,| > )
n=1 n=m

Aplicando el teorema 6, deducimos que g(z) = 0, V z € D. En particular, también

1

T(t'“)=/t du(t) =f(k)=g (%) 0, k=12....

Esto concluye la prueba. [ |

A continuacioén, trataremos de probar el teorema 13. Como veremos, la primera parte de la demostraciéon
se deduce directamente de la proposicién 14, simplificando su estructura. Deberemos trabajar un poco
mads para conseguir el resultado de la segunda parte.

Demostracion del teorema 13. Comencemos probando (a). Por el teorema de aproximacién de Weierstrass
(teorema 1), es suficiente probar que X contiene todas las funciones t* conk=1,23,... Supongamos,
por el contrario, que existe ky € N tal que t* ¢ X. Claramente, t* € C([0, 1]) y asi, por el teorema 5,
existe un funcional lineal y acotado T : C([0, 1]) — R tal que

T(t*)#0 y Tlx=o0.

Como T satisface las hipotesis del teorema de representaciéon de Riesz-Markov-Kakutani (teorema 4),
existe una medida de Borel compleja u tal que

1
T(p) = /0 (1) du(t) Ve € C([0, 1))
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satisfaciendo ademas que
1
0) T(tk")=/ % du(t) # 0,
0

1
(1) T(ﬂn):/ tdu(t)=0 ¥Yn=12,...
0

La afirmacién (a) sigue inmediatamente de la proposicién 14. En efecto, esta nos dice que T(¢%) es nulo
y no nulo a la vez. Por lo tanto, la afirmacién del comienzo debe ser falsa, t* € X para todo k € Ny el
primer apartado queda demostrado.

Procedemos ahora a demostrar (b). Asumamos que »,, 1/4, < +c0. La prueba consiste en construir un
funcional T = (-, 1), como en el apartado (a), tal que T(¢'") = 0 paratodo n = 0,1,2,... (con 1y = 0),
mientras que T(t') # 0 paracada A >0 con A & {1, }nen,-

En vista del apartado (a), esto requiere encontrar una funcién holomorfa acotada en H_;, cuyos ceros
sean precisamente estos A ,. Dicha funcién debe poder expresarse como un producto infinito. Aplicando
la maquinaria de las transformaciones de Mobius de H_; a ID, vista en (1), unos términos convenientes
para dicho producto infinito son
An—2z
24 A,+2
Finalmente, la funcién que consideraremos es

[se]

f@) = 2 [ |52, 2 €\ (-2 - duduene

n:12+/1n+z

donde hemos anadido un término adicional
veremos mas adelante.

, m para garantizar una propiedad de integrabilidad que

Comencemos probando que f es meromorfa en C, con polos en {—2 — A, },enN,. En vista del teorema 7, es
suficiente ver que la serie con términos

Ap—2z 2z +2
24A,+2z 2+A,+z

converge absolutamente y uniformemente sobre compactos en C\ {—2 — 1, },en. Fijemos un subconjunto
compacto K de C \ {-2 — A, },,en. Por compacidad, existe @ > 0 tal que K ¢ H_,. Como };,, 1/1, es una
serie convergente de términos (decrecientes) positivos, ha de ser 1,, — +oo, cuando n — +o0. Por lo
tanto, existe N € N tal que -2 — 1,, < —a, paratodo n > N. Sea Cx = sup,.x |2z + 2|. Ahora, para cada
z € K,sin < N, se tiene que

22+ 2 < Ck < Ckx
2+ A, +z| inlf(|2+/1n+w| T dist(-=2 - 1, K)’
we

y, si n > N, se tiene que

2z + 2 < Cx Ck

< .
2+ A, +z| inf 2+A,+w| T 24+ 1,—-«a
weH_,

Por lo tanto, la hip6tesis de convergencia de la serie ), 1/1,, < +oo y el criterio M de Weierstrass nos
permiten concluir que la serie converge absolutamente y uniformemente sobre K.

Veamos ahora que f estd acotada por 1 en H_;. La parte del producto infinito estd acotada por 1 ya que
cada término del producto es una transformacién de Mobius de H_; a ID. El término fuera del producto
infinito estd acotado también por 1 en H_;, ya que una parte es 5, que es también una transformacién
de Mobius de H-; a D, y el otro término, como |2 + z| > | Re(2 + z)| = 1 en H_;, satisface

1

—— <1, VzeH_.
|2 + z|2 !
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Veamos ahora que f estd en L' cuando la restringimos a Re z = —1. Por la expresién de |f], el producto
infinito se puede acotar por 1 ya que permanece en el disco. Entonces,

—1+ir dr
/lf(—1+ir)|dr§ erz/ =T,
R R |1+1r|3 ]R1+T2

luego f € L'({Rez = —1}).

El siguiente paso es considerar un z fijo, con Re zy > —1, y aplicar la férmula de Cauchy (11) para f(z) a
lo largo de la semicircunferencia con centro en —1 y radio R > 1 + |z, tomado desde —1 —iRa—1+ Ry
hasta —1 + iR, y después continuado por el segmento de —1 +iR a —1 — iR, como se muestra en la figura 1.

0.5

Figura 1: Camino en el que aplicamos la férmula de Cauchy (en este dibujo, R = 1,5).

Llamando a esta curva C, una vez parametrizada, tenemos que
1 z
1 [1@
2l Joz— 2
1 [’ f(-1+is 1
2mi J_p —1+is—2 2mi

f(z0) =

= Rie'? do.

/“/2 f(-1+Re'’)

—nj2 1+ Rel? — z

Queremos ver que el segundo término de la integral a lo largo de la semicircunferencia, que denotamos
por I, tiende a 0 cuando R — +o0. Utilizando de nuevo la cota dada por |f(z)| < |z|/|2 + z|3, podemos
escribir

R [7? | -1+ Re'?|

el < == — ———do
21t J_zjo 1+ Rel9P| -1+ Rel? — 7|
R | -1+ Relf

—  sup i ' ‘
2 ge(-m/2,m/2) |1+ Relf]3| =1+ Rel? — z)|

La desigualdad triangular implica que

|-1+Re'’|<1+R y [1+Re?>R-1.

42 http://temat.anemat.com/


http://temat.anemat.com/

Eceizabarrena, Mas Mas, Mengual Bretén, Soria Carro

Ademads, | — 1 + Re'® — z)| > R— |1 + z], luego

| -1+ Relf - R+1
[1+Relf3| =1+ Rel®—z|  (R-13R-|1+2z])

Como zy permanece fijo, el término R — |1 + 2| crece con R, por lo que puede ser acotado inferiormente
por 1, si R es suficientemente grande. Entonces, a partir de dicho R,
Il < R R+1
< - —>
R=%R-1)p3

cuando R — +oo. Aplicando esto y el teorema de la convergencia dominada sobre la integrabilidad de f
en Re z = —1, haciendo R — +o0 en (6) obtenemos

1 -1+is
1[I
2n JR 1+ 29 —1is

7) f(=z0) =

Recordando la identidad

! 1
(8) / tz—i s dr = tz—i s+1
0

z—is+1

=1

1
=——— (Rez>-1),
z—is+1 ( )

t=0

observamos que (7) puede reescribirse como

9) f(z) = '/01 t* [% /+mf(—1 + is)e_mogtds] de.

El intercambio en el orden de integracion es legitimo: si el integrando en (9) es reemplazado por su valor
absoluto, aparece una integral finita debido a que la restriccién de f alalineaRez = —1 estd en L':

1 ! e islogt .z 1 ! Rez e
— —1+is)e” t°ldsdt = — t —-1+is)|dsdr
| ey A TG RN

M [}

= — R dr < +00  (Rez > —1).
21 Jo

Pongamos g(s) = f(—1+1is). Entonces, la integral interior en (9) es g(log t), donde g es la transformada de
Fourier de g. Esta es una funcién continua y acotada en (0, 1] (ver proposicién 12). De este modo, tomando

1
du(t) = Eg(IOg r)de

obtenemos una medida de Borel compleja que representa a f en la forma deseada (4), es decir,

f(2) = /1 ¢ du(1),

que, ademads, por construccién se anula cuando z = 1,. De manera equivalente, tenemos un funcional
T = (-, u) que se anula en " y, por lo tanto, también lo hace en todas las combinaciones lineales de esas
potencias. Pero no se anula en ! cuando 1 # A,,. En vista del teorema 5, t* no estd en X cuando A # A,
y el apartado (b) queda demostrado. [ |

Si tratamos de extender el teorema de Miintz-Szész a los espacios de Lebesgue LP([0,1]), con1 < p < +oo,
nos damos cuenta de que el caso p = oo no es cierto. De hecho, acabamos de ver que

£([0,1
span{l, t41, t2, .} o _ C([0,1]) ¢ L=([0, 1]).

Ahora bien, cuando 1 < p < +o0 si que es posible obtener un resultado andlogo de aproximacion.
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Corolario 15 (el teorema de Miintz-Szdsz para los espacios de Lebesgue). Supongamos que
0<Ady<Adr<d3<...

ysea X la clausura en LP([0, 1]), con 1 < p < 400, del conjunto de las combinaciones lineales finitas de
las funciones
1, e e s
(@ Si ), 1/A4, = +oo, entonces X = L”([0, 1]).
(b) Si Y, 1/, <+ocoysid ¢ {A,}, A #0, entonces t* ¢ X.

Demostracion. (a) Recordamos que la convergencia uniforme es mads fuerte que la convergencia en

L7([0,1]), es decir, || - lr(o17) < Il - Ilz(jo,1))- Llamamos A = span{1, t11, #*2, ...} c LP([0, 1]). Trivialmente,

P
x=2a" (o1 C LP(]0, 1]). La inclusién contraria se obtiene por el teorema de Miintz-Szédsz y la densidad

de C([0, 1]) en LP(]0, 1]) (teorema 3):

) _ ZLOO([O,I])LP([O‘I]) c ZLV([O,I])L’?([O'I])

17([0,1]) = (o, 1) " _ X,

(b) Si miramos la prueba que hemos dado anteriormente para el teorema de Miintz-Szasz, notamos que
du(t) = h(t)dt, donde

h() = %g(log 0, teo1].

Como g estd acotada, h € L*([0,1]) € L9([0,1]),con1 < g < +o0, donde % +Ll1 = 1. Entonces, el funcional
en LP([0,1])",

(- h):LP([0,1]) — R
_ 1
fr—{(f, h)= /0 f(t)h(r)dt,

se anula en X, pero no en 1, paratodo A > 0, con A ¢ {1, },eN. Por tanto, por el teorema 5, X es un
subespacio propio de L”([0, 1]). [ |
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