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Influencia de los tamafios de clase en grupos finitos

1. Introduccién

En este trabajo solamente consideraremos grupos finitos. Ademds, supondremos que el lector conoce
los conceptos bésicos de un curso de Teoria de Grupos, por lo que algunas definiciones y pruebas serdn
omitidas y/o referidas. La notacién que utilizaremos es la estdndar en este contexto y estd extraida
principalmente del libro de Isaacs [9]. No obstante, para facilitar la lectura, recordamos a continuacion
alguna terminologia especifica.

Notacién. Para un grupo finito G, sea x“ la clase de conjugacién de un elemento x € G, i.e., el conjunto
formado por todos los elementos conjugados x en G. El tamafio de este conjunto lo denotaremos por
|xG|. Si p es un niimero primo, entonces p’ es el conjunto de primos distintos de p. Ademas, diremos que
x € G esun p’-elemento si su orden no es divisible por p, y diremos que es un p-elemento si su orden es
una potencia de p. Finalmente, dado un namero natural n, diremos que es libre de cuadrados si ningtin
ndamero primo al cuadrado lo divide.

La influencia que tienen los tamarfios de las clases de conjugacién sobre un grupo finito es un tema que
ha sido extensamente estudiado durante los tltimos 25 afios. En concreto, se han obtenido resultados
interesantes cuando se restringen las hipétesis a cierto subconjunto de elementos del grupo, como puedan
ser los elementos de orden potencia de primo, los p’-elementos, etc. Un excelente resumen sobre esta
materia puede encontrarse en el trabajo de Camina y Camina [3], y en el caso particular de que los
tamafios de clase son libres de cuadrados también se puede consultar el survey de Felipe, Martinez Pastor
y Ortiz Sotomayor [5]. Nuestro propésito es mostrar solamente una breve introduccién al tema referido,
mostrando ciertos resultados destacables con pruebas elementales e ilustrando algunos de ellos con
ejemplos.

Una propiedad importante en la estructura de un grupo es el hecho de poseer algin factor directo. En
este contexto, dado un p-subgrupo de Sylow P de un grupo finito G, diremos que G es p-descomponible
si P es un factor directo de G, i.e., cuando G = P X H con H un p’-grupo (luego H = 0,/(G) es el tinico
p’-subgrupo de Hall de G). El siguiente teorema muestra una condicién necesaria y suficiente para detectar
dicha propiedad:

Teorema A ([2, lemma 3]). Sean G un grupo finito y p un niimero primo divisor de |G|. Entonces, xG‘ es

una potencia de p para todo p-elemento x € G siy solo si G es p-descomponible.

De hecho, ya en 1972 Camina [1] habia probado otra condicién equivalente para la p-descomponibilidad
de un grupo G:

Teorema 1 ([1, lemma 1; corollary 1]). Sean G un grupo finito y p un ntiimero primo divisor de |G|.
Entonces:

1. Para todo p’-elemento x € G, p no divide a |xG| siy solo si G es p-descomponible.

2. Para todo elemento x € G, p no divide a |xG| siy solo si G es p-descomponible con p-subgrupo de
Sylow abeliano.

Observemos que la condicion sobre los tamafios de clase en el punto 1 es dual a la del teorema A. Es més,
en la seccién 3 veremos que también existe una condiciéon dual a la que aparece en punto 2 (ver secciéon 3,
corolario 6). Cabe destacar que la segunda parte es una consecuencia inmediata de la primera (puede
consultarse su prueba en el trabajo de Ortiz Sotomayor [12, teorema 2.2.1]).

Otra propiedad importante a reconocer en la estructura de un grupo es su resolubilidad. En este contexto,
en 1990, Chillag y Herzog [4] probaron el siguiente resultado, mediante el uso de la clasificacion de los
grupos finitos simples (CGFS):

Teorema B ([4, proposition 5]). Sea G un grupo finito. Supongamos que 4 no divide a ninguin tamafio de
clase de conjugacion de G. Entonces, G es resoluble.

Ejemplo 1. A diferencia de los resultados anteriores, es facil encontrar ejemplos que muestran que el
reciproco no es cierto, véase el grupo alternado de 4 letras.
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Es importante mencionar que en el articulo de Camina y Camina [2], los autores dan también una prueba
evitando la CGFS. Destacar ademds que el teorema anterior ha sido extensamente generalizado (en el
trabajo de Ortiz Sotomayor [12] se puede hallar gran parte del desarrollo).

Si nos centramos en el caso de los p-grupos, ya en 1951 Knoche [10] probé la siguiente condicién equiva-
lente entre sus tamafos de clase y el orden de su subgrupo derivado:

Teorema C ([10, Satz 2]). Sea P un p-grupo. Entonces, para todo x € P, pz no divide a |xP| si y solo si
|P'| < p.

En la préxima seccién vamos a recopilar algunos resultados preliminares necesarios para probar, en la
seccion 3, los teoremas A, B (evitando la CGFES) y C. Finalmente destacamos que, como caso particular, en la
dltima seccién se combinard este estudio con los grupos factorizados, ya que es una linea de investigacién
novedosa y poco investigada.

2. Preliminares

Comenzamos esta seccion con el siguiente resultado, el cual se le atribuye a Burnside:

Lema 2 ([8, corollary 4.16]). Sea H un subgrupo de un grupo finito G. Si G = | J HS, entonces G = H.
geG

Nota 1. De hecho, una propiedad bésica es que un grupo no puede ser tampoco unién de dos subgrupos
propios (véase el libro de Isaacs [8, problems 2.1]).

El siguiente lema es conocido como el «lema de Wielandt»:

Lema 3. Sean G un grupo finito y p un primo divisor de |G|. Si x € G es un p-elemento con |xG| una
potencia de p, entonces x € Op(G).

Demostracion. Tenemos que, por el teorema de la 6rbita-estabilizador, ‘xG| = |G : Cg(x)| es una potencia
de p. Ademés, escogemos un p-subgrupo de Sylow P de G tal que x € P. Entonces |G : P| es un p’-ntimero
y como ambos nlimeros son coprimos, podemos concluir que G = P Cg(x) (ver [9, corollary X.12]).

Entonces tenemos que (x©) = (x” €6y = (xP) < P, luego es un p-subgrupo normal de G y, por tanto,
x € (x%) < 0,(G). [
Una propiedad que serd importante en el teorema C es la que viene a continuacién. Aunque aparece en el

libro de Huppert [7, Hilfssatz 1.3 (a)], dicho libro estd en alemdn, luego incluimos aqui la prueba.

Lema 4. Sean g y h elementos de un grupo finito G y n un nimero natural. Si [[g, h], g] = 1, entonces
[g", h] = [g, h]".

Demostracion. Por induccién sobre n. El caso n = 1 es trivial. Supongamos cierto el caso n — 1 y probemos
el caso n. Tenemos que [g", h] = [gg™, h] = [g h]¢" [g"", h] = [g, hl[g, k] = [g, h]", donde la
tercera igualdad se da debido a la induccién y a que [[g, k], g] = 1. [ |

Finalmente, a la hora de trabajar con los tamafos de clase de subgrupos normales y cocientes de un grupo,
es crucial el siguiente resultado sobre su divisibilidad:

Lema5. Sean N un subgrupo normal de un grupo G y x € G. Entonces:
1. |xV| divide a |x©

2. |(xN)9/N| divide a |x©

, paratodo x € N.

, para todo x € G.

Demostracion. Para el punto 1 tenemos que |xN| = |N:Cy(x)] = |[N: NN Cg(x)| = |[NCg(x):Cg(x)].
Pero N Cg(x) < G, luego su orden divide al de Gy, por tanto, el tiltimo término de la cadena de igualdades
divide a |G : Cg(x)|.

Para el punto 2, claramente tenemos que \(xN)G/N| = |G/N : CG/N(xN)| dividea |G/N : Cg(x)N/N|, pues
Cg(x) N/N < Cg/n(xN) < G/N.Ademds, |G/N : Cg(x)N/N| = |G : Cg(x)N| divideasuveza |G : Cg(x)],
lo cual finaliza la prueba. [ |
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3. Pruebas de los teoremas A,By C

Demostracion del teorema A. Comencemos con la afirmacién directa. Sea P un p-subgrupo de Sylow de G.
Entonces, para cada x € P, tenemos por el lema 3 que x € 0,(G), luego P < 0,(G). La otra inclusién es
trivial, por lo que P = O,(G). En consecuencia, 1 < P < G, luego G es p’-separable y, por tanto, contiene
algtin p’-subgrupo de Hall H.

Tenemos que G = PH con P < Gy PN H = 1, luego basta con ver que H < G. De nuevo, para cada x € P,
como |xG| no es divisible por ningtn primo en p’, deducimos que existe algiin g, € G tal que H& < Cg(x).
Como G = PH, tenemos que g« = abcona € Py b € H, y por tanto H& = H“, por lo que podemos
asumir que g, € P. Luego x € P N Cg(HS) = Cp(HS) = Cp(H)8, para cada x € P. Consecuentemente,

P C |UJ Cp(H)® C P,locual implica P = |J Cp(H)3 vy, por el lema 2, tenemos que P = Cp(H). Por
gy€P gxE€P

tanto, H esnormal en PH = Gy entonces G = P X H.

Elreciproco es trivial pues P es el tinico p-subgrupo de Sylow de G y el producto de P con H es directo, luego
cualquier p-elemento x € G va a cumplir que H < Cg(x) < G. Por tanto, |xG| dividea |G: H|=|P|]. m

Corolario 6 ([4, remark 3]). Sean G un grupo finito y p un nimero primo divisor de |G|. Entonces, xG|
es una potencia de p para todo elemento x € G si y solo si G es p-descomponible con p-complemento
abeliano.

Demostracion. Probaremos primero la implicacién directa. Las hip6tesis se cumplen en particular para
todo p-elemento x € G, luego podemos aplicar el teorema A y deducimos que el grupo es p-descomponible.
Por tanto, tenemos que G = P X H con H un p’-subgrupo de Hall de Gy P un p-subgrupo de Sylow de
G.Veamos que H es abeliano: si y € H, entonces por el lema 5, punto 1, tenemos que | yH ’ divide a | yG|
(que es una potencia de p por hip6tesis) y también divide trivialmente a | H| (el cual es un p’-ntimero), lo
cual nos lleva a que | yH | = 1y, por tanto, y € Z(H) para todo y € H. El reciproco es trivial, luego queda
probado el resultado. u

Pasamos ahora a probar el teorema B. Como veremos en su demostracion, el siguiente resultado es clave.
Aunque su prueba pueda parecer extensa, en su demostracion solamente se usan conceptos elementales.

Lema 7 ([2, lemma 6]). Supongamos que G es un grupo simple y no abeliano de orden par. Entonces,
existe un elemento de G con tamaio de clase divisible por 4.

Demostracion. Sea z € G de orden 2, el cual existe por ser G de orden par. Tomemos x € G arbitrario y
supongamos falso el resultado, luego podemos asumir que |xG| =|G: Cg(x)| es impar o igual a 2n con n
impar. En el primer caso, existe un 2-subgrupo de Sylow P de G contenido en Cg(x) y por tanto existe
algin g € G tal que z8 € P < Cg(x). Veamos ahora qué pasa en el segundo caso.

Consideremos la siguiente accién de z sobre el conjunto de las 2n clases laterales de Cg(x) en G, i.e.,
sobre K := {C = »C,»C,...,¥n-1C} con C := Cs(x) e y; representantes de las clases laterales, luego
|K| = 2n. La accién viene dada por z - (y;C) := (zy;)C. Deducimos que, o bien la accién es libre de puntos
fijos, o bien z% € Cg(x) para algin 0 < j < 2n — 1. Veremos que si es libre de puntos fijos llegamos a
una contradiccién y, por tanto, siempre existird algin g € G tal que z8 € Cg(x) o, equivalentemente,
x € Cg(2)8. Luego
Gel Jestzrca
geG

y aplicando el lema 2 tenemos que G = Cg(z), lo cual implica z € Z(G) = 1, la contradiccion final.
Observemos que la accién anterior viene asociada al homomorfismo
¢: (z) — Z

z — @, K — K
yiC +— (zy)C.

Como Ker(p) < (z) (el cual es isomorfo a un ciclico de orden 2), al ser la accion libre de puntos fijos
deducimos que Ker(¢) = 1, por tanto, (z) es isomorfo a un subgrupo de Z|x|. Consecuentemente, al ser
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z un elemento de orden 2, debe ser el producto de n transposiciones. Efectivamente, pues para cualquier
1 < j < 2n -1 tenemos que la accién consecutiva de z produce la cadena y;C ~w» zy;C ~» zzij = y;C.

Por otro lado, G también acttia sobre K de la misma manera que lo hace (z). Ademads, el nicleo del
homomorfismo asociado es un subgrupo normal de G, que es simple. Claramente no puede coincidir
con G, pues en ese caso z fijaria a K, lo cual es una contradiccién. Por tanto, G también es isomorfo a
un subgrupo de X|k|. Se sigue que G N A|k| es normal en G, luego G N Ajg| = 1 (si coincidiese con G,
entonces z € G < Ak, lo cual es una contradiccién pues z es producto de n transposiciones, con n
impar). Esto implica que G solamente contiene una tinica permutacion par, la trivial. Pero en este caso
se deduce que, dados a, b € G no triviales con a # b (luego a y b van a ser permutaciones impares),
necesariamente ab = 1 pues el producto es una permutacioén par y en G solamente hay una. Concluimos
que dos elementos cualesquiera distintos entre si en G son inversos, luego necesariamente G es un ciclico
de orden 3, contradiciendo que no es abeliano. [ |

Demostracion del teorema B. Observemos primeramente que las hip6tesis se heredan para subgrupos
normales y cocientes de G: sea N < G y denotemos por G := G/N. Entonces, por un lado, six € N
tenemos por el lema 5, punto 1, que |xN | divide a ’xG|, luego si 4 no divide a |xG’ tampoco puede dividir
a |xN|; por otro lado, si xN € G/N arbitrario, entonces por el lema 5, punto 2, tenemos que |(xN)G/N|
divide a |xG|, luego 4 tampoco divide en este caso.

Si el orden de G es impar, entonces es resoluble por el teorema de Feit-Thompson. Por tanto, podemos
asumir que | G| es par y que G no es abeliano. También podemos suponer por el lema anterior que G no
es simple, luego que existe 1 < N < G normal en G. Entonces o bien N o G/N tienen orden par (en caso
contrario, G tendria orden impar). Si ambos tienen orden par, como heredan las hipétesis, por induccién
sobre | G| tendriamos que ambos son resolubles y, por tanto, lo seria G también. Si solamente tiene alguno
orden par, aplicamos induccién y el otro grupo seria resoluble por Feit-Thompson, lo cual finaliza la
prueba. [ |

Concluimos esta seccién con la prueba del teorema C:

Demostracion del teorema C. Empecemos por la implicacién suficiente: si | P’| = 1, entonces P es abeliano
y por tanto |xP | = 1 para todo x € P. Por tanto, podemos asumir que |P’| = p y escoger un elemento
x € PN\Z(P). Es facil comprobar que la aplicacién ¢:x” — [x, P] < P’ definida por ¢(x8) = [x, g] = x 'x¢
es biyectiva. Deducimos que |xP | = |[x, P]|, el cual divide a |P’| = p.

Veamos la implicacién directa: como |P : Cp(x)| < p para todo x € P, deducimos que ®(P) < Cp(x) para
todo x € P, donde ®(P) denota el subgrupo de Frattini de P. Por tanto P’ < ®(P) < Z(P). Entonces
P/Z(P) es isomorfo al cociente (P/®(P))/(Z(P)/D(P)), luego es elemental abeliano. Esto implica que
x Z(P) tiene orden p, luego xP € Z(P) para todo x € P. Aplicando el lema 4 (recordemos que P’ < Z(P)),
tenemos que [x, y]? = [x”,y] = 1 para todo x, y € P, por tanto P’ es abeliano y tiene todo elemento de
orden p, luego es elemental abeliano. Veamos finalmente que solamente tiene un generador.

Sean 1 # [x, z] y1 # [x’, z’] dos generadores de P’. Sea a € P\ (Cp(z)UCp(z")), el cual existe por la nota 1.
Ademds, |P: Cp(z)| = p necesariamente, y como Cp(z) < Cp(2)(x) < P, deducimos que P = (x) Cp(2).
Por otro lado, como a € P = (x) Cp(z), tenemos que a = x't para algtin niimero natural i y con ¢ € Cp(2),
luego

) 1# [a z] = [x't, z] = [x}, z]'[1, 2] = [+, 2] = [x, 2],

donde la tercera y cuarta igualdades se dan debido a que P’ < Z(P). Por otro lado, también tenemos

que P = Cp(a){z), luego z’ = z/ k para algtin niimero natural j y con k € Cp(a). Por tanto, tenemos que

1# [a,z'] = [a,Zk] = [a, 2] w [x, z]"*/. Es mds, también tenemos que P = (x’) Cp(z’), luego a = (x')"w

con m un ntimero natural y w € Cp(z), conlo que 1 # [a, 2] = [(x")"w, 2] = [x’,2']™. Concluimos que
[x’, 2']™ = |x, z]"* y, por tanto, solamente hay un generador (que tiene orden p) en P/, luego [P’ < p. m

4. El caso de los grupos factorizados

Paralelamente al estudio de la influencia de los tamafios de clase en la estructura de los grupos finitos, la
investigacién sobre grupos factorizados como producto de subgrupos ha ido tomando un interés creciente.
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El caso en el que, ademds, los factores estdn conectados por ciertas condiciones de permutabilidad ha
tenido un desarrollo notable. En esta amplia linea de investigacién, quizds uno de los resultados mas
célebres podria ser el de Kegel y Wielandt, el cual afirma que el producto de dos grupos nilpotentes es
resoluble; o también el teorema de Fitting, donde se prueba que si ademds los dos factores son normales,
entonces el grupo también es nilpotente (en el libro de Isaacs [8, theorem 8.21] se da una prueba elemental
del caso finito).

A la vista de estas dos perspectivas dentro de la Teoria de Grupos Finitos, la de los grupos factorizados y la
de los tamanos de las clases de conjugacién, uno se puede llegar a plantear de qué manera se podrian
combinar ambas lineas. Quizas el primer articulo (hasta donde tenemos conocimiento) que realiza esta
combinacién podria ser el de Liu, Wang y Wei [11], donde se considera un grupo G = AB factorizado como
el producto de sus subgrupos (sub)normales Ay B, y donde ademads se imponen condiciones del tipo
«|xG| libre de cuadrados para todo x € A U B». Queremos destacar la pérdida importante de informacién
que supone este tipo de planteamientos, pues solamente se tiene informacién de los tamarnos de clase de
algunos elementos de los factores, los cuales, a priori, son bastantes menos que todos los del grupo. Cabe
mencionar también que, por un lado, cuando se toma la factorizacién trivial G = A = B, normalmente se
generalizan ciertos resultados conocidos para grupos arbitrarios no necesariamente factorizados; y por
otro lado, cuando los factores son (sub)normales en el grupo, entonces las propiedades aritméticas de
los tamanos de clase se heredan para los factores (ver lema 5), por lo que es maés fécil dar informacién
estructural sobre Ay B. Un ejemplo sencillo de combinacién de ambas técnicas podria ser el siguiente:

Teorema 8. Sea G = AB un grupo finito, el cual es producto de los subgrupos A y B. Supongamos que A
es subnormal en G y que para todo x € AU B, 4 no divide a |xG|. Entonces G es resoluble.

Demostracion. Como A es subnormal en G, tenemos que A< A; <A, 4+ - - 4 A, = G para ciertos subgrupos
A;jde G,conl < i < n-1.Tomemos x € A arbitrario y, por el lema 5, punto 1, se sigue que |xA| divide a
|xA1 | Razonando de esta forma con los demds términos de la serie anterior, podemos ver que |xAi| divide a
|xAi+1 G|,

entonces para todo x € A tampoco puede dividir a \xA| Por el teorema B concluimos que A es resoluble.

| para todo i, luego |xA| divide a |xG‘. Como para todo x € AU B se cumple que 4 no divide a |x

Si A = 1 entonces G = By es resoluble por el teorema B. Luego podemos asumir que A # 1 y por tanto
F(A) # 1, donde F(A) denota el subgrupo de Fitting de A. Ademds, como F(A) < F(G) por ser A subnormal
en G, tenemos que F(G) # 1. Veamos que G/F(G) es resoluble para finalizar la prueba. Tenemos que
G/F(G) = (AF(G)/F(G))(BF(G)/F(G)) y AF(G)/F(G) es subnormal en G/F(G) por serlo A en G. Ademads,
si tomamos x F(G) € AF(G)/F(G) (el mismo razonamiento es véilido también para B F(G)/F(G)), entonces
podemos suponer que x € A, luego 4 no divide a |xG| y, por el lema 5, punto 2, tampoco divide a

|(x F(G))®/F9)|. Asi, G/F(G) hereda las hipétesis y, por induccién sobre | GJ, es resoluble. [

Queda claro que cuando G = A = B se extiende el teorema B. También es evidente la ventaja que supone
trabajar con productos de subgrupos que poseen algtn factor (sub)normal, pues enseguida se pueden
deducir propiedades estructurales sobre €l.

Debemos destacar que no siempre es tan sencilla, o posible, una generalizacién a productos. Por ejemplo,
Chillag y Herzog también probaron, entre otras cosas, que si un grupo finito G posee todos sus tamafios
de clase libres de cuadrados, entonces G/F(G) es ciclico de orden libre de cuadrados [4, theorem 1].
Supongamos que queremos extender este resultado a productos de factores normales. Entonces, nos
encontramos con el siguiente ejemplo:

Ejemplo2. Sea G = A X B el producto directo de A = X3 un grupo simétrico de 3 letras y B = D un grupo
diédrico de orden 10. Entonces es facil comprobar que |xG| es libre de cuadrados para todo x € AU B,
pero F(G) = C3 X Cs y G/F(G) es isomorfo a C, X C; (el cuatro grupo de Klein), el cual ni es ciclico ni tiene
orden libre de cuadrados.

Esta combinacion de ambas perspectivas de actualidad es el tema principal al cual el autor estd dedicando
su tesis doctoral. Finalmente, queremos mencionar que tanto en los articulos de Felipe, Martinez Pastor
y Ortiz Sotomayor [5, 6] como en el trabajo de Ortiz Sotomayor [12] se puede consultar un primer avance
al respecto, bastante mds profundo que el aqui presentado.
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