Este trabajo colaboré con una microcharla durante el XVII Encuentro Nacional de
Estudiantes de Matemdticas, celebrado en Barcelona en julio de 2016.

Introduccion a la logica difusa y sus aplicaciones

9 David Lobo Palacios Resumen: La légica clésica es una herramienta insustituible para razonar
Universidad de Cadiz sobre aspectos del mundo real que son considerados como atemporales,
david. lobo@uca. es objetivos, estables, etc. Sin embargo, la existencia de afirmaciones que no

son totalmente ciertas ni totalmente falsas es evidente. De la imposibilidad
de tratar este tipo de afirmaciones con herramientas de la l6gica cldsica
surge la necesidad del desarrollo de las denominadas légicas no cldasicas,
entre las cuales se encuentra la l6gica difusa.

En este trabajo presentamos una introduccion a la légica difusa, asi como
algunas aplicaciones de esta légica en problemas reales: el reconocimiento
de textos manuscritos, la investigacién espacial en Brasil, la programacién
légica y el big data.

Palabras clave: l6gica difusa, operador l6gico, reconocimiento de textos
manuscritos, investigacion espacial, programacion légica, big data.

MSC2010: 03-94.

Recibido: 29 de enero de 2017.
Aceptado: 2 de mayo de 2017.

Referencia: LoBo PaLacios, David. «Introduccién a la légica difusa y sus aplicaciones». En: TEMat, 1 (2017),
pdgs. 53-67. 1SSN: 2530-9633. URL: http://temat.anemat.com/articulo/2017-p53/.

@@ Este trabajo se distribuye bajo una licencia Creative Commons Reconocimiento 4.0 Internacional
https://creativecommons.org/licenses/by/4.0/


mailto:david.lobo@uca.es
http://temat.anemat.com/articulo/2017-p53/
https://creativecommons.org/licenses/by/4.0/

Introduccién a la légica difusa y sus aplicaciones

1. Introduccién

La principal caracteristica del ser humano que le diferencia del resto de seres vivos es la capacidad de
razonar. Dada una serie de premisas, el ser humano es capaz de obtener conclusiones. Por ejemplo, si
suponemos cierto «el cielo es azul» y falso «Kepler era dentista», podemos deducir que afirmaciones como
«el cielo es azul y Kepler era dentista» o «el cielo no es azul» son falsas. Asi mismo, oraciones como «el
cielo es azul o Kepler era dentista» o «que el cielo fuera azul no hizo que la poblacién alemana del siglo
xvI se hiciera dentista» son verdaderas. En realidad, estamos utilizando operadores l6gicos para deducir
la veracidad de afirmaciones que han sido construidas a partir de las anteriores. Todos estos operadores
se encuentran inmersos en lo que denominamos Ildgica cldsica, mediante la cual podemos trabajar con
enunciados que son o bien ciertos, o bien falsos.

Sin embargo, ya en la era de Aristoteles se conocia la existencia de afirmaciones que no son totalmente
ciertas ni totalmente falsas. La conocida como paradoja del mentiroso es un claro ejemplo de ello: «esta
oracion es falsa». Si suponemos que la oracién anterior es verdadera, se deduce que es falsa. Si por el
contrario suponemos que es falsa, obtenemos que es también verdadera. En cualquier caso, llegamos a una
contradiccién. Asimismo, para pronunciarse sobre el valor de verdad de «estd lloviendo» hace falta conocer
el lugar y el momento en el que se dice esta frase. Otras afirmaciones, como «el chico es listo», tienen
una clara componente subjetiva. A un individuo puede parecerle que el chico es listo, pero a Stephen
Hawking, no. Ademads, decir que oraciones como «mafiana me tocaréa la Primitiva» son absolutamente
ciertas o absolutamente falsas carece de sentido (por lo general, aunque puede darse el caso de que se
jueguen todas las combinaciones posibles).

Con lo cual, cuando se desea representar el conocimiento y disefiar modos de razonamiento sobre aspectos
dindmicos del mundo real, hay ocasiones en las que «la verdad de un enunciado no depende solo de la
relacién entre las palabras del lenguaje y los objetos del mundo, sino también del estado del mundo y el
conocimiento de este estado» [22], por lo que se necesita de otras l6gicas, las llamadas ldgicas no cldsicas.

La légica difusa es una extension de la légica clédsica a contextos en los que encontramos imprecisiéon o
informacién incompleta. Las bases de la l6gica difusa fueron presentadas en 1965 de la mano de Lofti
Zadeh, natural de la actual Reptuiblica de Azerbaiydn y profesor de la Universidad de California, en Berkeley,
con un articulo titulado «Fuzzy sets» [52]. En este articulo, Zadeh presenta unos conjuntos sin limites
precisos, los cuales, segtin él, juegan un papel importante en el reconocimiento de formas, la interpretacién
de significados y, especialmente, en la abstraccién, la esencia del proceso del razonamiento humano.
Posteriormente, otros autores desarrollaron otros aspectos difusos de la matemadtica, con conceptos como
medida difusa [8] o integral difusa [45].

El propésito de este trabajo es proporcionar al lector una nocién general sobre la l6gica difusa y despertar
el interés del mismo en esta materia. Para ello, se mostrardn diferentes problemas reales en los que se
han aplicado técnicas difusas. La diversidad de estos problemas permite imaginar el enorme rango de
aplicaciones de la l6gica difusa, asi como la actualidad de dichas aplicaciones.

2. Conjuntos difusos y logica difusa

La idea propuesta por Lofti Zadeh en 1965 sugiere que la pertenencia a un conjunto es la clave para decidir
cuando nos enfrentamos a la incertidumbre. Nétese que la relacién entre la 16gica y la teoria de conjuntos
es muy estrecha. Por ejemplo, en el caso clasico, decimos que «el chico es listo» es verdadero siy solo si el
chico pertenece al conjunto de las personas listas.

Especificamente, la propuesta de Zadeh reside en asignar grados de verdad a las afirmaciones. O equiva-
lentemente, asignar grados de pertenencia a un conjunto a cada elemento de un universo. Formalmente:

Definicion 1. Sea A un conjunto en un universo Uy f: U — [0, 1] la funcién de pertenencia al conjunto A.
Si, para cada x € U, f(x) toma valores entre 0 y 1, decimos que A es un conjunto difuso. Por el contrario,
si, para cada x € U, f(x) solo toma los valores 0 o 1, estamos ante un conjunto clésico.

Observacion1. Cuando se define un conjunto cldsico, se suele dar una serie de propiedades que han de
satisfacer los elementos de un universo para pertenecer al conjunto. Sin embargo, un conjunto difuso se
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define como una coleccién de pares de la forma (x, f(x)), donde x es un elemento del universo y f(x) es
su grado de pertenencia.

Observacion 2. En ocasiones se utilizan variantes mas generales de la nocién de conjunto difuso, conside-
rando valores de pertenencia en una estructura algebraica L diferente al intervalo [0, 1]. Usualmente, se
requiere que dicha estructura sea un conjunto parcialmente ordenado o un reticulo, que no es més que un
conjunto parcialmente ordenado tal que cada par de elementos del mismo tiene supremo e infimo en dicho
conjunto. Este tipo de generalizaciones fueron introducidas por primera vez por Joseph Goguen [23].

En el siguiente ejemplo se muestra c6mo podemos considerar un aspecto cotidiano como la altura de una
persona en un ambiente difuso.

Ejemplo 1. Consideremos el universo U de los hombres vivos a 1 de enero de 1970 y sea h: U — R* la
funcién que devuelve la altura (en metros) de cada elemento de U. Queremos definir el conjunto A de los
hombres altos en U. Proponemos dos opciones para hacerlo:

e Como un conjunto cldsico: A = {x € U | h(x) > 1,80}.

¢ Como un conjunto difuso: A = {(x, f(x)) | x € U}, siendo f: U — [0, 1] la funcién dada por

0 si h(x) £ 1,7,
x—-17 .

flx) = 01 si 1,7 < h(x) < 1,8,
1 si h(x)>18.

Graficamente, la funcién de pertenencia del conjunto A quedaria como en la figura 1. Se trata de
una funcién de pertenencia de tipo trapezoidal.

Grado de pertenencia

1+
0,8¢
0,61
0.4r
0,2r

: : — Altura
1,6 1,7 1,8 1.9 2

Figura 1: Funcién de pertenencia trapezoidal.

En el caso clasico, un hombre pertenece al conjunto de los altos si y solo si su altura es mayor o igual a
1,80 m. Ahora bien, un varén que mide 1,79 m podria sentirse molesto por no estar considerado como una
persona alta, cuando alguien que mide 1,80 m si que lo esta. En efecto, esto podria ocurrir sea cual sea el
listén que pongamos. No parece légico imponer una altura exacta a partir de la cual decir que alguien es
alto.

Cuando consideramos el problema en un ambiente difuso, con la funcién de pertenencia dada arriba,
tenemos que a partir de una altura de 1,80 m una persona es alta (grado de pertenencia 1 a A), al igual que
en el caso clasico. De igual manera, tenemos que si la altura de un hombre es menor de 1,70 m, entonces
esta persona no es alta (grado de pertenencia 0 a A). Para valores entre 1,70 m y 1,80 m, hemos optado
por realizar un ajuste lineal. Asi, si alguien mide 1,79 m, entonces tiene un grado de pertenencia 0,9 al
conjunto de los altos.

Naturalmente, podriamos tomar cualquier otro ajuste para definir la funcién de pertenencia. La eleccién
de un ajuste u otro dependerd de la realidad que se desea modelizar. En la figura 2 vemos otra opcién para
la funcién de pertenencia, en este caso de tipo gamma.

En cualquier caso, la version difusa de la definicién del conjunto A se ajusta mas a nuestra forma de pensar
que la version clésica. La razén principal es que el concepto «altitud» no tiene una definicién precisa, tiene
un perfil difuso.
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Grado de pertenencia

1+
0,87
0,6r
0.4r
0,2r

: : — Altura
1,6 1,7 1,8 1.9 2

Figura 2: Funcién de pertenencia gamma.

El objetivo de la légica difusa es proporcionar un marco de trabajo para representar el conocimiento y
obtener reglas de inferencia en un ambiente de incertidumbre e imprecision 1éxica. Es decir, queremos
no solo asignar valores de verdad a las afirmaciones, sino también trabajar con ellas. Es por esto que
necesitamos generalizar los operadores l6gicos cldsicos. Ahora bien, ;c6mo definimos un operador légico
difuso? Como veremos a continuacioén, existen infinitas maneras de hacerlo. De nuevo, en funcién de la
realidad que queremos estudiar, tomaremos un operador difuso u otro.

2.1. T-normasy t-conormas
Los operadores légicos clasicos, aquellos que hemos utilizado (a veces inconscientemente) durante toda
nuestra vida, se pueden resumir en conjuncién, disyuncién, implicacién y negacion.

En las siguientes lineas, nos centraremos en cémo generalizar la conjuncién clésica al caso difuso. Este
operador es utilizado a diario mediante la conjuncién copulativa «y» del lenguaje natural. Denotado por A,
queda resumido en el cuadro 1:

Cuadro 1: Conjuncién cldsica.

Plqg|pPArq
0|0 0
110 0
011 0
1|1 1

Es decir, p A q (py q) es cierto si y solo si tanto p como g son ciertos.

Nuestro propésito es definir un operador de [0, 1] X [0, 1] en [0, 1] que extienda la conjuncién cldsica.
En consecuencia, cualquier conjuncién difusa deberia satisfacer, al menos, la tabla anterior. Ahora bien,
existen infinidad de operadores binarios que cumplen dicha tabla. Algunos ejemplos son los siguientes:

*pPANGg=p=q

* pAg=min(p,q)

* pAg=max(0,p+qg-1)
Tomaremos aquella conjuncién que mejor se adapte al contexto que queremos estudiar. En ocasiones, exi-
giremos propiedades adicionales a la conjuncién, tales como conmutatividad, asociatividad y monotonia.

En efecto, la generalizacién de conjuncidn cldsica que ha recibido mds atencién en los tltimos afios cumple
las propiedades mencionadas. Se trata de la norma triangular o t-norma, la cual definimos a continuacién.
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Definicion 2. Una norma triangular (o t-norma) es una operacién binaria T en el intervalo unidad [0, 1],
es decir, una funciéon T: [0, 1] X [0, 1] — [0, 1], tal que para todo x, y, z € [0, 1] se satisfacen las siguientes
propiedades:

1. T(x,y) = T(y,x) (conmutatividad);

2. T(x,T(y,2)) = T(T(x,y),z) (asociatividad);

3. siy < z, entonces T(x,y) < T(x,z) (monotonia);

4. T(x,1) = x (condicion de frontera).
Huelga decir que la t-norma no es la tinica generalizacién de la conjuncién cldsica en el &mbito difuso.

Por ejemplo, la semicépula [3] es un operador menos restrictivo que la t-norma y también generaliza la
conjuncion clésica.

Observemos que los ejemplos de conjuncién difusa mencionados anteriormente son, en realidad, t-normas.
De hecho, se trata de las t-normas mas utilizadas en la bibliografia.

Ejemplo 2. Las t-normas producto, Gédel y Lukasiewicz son los ejemplos mds usuales de este tipo de
operador. También es interesante la t-norma dréstica, por ser la mas pequena de todas.

Tp(x,y)=x-y (t-norma producto)
Ts(x,y) = min(x, y) (t-norma Goédel)
Tr(x,y) = max(0,x +y — 1) (t-norma Lukasiewicz)
ix,y €]0,1), .
Tp(x,y) = six,y€l01) (t-norma dréstica)

min(x,y) en otro caso

Ademas, la t-norma Godel es la mayor de todas. Esto es, cualquier t-norma toma valores entre la t-norma
dréstica y la t-norma Go6del. Formalmente:

Proposicion 1. Sea T una t-norma. Entonces, para todo x,y € [0, 1], se verifica que
(1) TD(x’ J’) < T(x»y) < TG(x’y)~

De forma similar, las conormas triangulares o t-conormas generalizan la disyuncién clésica (denotada
por V), resumida en el cuadro 2:

Cuadro 2: Disyunci6n cldsica.

pvdqg

— o = Ol
e == KN
—_ - -0 <

En la siguiente definicién, podemos observar que las t-normas y t-conormas difieren solamente con
respecto a las condiciones de frontera.

Definicion 3. Una conorma triangular (o t-conorma) es una operacion binaria S en el intervalo unidad
[0, 1], es decir, una funcién S: [0, 1] X [0,1] — [0, 1], tal que para todo x, y, z € [0, 1] se satisfacen las
siguientes propiedades:

1. S(x,y) = S(y,x) (conmutatividad);

2. S(x, S(y, z)) = S(S(x,y),z) (asociatividad);

3. siy < z, entonces S(x, y) < S(x,z) (monotonia);

4. S(x,0) = x (condicién de frontera).
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Noétese que la tnica diferencia entre una t-norma y una t-conorma es que el 1 es el elemento neutro de
una t-norma, mientras que en el caso de una t-conorma el 0 es el elemento neutro.

Ejemplo 3. Un ejemplo clésico de t-conorma es el operador maximo, conocido usualmente en la literatura
como t-conorma Gédel.
Sc(x,y) = méx(x, y) (t-conorma Godel)

El resultado que sigue muestra como obtener una t-conorma a partir de una t-norma y viceversa [25].
Proposicion 2. Una funcién S: [0,1] X [0, 1] — [0, 1] es una t-conorma si y solo si existe una t-norma T

tal que para todo x,y € [0, 1] se cumple que

(2) S(x,y)=1-T(A —x,1-y).

Un ejercicio interesante para familiarizarse con los operadores l6gicos difusos es hallar las t-conormas
asociadas a las t-normas producto, Godel, Lukasiewicz y drastica. Naturalmente, la t-conorma obtenida a
partir de la t-norma Godel es la definida en el ejemplo 3.

2.2. Implicaciones difusas y negaciones

Para finalizar esta seccién, introduciremos las implicaciones difusas y discutiremos el papel que juega la
negacion en un paradigma de incertidumbre e informacién incompleta.

Las implicaciones difusas generalizan la implicacién de la 16gica cldsica conservando las propiedades de
monotonia. Siguiendo la nomenclatura usada en programacién légica (una rama de la l6gica de la cual
hablaremos mds adelante), escribiremos «<—» en lugar de «—».

Definicion 4. Decimos que un operador «: [0,1] X[0, 1] — [0, 1] es una implicacién difusa si para cada
¥, 1, Y2 2, 21, 2 € [0, 1] se cumplen las siguientes propiedades:

1. siz < 2z, entonces z; < y < 2 < y. Es decir, « es creciente en el consecuente (argumento de la
izquierda);

2. siy; < », entonces z < ), < z < y. Esto es, < es decreciente en el antecedente (argumento de la
derecha).

Como se observa, la definicién usual de implicacién es muy general. Dependiendo del entorno de aplicacién
se exigen propiedades adicionales, como es el caso de la implicacién residuada, introducida por primera
vez por Pavelka [38].

En efecto, si nos paramos a pensar en el papel de la implicacién en légica clasica, resulta un elemento
esencial en la regla del modus ponens, que es el principal método de deduccién. A fin de generalizar
también esta regla, se define una nueva implicacién que estd relacionada con el concepto de operador
residual.

Definicion 5. Dada una t-norma T': [0, 1] X [0, 1] — [0, 1], se dice que « es una implicacién residuada
de T si existe una implicacion difusa «: [0,1] x [0, 1] — [0, 1] tal que

(3) T(x,y) <z siysolosi x <z« y

para todo x, y, z € [0, 1]. Entonces se escribe como <7, y al par (T, <) se le llama par residuado o par
adjunto. La propiedad dada por la ecuacidon (3) se conoce como propiedad de adjuncién.

El siguiente resultado se deduce directamente de la propiedad de adjuncién.

Proposicion 3. Sea (T, <) un par adjunto. Entonces, para cada y, z € [0, 1] se tiene que y < z si y solo
size—y=1.

A continuacién se muestran las implicaciones adjuntas de las t-normas presentadas en el ejemplo 2.
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Ejemplo 4. Las implicaciones residuadas correspondientes a las t-normas producto, Godel y Lukasiewicz
se definen, para todo y, z € [0, 1], como

1 siy <z
Z < p =
Y z/y en otro caso;
1 siy<z
Z (—G =
y Z en otro caso;
zepy = min(l,1-y+z).

El caso del operador de negacién en un ambiente 1dgico no cldsico es especialmente peculiar. Un pensa-
miento comun entre los iniciados a las l6gicas no clésicas es que no es necesario considerar un operador
de negacion, puesto que en su lugar podria tomarse un mayor nimero de conjuntos. Por ejemplo, si A es el
conjunto clésico de los cientificos y x es un elemento del universo, en lugar de decir que n(x) (la negacién
de x) pertenece a A, podriamos definir el conjunto B de los no cientificos y decir que x pertenece a B.

Sin embargo, por suerte o por desgracia, el ser humano no utiliza siempre la misma negacion. En el lenguaje
natural se utilizan diferentes tipos de negacién en funcién del sentido que se le da a dicho operador.
Pensemos, por ejemplo, en la proposicién «Dios existe». A dia de hoy, parece imposible demostrar que
dicha afirmacién es cierta o es falsa. En principio, no es posible asignar un valor de verdad a dicho
enunciado. Sin embargo, las personas religiosas (en todas sus vertientes) dirian que dicha afirmacién es
cierta, mientras que las personas ateas dirian que es falsa. ;C6mo es posible? La raz6n es que la comunidad
religiosa utiliza informacién explicita, en este caso sus creencias, para pronunciarse sobre el valor de
verdad de la afirmacién. Cuando no conoce el valor de verdad de una afirmacién, tiene en cuenta algunos
aspectos externos a dicha afirmacién. Por el contrario, podemos suponer que el grupo de ateos niega una
proposicién cuando no conoce el valor de verdad de la misma.

Nuestro objetivo es desarrollar una teoria 16gica que modelice el uso que hace el ser humano de la negacién.
Por consiguiente, podemos definir diferentes tipos de negacién y diferentes operadores de negacién difusos,
lo cual aporta a las légicas no clasicas un grado maés de flexibilidad. Algunos de los operadores de negacién
mas importantes son los definidos a partir de implicaciones residuadas de una t-norma [9, 19, 42]; las
negaciones ordinarias, estudiadas por Trillas, Esteva y Domingo [16-18, 50], y los pares de negaciones
débiles, introducidos por Georgescu y Popescu [21].

En general, un operador de negaci6n difuso viene definido como sigue.

Definicion 6. Un operador unario sobre el intervalo unidad n: [0, 1] — [0, 1] se dice que es una negaci6n
si satisface las siguientes propiedades:

1. Si x < y, entonces n(y) < n(x).

2. n(0) =1, n(1) = 0.
Si para todo x € [0, 1] se satisface x < n(n(x)), decimos que el operador de negacién n es una negacién

ordinaria, mientras que si se verifica la condicién n(n(x)) < x, se trata de una negacién débil. Decimos
que 7 es una negacion fuerte (o involutiva) si x = n(n(x)), para todo x € [0, 1].

Ejemplo 5. El operador negacion més usado es el que se define como n(x) = 1 — x, para todo x € [0, 1],
el cual es una negacién fuerte.

No es dificil imaginar que, con la generalidad de la teoria que acabamos de desarrollar, las aplicaciones de
esta sean muy numerosas y variadas. En la siguiente seccién mostramos algunas aplicaciones interesantes
de la l6gica difusa en problemas reales.

3. Aplicaciones de la logica difusa

En nuestro dia a dia tenemos que trabajar con elementos o ideas que no tienen una definicién precisa.
Hasta el momento, cuando a la hora de resolver un problema encontramos que puede aparecer cierto
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error, nuestra atencion se centra en controlar dicho error. Es decir, asegurar que el error cometido no
exceda de ciertos limites.

La légica difusa surge como una potente herramienta para trabajar con problemas del perfil mencionado.
Ademis, no solo permite disminuir el error cometido (y acotarlo), sino que considera el problema completo
desde una nueva perspectiva mds general. De esta forma, se aumenta el nivel de abstraccién del problema,
lo cual conlleva, por lo general, una mejor modelizacién del mismo.

3.1. Clasificacion y reconocimiento de manuscritos

La primera aplicacién que mostraremos fue presentada por el profesor Lasz16 T. K6czy [26] en el 7.° Simposio
Europeo sobre Inteligencia Computacional y Matemdticas (ESCIM 2015), celebrado en Cadiz en 2015.

Hoy dia es relativamente sencillo encontrar aplicaciones capaces de reconocer textos impresos practi-
camente sin cometer ningtn error. Sin embargo, cuando se trata de textos manuscritos, la busqueda
se convierte en toda una odisea. No es dificil imaginar el motivo por el que no existen (de momento)
aplicaciones de este tipo que aseguren, y efectivamente tengan, una alta precision. A saber, el umbral de
aceptacion del usuario en cuanto a la precision de un sistema de reconocimiento de manuscritos se sitia
en el 97 % [28].

Lo cierto es que reconocer un texto escrito a mano puede resultar bastante complejo, ya que cada persona
tiene su propia caligrafia. Por ejemplo, el par de caracteres «cl» puede confundirse facilmente (dependiendo
de la persona que lo escriba) con la letra «d». Asi, en castellano, la palabra «clara» podria ser reconocida
errbneamente como la palabra «dara», y viceversa.

Usualmente, para alcanzar el nivel de precisién deseado, los métodos de reconocimiento de manuscritos
aplican transformaciones geométricas muy complejas; hasta el punto de que algunos métodos recientes
no disponen de la suficiente capacidad de coémputo para dar un resultado en un tiempo razonable. Es
decir, podriamos obtener un resultado muy bueno, pero dentro de 800 afos, lo cual no resulta 1til a efectos
précticos. La l6gica difusa aparece como una alternativa a estos métodos, proporcionando una solucién
aceptable para el reconocimiento de manuscritos.

El punto de partida de este trabajo es la consideracién de cada cardcter escrito a mano como una sefial,
es decir, una secuencia de movimientos. Para hacerlo, se toma un sistema de coordenadas cartesianas
de dimensién 2 en el plano de la hoja donde se encuentra el texto. Posteriormente, se considera cada
cardcter como una lista cronolégicamente ordenada de pares coordenados. De esta forma, es posible
utilizar métodos de clasificacién y procesamiento de sefiales para reconocer caracteres manuscritos.

En particular, en la presentaciéon de Kéczy se mostr6 una familia de reconocedores unitrazo y multitrazo
(también influye la cantidad de trazos con la que se escribe un caracter) denominada reconocedores basados
en el difuso o FUBAR, por sus siglas en inglés [46-48]. Tras optimizar el algoritmo FUBAR multitrazo
mediante el uso de métodos estadisticos y metaheuristicos, se alcanzé una precision del 99,49 % [47]. Este
porcentaje de acierto es significativamente superior al obtenido por métodos similares anteriores, como el
86,03 % del algoritmo Graffiti 2 obtenido por Koltringer y Grechenig [27], o el 96,7 % de la mejor versién
del algoritmo $N [1].

Una explicacién mds exhaustiva de todo lo expuesto anteriormente puede encontrarse en el articulo de
Tormasi y Kéczy [49].

3.2. Investigacion espacial en Brasil

La siguiente aplicacién de la légica difusa fue también presentada en el congreso ESCIM 2015, esta vez por
parte de Sandra Sandri, investigadora del Instituto Nacional de Pesquisas Espaciais (INPE) en Brasil.

Brasil es uno de los paises més grandes del mundo, y uno de los mds importantes desde el punto de vista
biolégico. Ademas de contener el 60 % de la superficie de selva amazénica de la Tierra [36], el 46 % de la
matriz energética de este pais estd formada por energias renovables [44]. Se trata del mayor productor en
agricultura tropical y es lider mundial en tecnologia de biocombustibles.
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Por todo ello, estudiar los efectos de fendémenos como la meteorologia, la deforestacién y el cambio
climético en el territorio brasilefo resulta de vital importancia. Estas son algunas de las tareas de las
que se encarga el Instituto Nacional de Pesquisas Espaciais, el centro lider en innovacién espacial en
Brasil. Para tal propésito, el INPE recoge datos de satélites y de diversos sistemas terrestres y, mediante
un proceso de investigacion y desarrollo tecnolégico, proporciona resultados o productos beneficiosos
para la sociedad. Cabe destacar su politica de acceso libre a los datos, ya que tanto las imagenes como los
productos tecnolégicos obtenidos por el instituto se encuentran disponibles en internet.

El motor fundamental de los estudios realizados por el INPE es la 16gica difusa. A continuacién menciona-
mos algunas aplicaciones recientes de la inteligencia computacional realizadas por el INPE, y en las cuales
subyace la l6gica difusa.

Para comenzar, destacamos el uso de sistemas neurodifusos para extraer conocimiento de sistemas cadticos.
Debido a que numerosos fenémenos del mundo real tienen algiin tipo de régimen caético, estudios como
este tienen una gran relevancia. Un sistema neurodifuso [29] no es mds que una combinacién de dos
técnicas: redes neuronales artificiales y sistemas difusos basados en reglas. Mediante herramientas de
aprendizaje de redes neuronales se generan reglas de inferencia de un sistema difuso. De esta forma, se
maximizan las ventajas de cada técnica y se minimizan sus inconvenientes. Actualmente, estos sistemas
estdn siendo utilizados para generar autométicamente reglas que permitan predecir cambios de régimen
en sistemas cadticos, tales como el atractor de Lorenz y el problema de las tres ondas [43]. El objetivo final
es aplicar esta metodologia para generar reglas de cambio de régimen en el clima de la regién nordeste de
Brasil.

Por otro lado, se estan empleando autématas celulares difusos en aplicaciones georreferenciadas. La
idea de autémata celular fue propuesta por John Von Neumann [37] y consistia en un sistema légico
autorreplicante. En pocas palabras, un autémata celular es un modelo de un sistema dindmico que
evoluciona en pasos discretos. El interés de estos modelos es que permite estudiar un gran nimero de
sistemas dindmicos, tales como incendios, inundaciones, fragmentacién urbana, deforestacion, epidemias
o avalanchas.

La principal aportacién del INPE en esta linea ha sido la reproduccién del circulo SIR (susceptible-infectado-
recuperado) para el dengue [12], lo cual puede ser utilizado para comprobar hipétesis sobre controles de
calidad.

Antes de concluir este apartado, comentaremos el trabajo desarrollado por el INPE en cuanto al indice de
vegetacion en el pais. En este sentido, el marco de estudio establecido ha sido la aplicacién de perceptrones
multicapa difusos para la clasificaciéon de series temporales LUCC [39, 40]. Naturalmente, las series
temporales que interesan son aquellas relacionadas con el indice de vegetacién, como las de las zonas
de bosque, de pasto, de cultivo y de deforestacion. Otras aplicaciones interesantes de la légica difusa por
parte del INPE han sido relativas a la reparacién de satélites y a la obtencién de patrones de clorofila del
mar.

3.3. Programacion logica

En esta seccién introduciremos al lector en lo que podriamos denominar un 4rea de aplicacién de la 16gica
difusa, ya que debido a su extensién se ha convertido en una rama de la l6gica difusa en lugar de en una
mera aplicacion de esta.

El objetivo principal de la programacién légica, como el de tantas otras ramas de la matemaética, es
entender y modelizar sistemas que cambian en el tiempo, es decir, sistemas dindmicos. A grandes rasgos,
un programa légico podria definirse como un conjunto de reglas, o implicaciones, deducidas de un sistema
dindmico. Cada regla contiene el conjunto de premisas que se han de dar para obtener un consecuente [30].

Por ejemplo, supongamos que tenemos un sistema dindmico, digamos una méquina, y deseamos tener
en cuenta diversos aspectos de la misma, tales como alta temperatura, comportamiento ruidoso, alto
consumo de combustible, etc. Estos aspectos reciben el nombre de simbolos proposicionales del sistema.
Tras poner en funcionamiento la maquina, observamos que, por ejemplo, cuando la temperatura de
la mdquina es alta, esta se comporta ruidosamente, y un alto consumo de combustible implica que la
temperatura sea alta. Al conjunto de deducciones realizadas lo llamamos programa légico.
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En el caso clésico, consideramos que cada simbolo proposicional solo toma los valores cierto o falso, y las
deducciones que realizamos son totalmente ciertas o totalmente falsas. Sin embargo, como ya hemos visto,
en ocasiones los simbolos proposicionales no son ni totalmente ciertos ni totalmente falsos. De la misma
forma, podemos tener que la mayoria de las veces que la maquina tiene cierto grado de temperatura
elevado, la maquina se comporta ruidosamente (en mayor o menor medida), mientras que otras veces
la maquina no hace ningtin ruido a pesar de la alta temperatura. Con lo cual, cuando consideramos un
programa légico difuso, el proceso de definicién del programa se complica considerablemente, puesto
que no solo hemos de deducir reglas de inferencia en el sistema, sino que hemos de dotar de un grado de
verdad a dichas reglas [51].

Llegados a este punto, dejaremos de lado la rigurosidad del lenguaje a fin de hacer el texto més adecuado
para los no iniciados en la materia. Una introduccién formal a la programacion légica difusa requiere la
definicién de diversas estructuras algebraicas y conceptos que no son absolutamente necesarios para
tener una idea general del 4rea, lo cual es el objetivo principal de la presente seccién. Aquellos que deseen
acceder a mds informacion pueden dirigirse a la bibliografia o contactar con el autor.

El siguiente ejemplo muestra un programa légico difuso que contiene la informacién de una maquina
similar a la mencionada anteriormente.

Ejemplo 6. Consideremos el reticulo ([0, 1], <) y el par adjunto producto (x, <).

Sea el conjunto de simbolos proposicionales ITp = {p, g, s, t, u} y tomemos el siguiente programa légico
residuado IP (denominado asi por tener como operadores un par adjunto, o residuado) valuado en [0, 1]
y consistente en cinco reglas y un hecho (una regla que no tiene ningtin simbolo proposicional en el
antecedente):

n:{peqgx-s; 05) r:{q < —t; 0,2),
r3: (t — —q; 0,6), rg: (s—txux-p; 04),
rsipeqgxt;  06), 16 (U 0,4),

siendo

p = alto consumo de combustible,
g = bajo nivel de aceite,

s = comportamiento ruidoso,

t = sobrecalentamiento y

u = bajo nivel de agua.

Asi, por ejemplo, de la regla r, se deduce que en el 50 % de ocasiones en las que el nivel de aceite es bajo y
la maquina no se comporta ruidosamente, el consumo de combustible es alto. A partir del resto de reglas
se pueden obtener otros comportamientos de la maquina.

Una vez definido un programa légico, tenemos modelizado el sistema dindmico. El siguiente paso sera
utilizar dicha modelizacién para obtener informacién sobre el sistema. Una herramienta muy interesante
para este fin es la técnica del punto fijo.

Notese que el conjunto de reglas de un programa légico determina, o, mejor dicho, simula, el comporta-
miento de un sistema dindmico. Pero el programa es independiente del estado del sistema en un momento
determinado, es decir, de los valores de verdad que toman los simbolos proposicionales del sistema en
un momento determinado. La pregunta que nos hacemos es «;podemos encontrar estados del sistema
de forma que, aunque el sistema esté en funcionamiento, es decir, que las reglas del programa estén
actuando sobre los simbolos proposicionales, siempre tengamos el mismo estado?». Estos estados serdn
denominados modelos del programa légico.

La respuesta es depende, depende de la estructura algebraica (recordemos la observacién 2) y de los
operadores légicos que intervienen en la definicién del programa légico. En particular, con objeto de
definir la seméntica de un programa légico, se buscan condiciones bajo las cuales exista un tinico modelo
minimo, en lugar de un conjunto de modelos minimales. Lo cierto es que, cuando consideramos un
programa légico monatono, es decir, sin ningtin operador de negaci6n en el antecedente de las reglas,
podemos asegurar la existencia y la unicidad del modelo minimo [5]. Lo anterior también es cierto para
programas légicos residuados [14] y multiadjuntos [33] (en este caso se consideran varios pares adjuntos
en la definicion del programa l6gico).
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Ejemplo 7. El ejemplo 6 es un programa légico residuado sin negaciones. Por lo tanto, podemos asegurar
que tiene un modelo minimo.

En efecto, realizando los célculos pertinentes se obtiene que dicho modelo es:

Alto consumo de combustible: 0,0416
Bajo nivel de aceite: 0,0909
Comportamiento ruidoso: 0,0836
Sobrecalentamiento: 0,5454

Bajo nivel de agua: 0,4

Desafortunadamente, al incluir un operador de negacién en la estructura algebraica sobre la que se define
un programa légico, ya sea clasico, difuso o de otro tipo, no podemos asegurar la existencia de modelos
del programa (por ejemplo, en el articulo de Madrid y Ojeda-Aciego [31] se prueba lo anterior para el
caso residuado). La buisqueda de condiciones que aseguren la existencia y la unicidad de modelos en un
entorno de programacion légica con negaciones es un tema de investigacién muy activo en la actualidad.

En el caso clésico, Constantini [13] da una condicién sintéctica para asegurar la existencia de modelos. En
cuanto a la programacion légica no clésica, debido a la pluralidad de teorias no clasicas existente, existen
numerosos resultados acerca de la existencia de modelos.

En particular, el estudio de la existencia y unicidad de modelos de un programa légico residuado con ne-
gaciones definido en [0, 1] ha sido realizado previamente por Madrid y Ojeda-Aciego [32]. Recientemente,
Cornejo, Lobo y Medina [10] han generalizado los resultados obtenidos en el trabajo anteriormente men-
cionado. Ademads, en una continuacién de dicho trabajo, se ha desarrollado un entorno de programacién
multiadjunta con negaciones y se han obtenido condiciones para la existencia de modelos definidos en
un programa légico multiadjunto con negaciones [11].

3.4. Bigdata

La siguiente y tltima aplicacién de la légica difusa que mostraremos se refiere al big data, uno de los
marcos de trabajo que més repercusion, tanto cientifica como mediatica, ha tenido en los Gltimos tiempos.

Hoy en dia, seis mil millones de fuentes digitales generan varios zettabytes (102! bytes) de datos al afio,
y se espera que el nimero de fuentes aumente a cincuenta mil millones en 2020 [35]. Actualmente se
dispone de herramientas para almacenar dicha informacién, pero desafortunadamente no hay forma de
manejarla, y de nada vale guardar informacién que no se puede utilizar. Ante la incapacidad de manejar
tal volumen de datos, se analizan y se extraen patrones ocultos en los datos que nos permiten resumir o
deducir la informacién total contenida en ellos.

Sin embargo, la tecnologia requerida para procesar grandes cantidades de datos suele ir acompafada de
un alto coste computacional. En consecuencia, se requieren estrategias mas eficientes que los métodos
tradicionales. Esta es la principal motivacién por la que algunas de las mayores compaiiias del panorama
actual, tales como IBM [2], Oracle [41], Microsoft [24] y Google [6, 7, 15, 34], estan invirtiendo ingentes
cantidades de dinero con el objetivo de optimizar las herramientas de control de flujo de informacién.

En el mundo del big data resulta esencial establecer una jerarquia en los datos de los cuales se desea
extraer informacién. Una estrategia habitual a la hora de elaborar esta clasificacién consiste en definir una
serie de caracteristicas, presentes en algunos de los datos, y deducir qué caracteristicas hacen que un dato
pertenezca a una clase o a otra. Actualmente se estudian técnicas de clasificacién de datos que consideren
dichas caracteristicas con un perfil difuso [4, 20].

Por ejemplo, supongamos que nuestro objetivo es clasificar un conjunto de textos (en ciertas clases que
hemos definido previamente). Las caracteristicas de los textos en las que nos basaremos para clasificarlos
podrian ser palabras clave o grupos de palabras. De esta forma, la aparicién de ciertas palabras en un
texto nos indica a qué clase pertenece dicho texto.

El proceso de inferencia a partir del conjunto de palabras clave se lleva a cabo mediante algtin algoritmo
de clasificacién, como la maquina de vectores de soporte (SVM) o el clasificador bayesiano ingenuo
(naive-Bayes). El porcentaje de acierto en la clasificacién de los textos depende tanto del algoritmo usado
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como del conjunto de textos. Asi mismo, observemos que una seleccién adecuada de palabras clave resulta
esencial para obtener un buen resultado en la clasificacién.

Ahora bien, ;qué quiere decir que una palabra clave aparezca en un texto? Si una palabra clave se encuentra
un ntmero elevado de veces en un texto, deberia tener mds relevancia para su clasificaciéon que otra que
solo esta presente una vez. Atin mas, la aparicién de una palabra clave deberia tener més peso si lo hace
en el titulo o en el encabezado del texto que si lo hace en el cuerpo del mismo, por ejemplo. Podemos
cuantificar todos estos aspectos haciendo uso de técnicas difusas en lugar de los algoritmos clésicos de
clasificacion. Se trata de una idea que atin estd en desarrollo, pero que presenta una interesante linea de
trabajo, dada la necesidad y la importancia de manejar grandes cantidades de informacién en la sociedad
actual.

4. Conclusiones

En el lenguaje cotidiano, solemos utilizar conceptos o ideas que no tienen una definicién precisa. En este
trabajo hemos presentado una légica no cldsica que nos permite escribir y trabajar con esta imprecision
matemdticamente. Se han introducido los principales operadores usados en este paradigma légico y se ha
discutido sobre la importancia de los operadores de negacién en un ambiente no clédsico. Con el objetivo
de evidenciar la versatilidad de la teoria l6gica presentada, se han mostrado pinceladas acerca de cuatro
aplicaciones de la l6gica difusa en problemas reales: la clasificacién y reconocimiento de manuscritos, la
investigacion espacial, la programacion légica y el big data.

La légica difusa es una teoria 16gica muy moderna, de apenas medio siglo de vida. Pese a ello, estamos
viviendo una revolucién a pasos agigantados en la inteligencia computacional. El actual rango de apli-
caciones es muy amplio, y se encuentra en constante crecimiento. La razén es bien simple: habitamos
un mundo en el que, paradéjicamente, lo inico exacto son las matematicas. Todo lo demds es impreciso,
difuso.

Aprovechamos estas lineas para agradecer al lector el interés mostrado en el presente trabajo, asi como le
animamos a profundizar en la tematica, para lo cual recomendamos emplear las fuentes mencionadas
durante el trabajo.
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