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Aproximacion avariciosa en espacios de Banach

1. Introduccién

En este articulo vamos a tratar un problema que se remonta a Fourier [8, 9] y Taylor [12]: cémo repre-
sentar una funcién de forma aproximada. Esta cuestién se ha vuelto muy interesante y son muchos los
investigadores que han trabajado para dar solucién a este problema en distintos &mbitos. El primer paso
que se ha de hacer para representar una funcion es elegir un sistema de representacion. Un sistema de
representacion en un espacio vectorial topolégico H es una coleccién de elementos {e; Jf’il de tal forma

. . 2 [se]
que para cualquier f € H existe una sucesion de escalares {a; i1 tal que

(o)
f=2, 9

=1

convergiendo en H. Tradicionalmente, un sistema de este tipo tiene caracteristicas como minimalidad,
ortogonalidad, etc. Algunos de los sistemas cldsicos son el sistema trigonomeétrico, el sistema algebraico,
el sistema wavelet, etc. Se pueden consultar en el articulo de Korobeinik [11] mds propiedades y ejemplos
sobre sistemas de representacion.

En general, podemos hablar de estructuras genéricas como un sistema biortogonal completo, pero, en
esta ocasion, supondremos que estamos trabajando con una base de Schauder 8 = {e,}, _, en un espacio

de Banach real (X, || - ||) con los funcionales biortogonales asociados {e;,}} ,, donde e; € X* Vn € N.

A modo de recordatorio, si X es un espacio de Banach, X* es el espacio dual, que se define como el conjunto
de las aplicaciones lineales y continuas que van de X a K (= R o €). Los funcionales biortogonales {e} },
asociados a una base {e, }, son elementos del dual X" tales que ej,(e,) = 1y e;(e;) = 0 con j # n. Unabase
de Schauder B = {e,}°°_, es aquella en la que para cada x € X existe una tnica sucesién de coeficientes

n=1
(]
X = Z aney.

(an)y-,» cona, € RVn € N, tal que
n=1

Ademads, podemos dar los coeficientes a, usando los funcionales biortogonales, donde

[ee]

e (x) = Z aje,(ej) = a.

=

Una vez que tenemos fijada la base, buscamos un algoritmo de aproximacién, que no es mds que una
coleccién de aplicaciones (Ty,);,_;, con T, : X — X, tal que T,,(x) es una combinacién lineal de m
elementos. Un ejemplo cldsico de este tipo de algoritmos es el algoritmo lineal de las sumas parciales

{Sm}-,, donde
(o] m
Sm(Zanen) = aney,.

n=1 n=1

En este articulo vamos a presentar un algoritmo introducido por Konyagin y Temlyakov [10], el llama-
do algoritmo greedy (o algoritmo avaricioso). Para definir el algoritmo, tomamos x = 5, ei(x)e, y
consideramos el reordenamiento

[ee]

2 i@ ept

n=1

donde p es el ordenamiento greedy natural, esto es, p : N — N, supp(x) = {j: e]?k(x) # 0} c p(N)

y (|e;‘)(n)(x)|)‘;f’:l es no-creciente y con la condiciéon de que si se tiene algtin par de indices i < j con
|e;(l.)(x)| = |e;(].)(x)|, entonces p(i) < p(j). Esto dltimo quiere decir que si tenemos coeficientes que

en valor absoluto coinciden, entonces al aplicar p mantienen el orden que tenian en la serie original.
Definimos entonces la suma greedy de orden m como

Gm(x) = Sm( Z e;(n)(x)ep(n)) = Z e;(n)(x)ep(n)-

n=1 n=1
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En otras palabras, la suma greedy de orden m esta formada por m coeficientes que, en valor absoluto,
son los de mayor tamafio. Esto tltimo es lo que justifica el término «avaricioso». El algoritmo greedy es la
coleccion {G}_; -

Ejemplo 1. Sea x = (1,0,-1,1/2,2,0,1/3,1/4,1/5,1/6,1/1,1/8...) € ¢, donde ¢ se define como
¢ = {x = (x)n, € KN :lim, . |x(n)] = 0}. Reordenando el elemento x con p nos quedaria asi:
x, =(2,1,-1,1/2,1/3,1/4,1/5,1/6, .. .). Entonces, unos ejemplos de sumas greedy de distinto orden
serian

1
Go(x) = 2e5 + e, Ga(x) =2e5+e —e3+ e

Pues bien, una vez que tenemos definido el algoritmo podemos hacernos varias preguntas sobre la
convergencia, como, por ejemplo, ;cudndo converge el algoritmo? ;Cudndo el algoritmo produce la mejor
aproximacién? Para dar respuesta a estas preguntas, vamos a estudiar qué condiciones debe satisfacer la
base de Schauder con la que estamos trabajando.

2. Bases quasi greedy

La primera pregunta a la que vamos a dar respuesta es a cuando el algoritmo greedy converge. Para ello,
Konyagin y Temlyakov [10] introdujeron el término de base quasi greedy.

Definicion 1. Diremos que B es una base quasi greedy si existe una constante C > 1 tal que
() IGm®)Il < Clixll, VxeX,meN.
Denotamos por Cy a la constante mds pequefa que satisface la desigualdad (1).

A priori, parece que esta definicién no tiene nada que ver con la convergencia del algoritmo, pero en el
afio 2000 Wojtaszczyk [14] probé el siguiente teorema:

Teorema 1. Una base B es quasi greedy si y solo si

Iim ||[x - Gn(x)|| =0, VxeX.
m—oo

Por tanto, tenemos caracterizada la convergencia en norma del algoritmo a través de la acotacién uniforme
de las sumas greedy. Veamos un par de ejemplos:

Ejemplo 2. Sea X el espacio (real) de Banach formado por todas las sucesiones (a,),eN con

M

Zan

n=1

llall == sup
M>1

< 00,

Vamos a ver que la base canénica no es quasi greedy, es decir, tenemos que comprobar que
IGm@Il _
p

a,m llall

Para ello, dado m € IN, tomamos el elemento b = (-1,2 — %, -2,2 — %, -2,.,2 — %, -2,0,...), que tiene
norma 1 + &, con £ > 0. Los cardinales de los conjuntos {j: bj = 2 —&/m} y {j : bj = —2} son m. Entonces,

IGmw @l _ 1Gn®I _ (=2,-2,... =2)Il _ 2m

am llall  — 1+e 1+¢ T l+e

Haciendo ahora &€ — 0y m — oo, obtenemos el resultado.

Ejemplo 3. La base canénica del espacio ¢! & ¢y, B = {e,}, cone; = (0,..,,0,1,0,...), estando el 1 en
la posicién i-ésima, es quasi greedy. Esto es debido a que esta base es incondicional (luego veremos la
relacién entre estos dos conceptos).
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3. Bases greedy

En teoria de aproximacion es ttil saber desde un punto de vista tedrico cudndo un algoritmo es eficiente,
en otras palabras, cudndo el algoritmo produce una muy buena aproximacién. En nuestro caso, queremos
estudiar cudndo el error greedy de orden m, ||x — G, (x)||, es comparable con el error 6ptimo de aproximar
x usando cualquier combinacién de m elementos que puede generarse con los elementos de la base, el
cual es denotado por o ,(x). Definimos formalmente o ,,(x) como

x—Zajej

o m(x) = inf{
jeA

:ai € R,ACN,|A| = m}

Obviamente, siempre tenemos que 0 ,,(x) < ||x — Gn(x)|| ya que la suma greedy de orden m es una
combinacién de m elementos particular. Por tanto, estamos interesados en saber cuando ||x — G, (x)||
estd acotado superiormente (salvo por una constante) por o ,(x).

Definicion 2. Decimos que B es una base greedy si existe una constante C > 1 tal que
(2) |x = Gm(x)|| € Cop(x), Yxe X, meN.

Denotamos por Cg a la constante mds pequefia que satisface la desigualdad (2).

Nota 1. Una relaci6én directa es que si la base es greedy entonces es quasi greedy. Esto se da ya que
0 m(x) — 0 cuando m — oo en cualquier espacio de Banach, por lo que ||x — G;,(x)|| — 0 cuando m
crece a infinito y por el teorema 1, la base es quasi greedy.

Una lista de ejemplos de bases greedy es la siguiente:
1. Cualquier base ortonormal en un espacio de Hilbert H es greedy con constante C, = 1, es decir,

|x = Gm(x)|| = om(x),Yx € H,¥Vm € N.

2. Labase candnica 8 = {e,},,, donde e; = (0, ..,,0, 1,0, ...) con el 1 en la posicién i-ésima, es greedy
en el espacio P, 1 < p < o0, con constante C;=1.

3. Elsistema de Haar es una base greedy en los espacios L,([0, 1]) con 1 < p < co. Este resultado fue
probado por Temlyakov [13].

Ahora bien, si queremos saber si una base es o no greedy por definicién es algo complicado. Por ello,
Konyagin y Temlyakov dieron una caracterizacién basada en dos nociones: bases incondicionales y
democraticas.

Tradicionalmente, la definicion clasica de base incondicional es aquella en la que cualquier reordenada
de la serie que define cualquier elemento del espacio es convergente. En este caso, vamos a usar una
definicién equivalente que involucra al operador proyeccién Py.

Definicion 3. Una base B es suppression unconditional (o incondicional de tipo supresivo) si existe
una constante K > 1 tal que

3) [PA()|| < Kllx]|, Vx € X, VA C N,
donde PA(X52; anen) = Xipea nen
Denotamos por K a la constante mds pequefia que satisface la desigualdad (3).

Nota 2. Laequivalencia entre base incondicional de tipo supresivo y base incondicional puede encontrarse
en el trabajo de Facenda Aguirre [7].

Nota 3. Cuando la base no es incondicional de tipo supresivo diremos que la base es condicional.

Nota 4. Las sumas greedy son en realidad unas proyecciones sobre unos conjuntos particulares, es decir,
Gm(x) = Pg(x), con |B| = my B = {p(1), ..., p(m)}. Por tanto, si B es incondicional de tipo supresivo, es
decir, ||Pa(x)|| < C||x|| paratodo x € Xy A C N, entonces la base es quasi greedy. Luego, en el ejemplo 3,
la base canénica en el espacio {! @ ¢ es quasi greedy ya que la base es incondicional de tipo supresivo.
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Definicion 4. Decimos que una base B es democrdtica si para todo par de conjuntos finitos A y B de
mismo cardinal, existe una constante C > 1 tal que

1
(4) cIsll < {114l < Cligl,

donde 1g = Y, cs en-

Denotamos por Cy la constante més pequena que satisface la desigualdad (4).
Con estas dos nociones, Konyagin y Temlyakov [10] probaron el siguiente teorema:

Teorema 2. Una base B es greedy si y solo si B es incondicional de tipo supresivo y democrdtica. Ademds,
si B es greedy con constante Cgy, entonces B es incondicional de tipo supresivo y democrdtica con
constantes Ky < Cy y C; < C,. Reciprocamente, si B es incondicional de tipo supresivo y democrdtica
con constantes K; y Cg,, respectivamente, entonces 8 es greedy con constante Cg < K + K3Cy.

Demostracion. En esta prueba vamos a ver solo que si B es greedy, entonces B es democrética e incondi-
cional de tipo supresivo. La prueba completa se encuentra en el articulo de Konyagin y Temlyakov [10].
Supongamos pues que la base B es greedy.

* Paraver que es democrética, tomamos dos conjuntos arbitrarios Ay B de mismo cardinal, y definimos
el vector x = (1 + &)1 4 + 14, con & > 0. Entonces, si denotamos por m = |A\ B| = |B\ A|, se tiene
que Gu(x) = (1 + €)1p 4, y usando que la base es greedy se obtiene que

1Lall = [lx = Gm(X)I| < Cgom(x) < Cellx = Lavsll < CGell15ll + Coell1pall.
Haciendo tender € a 0, obtenemos que la base es democratica con constante C; < Cg.

* Para ver que es incondicional de tipo supresivo, cogemos un elemento x € X de soporte B finito, un

conjunto A C By a € R que satisface la condicién

a > suples(0)] + sup |e;(x).
neA neB\A

Ahora, definimos el elemento y = x + @lp\a = 2 pepa(@ + €,(x)) + Pa(x). Gracias a la condicién
que imponemos a a, se puede afirmar que G (y) = 2 ,epal@ + €,(x)), con m = [B\ A|, y por tanto,
usando que la base es greedy obtenemos que

IPAGI = 1ly = GmWIl < Cgom(y) < Gglly — alpall = Cgllx]|.

Usando ahora un argumento sencillo de densidad, se deduce que [|[P4(x)|| < Cgl|x||, para todo
elemento x € Xy todo conjunto A C N, luego B es incondicional de tipo supresivo con constante
Ks < Gg. [ ]

Veamos un ejemplo sencillo de base democrética e incondicional de tipo supresivo (y por tanto greedy).

Ejemplo4. Sean X = (P con1 < p < ooy B = {e,}, la base candnica. Sean A ¢ Ny x € X. Entonces,
1/p

1/p 0
1P, = (Z |e:;<x>|p) < (Z |e:;<x>|”) = llxl,.
n=1

neA

Por lo tanto, la base es incondicional de tipo supresivo con constante K; = 1. Veamos que la base es
democratica. Sean A, B C N de cardinal m, entonces
2, e

Zel (20 - (50

neA neA neB

’

p

por lo que la base es democratica con constante C; = 1. Usando el teorema 2, la base es greedy.

En general, quasi greedy no implica que la base sea incondicional de tipo supresivo (ver el ejemplo 6 de la
seccion 5), aunque, recientemente, Albiac y Ansorena [1] han probado el siguiente teorema:

Teorema 3. Una base B es incondicional de tipo supresivo con K; = 1 si y solo si B es quasi greedy con
constante C,e = 1, es decir,

[PACI| < [Ix]l, Vx € X, VA C N &= [|Gn(0)|| < l|x[|, Vx € X,Vm € N.

TEMat, 1 (2017) e-ISsN: 2530-9633 73



Aproximacion avariciosa en espacios de Banach

4. El problema de la constante 1

Desde el punto de vista de la teoria de aproximacion, cuando una base es greedy, es decir, que para todo
elemento x € X y todo natural m,

om(x) < 1x = Gm(D)|| < Cgom(x),

se dice que el algoritmo produce la «casi» mejor aproximacion. Decimos «casi» debido a que tenemos
una constante Cg en la definicién. En el caso de que C; = 1, se dice que el algoritmo produce la mejor
aproximacion ya que tendriamos la igualdad ||x — G (x)|| = o m(x). La pregunta es «;cudndo se consigue
la constante Cg = 1?».

Gracias al teorema de caracterizacion de las bases greedy de Konyagin y Temlyakov, si tenemos que la
base es greedy con C, = 1, entonces tenemos que la base es democratica e incondicional con constantes
Ks; = C4 = 1, lo cual hace que la situacién sea perfecta. En cambio, en el reciproco solo se puede afirmar
que si la base es democratica e incondicional con constantes C; = K; = 1, entonces la base es greedy con
constante C; < 2. Por lo que ;como se puede recuperar que C; = 12 Pues bien, esta respuesta fue dada
por Albiac y Wojtaszczyk [3] en 2006.

Para dar solucién a esta cuestion, estos dos autores introdujeron la llamada propiedad (A). La definicién
formal de esta propiedad es la siguiente: definimos M(x) como el conjunto de indices asociados a los
coeficientes de x de mayor tamafio en valor absoluto y Mg el conjunto de permutaciones que mueven los
coeficientes ejf‘(x) con j € M(x) a posiciones donde tenemos ceros, es decir, las permutaciones mueven
esos coeficientes fuera del soporte de x. Entonces, decimos que 8 satisface la propiedad (A) si

lIx]l =

Z gn(n)e;(x)eﬂ(n)

nesupp(x)

para toda permutacion m € Mg y signos gy tales que ey, = 1sim(n) = ny gy = £1sinm(n) # n.

Nota 5. Los coeficientes e]f‘(x) con j ¢ M(x) quedan en la misma posicion. Ademads, en el caso en el que el
supp(x) sea N, la tinica permutacién posible es la identidad.

Ejemplo 5. Un ejemplo de permutacién y cambio de signo seria el siguiente: supongamos que tenemos un
elemento x en un espacio de Banach de tal forma que su sucesion de coeficientes es (3, 3,3,0,-1,0,0, 2, ....).
En este caso, M(x) = {1, 2,3}, escogemos la permutacién n de la forma (1) = 1,7(2) = 4, 7(3) = 6
y el cambio de signo € de la forma ;) = —1y &z(3) = 1. Con lo cual, obtenemos el siguiente vector:
(3,0,0,-3,-1,3,0,2,...).

Usando pues esta nueva propiedad, Albiac y Wojtaszczyk [3] probaron el siguiente teorema:

Teorema 4. Una base es greedy con constante C, = 1 si y solo si la base es incondicional de tipo supresivo
con constante K; = 1 y satisface la propiedad (A).

Vemos entonces que para poder tener la mejor aproximacion es necesario reemplazar la propiedad de
democracia por esta propiedad més general. Posteriormente, en el afio 2014, Dilworth et al. [6] reformularon
la propiedad (A) de una forma diferente para dar un teorema con constantes generales. La idea de reformular
la propiedad (A) es que, de una cierta forma, esa propiedad involucra una cierta simetrfa.

Definicion 5. Decimos que una base 8 es simétrica para coeficientes grandes si existe una constante
C > 1tal que

(5) <C

x+tanen

neA

’
X+t Zenen

neB

para todo x € X y todo par de conjuntos A y B tales que |A| = |B| <00, AN B = @, supp(x) N(AUB) =2
y para cualesquiera colecciones de signos €,,&;, € {+1}yt = sup |e(x)|.
nesupp(x)

Denotamos por C, a la constante mds pequefla que satisface la desigualdad (5).
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Nota 6. Cuando C, = 1 recuperamos la definicién de Albiac y Wojtaszczyk.

Nota 7. Si B es simétrica para coeficientes grandes, entonces es democrética. Esto es sencillo de probar:
sean Cy D dos conjuntos arbitrarios de mismo cardinal. Tomando en (5) x = 1¢cnp, A= C\ D,B=D\ C
y signos &; = £ = 1, obtenemos el resultado.

Gracias a esta reformulacién, Dilworth et al. [6] probaron el siguiente teorema:

Teorema 5. Si B es base greedy con constante Cg, entonces es incondicional de tipo supresivo con
constante K; < Cy y simétrica para coeficientes grandes con constante C, < Cq. Reciprocamente, si la
base B es incondicional de tipo supresivo con constante K; y simétrica para coeficientes grandes con
constante C,, entonces la base es greedy con constante Cg < KZC,.

Nota 8. Este teorema nos permite recuperar la constante 1 de la base greedy, ya que si tenemos que
K;=C,=1,entonces1 < Cg <1*-1=1.

5. Bases almost greedy

Hasta ahora hemos introducido las nociones de base greedy y quasi greedy. Si comparamos estas bases
desde el punto de vista de la teoria de aproximacién, se podria decir que son puntos extremos, es decir, en
las bases quasi greedy solo sabemos que el algoritmo converge, pero en las bases greedy el algoritmo no
solo converge, sino que produce la «casi» mejor aproximacion. ;Existird un punto intermedio entre ambas
bases? La respuesta es «si».

En este caso, vamos estudiar cuando ||x — G,,(x)|| es comparable al error 6ptimo de aproximacion usando
proyecciones. Este error es denotado por & ,,(x), donde

O m(x) = Inf{||lx — Pa(x)| : |A] = m}.

Dado que la suma greedy es una proyecciéon, como hemos comentado en la seccién 3 (ver nota 4), siempre
se tiene que 7, (x) < ||x — Gm(x)|. Por ello, al igual que pasaba en las bases greedy, queremos averiguar
cuando ||x — G,(x)|| estd acotado superiormente por &, (x).

Definicion 6. Decimos que B es una base almost greedy si existe una constante C > 1 tal que

| = Gm(x)|| < CFm(x),Vx € X,Vm € N.
Nota 9. Sila base es greedy entonces la base es almost greedy. Esta implicacion es trivial porque o, (x) <
7 m(x).

Ahora bien, saber por definicién si una base es o no almost greedy no es tarea facil. Por ello, en el afio 2003,
Dilworth et al. [5] probaron el siguiente teorema:

Teorema 6. Una base B es almost greedy si y solo si B es democrdtica y quasi greedy.

Ejemplo 6. Veamos un ejemplo de una base que es almost greedy pero no es greedy. En el espacio
coo = {x = (x,)n € KN: x(n) = 0sin > nypara cierto ny € N}, definimos la siguiente norma de una

sucesion:
Il(an)nlli=méX{( |an|2) ,Sup —"}
n=1 n:l\/ﬁ

N
Tomamos ahora el espacio de Banach X que surge de completar ¢y en ¢y bajo esta norma. Entonces, en
este espacio, la base canénica es una base quasi greedy y condicional (ver [2, pag. 287]). Veamos que es
democratica: sea A un conjunto de cardinal m. Entonces

(Z) -
1 =m'",

neA
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mientras que
1 1 m dx
Y=< =< —==2m
neA \/ﬁ n=1 \/ﬁ 0 \/)_C
Por tanto,
m'? < |14 < 2m'/?,

lo cual implica que la base es democratica con constante C; < 2. Usando entonces el teorema 6, la base
canodnica en este espacio es almost greedy y, usando el teorema 2, no es greedy debido a que la base es
condicional.

Schauder

Quasi-Greedy

Incondicional

Figura 1: Las relaciones existentes entre las distintas clases de bases que se han visto a lo largo del articulo.

6. Una nueva caracterizacion de las bases greedy

En esta seccién vamos a ver una nueva caracterizacion de las bases greedy usando un nuevo funcional.
Este funcional es el error 6ptimo de aproximar x € X usando polinomios de coeficientes constantes.
Dicho funcional, el cual es denotado por D;, (x), es definido como

X — Z aEe,

neA

Dy (x) = inf{

ca € RRACN,|Al =m,e, € {il}}.

Obviamente, tenemos que o ,(x) < D, (x) para todo elemento del espacio x y todo natural m. La
motivacién del uso de este funcional reside justamente en la prueba de la implicacién que hemos hecho
del teorema 2: para poder demostrar la democracia y la incondicionalidad hubiese bastado usar este nuevo
funcional en vez de o;,(x), es decir, si tuviéramos una base en la cual se cumpla que

lx = Gmn(x)|| < CD;,(x),Vx € X,Ym € N,

entonces la base seria democratica e incondicional de tipo supresivo. En el articulo de Blasco y Berna [4]
podemos encontrar la demostracién del siguiente teorema:

Teorema 7. Sea B una base de un espacio de Banach X. Son equivalentes:

* B es greedy, es decir, existe una constante C; > 1 tal que

[[x = Gm(X)|| € Com(x), Yxe X, meN.

* Existe una constante C, > 1 tal que

lx = Gm(®)| < GD; (x), YxeX, meN.

* B es incondicional de tipo supresivo y simétrica para coeficientes grandes.

* B es incondicional de tipo supresivo y democrdtica.
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Por tanto, este teorema nos dice que se pueden caracterizar las bases greedy usando el funcional D;, (x), y
esto es llamativo ya que, a priori, el funcional D}, (x) es més facil de manejar que el funcional o, (x) ya que
solo involucra una constante en la definicion y, ademas, este funcional y o, (x) tienen comportamiento
totalmente opuesto, al menos en espacios de Hilbert, tal y como mostramos en este teorema (el cual esta
probado por Blasco y Berna [4]):

Teorema 8. Sean H un espacio de Hilbert y B una base ortonormal. Entonces,

lim D) (x) = ||x||, Yx € H.
m—o0

El comportamiento opuesto de este nuevo funcional y o,,(x) se deduce de la nota 1.

Para demostrar este dltimo teorema, se hace uso de la siguiente férmula que puede encontrarse en el
articulo de Blasco y Berna [4]:

Proposicion 9. Sean H un espacio de Hilbert y 8 una base ortonormal. Entonces,

D (x) = \/lell2 - %Sup {(x, 1ea)? 1 |Al = m, {en}n € {£1}},

donde 1.4 = Y ,,ca Enen-

Por otro lado, a la vista del teorema 8, es natural que nos preguntemos si esa propiedad del limite se
mantiene en cualquier espacio de Banach, pero, desgraciadamente, no se tiene respuesta actualmente, es
un problema abierto. Solo se dispone del siguiente resultado parcial que se puede encontrar en el articulo
de Blasco y Berna [4]:

Proposicion 10. Sean X = €7, 1 < p < o0, B = (e,), la base candnicay B C N de cardinal N. Entonces,

(N — m)'/p sim< N,

D;,(1p) = 1(p-1)\ VP
n(1s) Nl/P(1+(%—1) Ve ”) sim> N,

donde p’ = %. Por tanto, lim D% (15) = ||15]|.
m—o0

Nota 10. En la proposicién anterior, si p = 1 también se obtiene el mismo resultado, pero tenemos una
expresion distinta para el funcional D;, (1p):

N-m sim<N,
D, (1g)={m—-N siN < m<2N,
N sim > 2N.
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