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Desigualdades de Pliinnecke

1. Introduccién

La combinatoria aditiva es una rama de las matematicas que se desarroll6 especialmente a partir de
mediados del siglo pasado. Aunque algunos resultados aislados se conocian desde tiempo antes, esta
teoria tuvo un gran impulso a partir del intento de Schnirelmann de resolver la conjetura de Goldbach.
Aunque los resultados dados por esta teoria fueron rdpidamente mejorados con otros métodos, qued6 un
interés por los resultados propios de la teoria que hizo que se convirtiese en un area de investigacién muy
activa, en la que atin hoy quedan muchos problemas abiertos.

La combinatoria aditiva se puede entender como una parte de la combinatoria aritmética, que se especializa
en conocer propiedades de conjuntos contenidos en grupos, con los que se puede operar, y de entender
la interaccion entre las operaciones. La combinatoria aditiva seria, entonces, aquella parte en la que
se consideran solo sumas y restas, y el objetivo seria entender la estructura aditiva de los conjuntos.
En esta drea se combinan técnicas de teoria de nlimeros, anélisis arménico, combinatoria, geometria
y teoria ergddica para dar lugar a resultados muy diversos. A menudo se puede utilizar como ejemplo
para mostrar como la interaccion de técnicas muy diversas puede dar lugar a resultados cada vez méas
generales e interesantes. Para un lector més interesado en el tema que quiera conocer todas las ramas
de la combinatoria aditiva recomendamos el libro de Tao y Vu [15]; nosotros nos vamos a concentrar en
problemas de conjuntos suma, para los que las desigualdades de Pliinnecke van a resultar esenciales. Para
un estudio en mayor profundidad de las desigualdades de Pliinnecke recomendamos la monografia de
Espuny Diaz [1] o los capitulos de Ruzsa [13]; también se pueden leer las notas de Petridis [7].

Lo primero que necesitamos es explicar qué es un conjunto suma. En general, vamos a tratar con conjuntos
finitos en cualquier grupo conmutativo, pero el lector puede pensar en conjuntos de niimeros enteros
para tener una primera idea.

Definicion 1. Sea (G, +) un grupo abeliano. Sea A € G un conjunto no vacio cualquiera. El conjunto
suma de A se define como
A+A={a+b:abe A}

Si tenemos un segundo conjunto B C G, el conjunto suma de ambos se define como
A+B={a+b:acADbe B}
Se puede definir el inverso de un conjunto como «el conjunto de los elementos inversos», es decir,
—A={-a:ac€ A},

ya que los elementos inversos existen por ser G un grupo. Eso permite definir también el conjunto
diferencia
A-A={a—-Db:a,be A}.

En general, se define el conjunto suma iterado de manera inductiva, como
mA=A+(m-1DA={a+a+...+ay:a €A},
para m € N, y se pueden definir similarmente conjuntos de sumas y restas iteradas para k, [ € N como

kKA-IB={ay+...+ax—b —...—b;:a; €A bj € B}.

Noétese que estas definiciones no tienen sentido si uno de los conjuntos es vacio. Por lo tanto, aunque a
veces no se indique explicitamente, todos los resultados de este articulo suponen que los conjuntos con
que se trabaja tienen al menos un elemento.

La combinatoria aditiva se enfrenta principalmente a dos tipos de problemas: los problemas directos y los
inversos. Los primeros son los que primero se plantearia uno: conociendo algo sobre la estructura del
conjunto que tengo (y sobre el grupo en el que est4, al que llamaremos el grupo ambiente), ;qué podemos
decir sobre la estructura de los conjuntos suma? En particular, ;qué podemos decir sobre su tamano?
Y los problemas inversos funcionan exactamente al revés: dada cierta informacién sobre los conjuntos
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suma (por ejemplo, su tamafio respecto al conjunto inicial), ;qué podemos decir sobre la estructura del
conjunto?

Una de las condiciones con las que vamos a trabajar es conocer el nimero de sumas de pares de elementos.
Asi, por ejemplo, uno de los problemas que nos interesan es, sabiendo cuantas sumas hay en A + A, ;qué
podemos decir sobre el niimero de diferencias? ;Y sobre el nimero de triples sumas? Esto nos permitira
obtener informacién sobre la estructura de los conjuntos.

2. Cotas triviales

Se pueden dar ciertas cotas triviales sobre el tamafio de los conjuntos suma y diferencia que se aplican
a cualquier conjunto. Si denotamos el tamafio de un conjunto A como |A|, refiriéndonos al nimero de
elementos que tiene, para el conjunto suma bdsico tenemos las siguientes cotas.

Lemal. Sea A un conjunto finito no vacio en un grupo abeliano. Entonces,

Al+1
|A|$|A+A|§(|| )

2

Demostracion. La cota inferior es consecuencia del hecho de que a + A C A + A para cualquier a € A,
y el conjunto a + A es una traslacién de A, que se puede entender como una permutacion en el grupo
ambiente, y por tanto tiene el mismo tamano que A.

La cota superior es consecuencia de considerar el mdximo ntimero posible de sumas. El ntimero de parejas
de elementos que se pueden tomar es (Igl) (consideramos parejas sin ordenar, ya que estamos en un
grupo conmutativo); ademads, hay que considerar las parejas de la forma (a, a), a € A, de las que hay |A|
en total. La suma de las dos cantidades da el resultado. |

Similarmente, se pueden establecer cotas triviales para las diferencias y las sumas iteradas.

Ejercicio 1. Encontrar las cotas triviales para el tamafo del conjunto diferencia A — A, donde A es un
conjunto finito no vacio en un grupo abeliano.

Ejercicio 2. Dados dos conjuntos finitos no vacios A y B en un grupo abeliano G, demostrar que |A + B| <
|A[|B].

Ejercicio 3. Encontrar cotas triviales para el tamafio de conjuntos suma iterados nAy A; + Ay + ... + A,
dados conjuntos finitos no vacios A, 4, . . ., A, en un grupo abeliano.

Noétese que, en general, podemos tener igualdad en las cotas triviales, para lo que basta con construir
conjuntos adecuados. Entonces, para que el problema de encontrar cotas resulte interesante, debemos
imponer restricciones sobre los conjuntos que consideramos.

3. Problemas directos e inversos

Para ilustrar mejor el tipo de problemas a los que nos enfrentamos, vamos a considerar un ejemplo:
trabajamos con conjuntos finitos de niimeros enteros.
Proposicion 2. Si A C Z es tal que |A| = n > 0, entonces |A + A| > 2n — 1.

Demostracion. Usando el orden normal de los ntimeros enteros, etiquetamos los elementos de A de manera
que A={a;,a,...,a,ycona; <a <...< ay. Usando este orden, resulta evidente que

Qhtaga<aggtmp<agtm<...<agta,<@m+a,<...<a,-+ay,

y esté claro que todos estos elementos estdn en A + A. Como en esa lista hay 2n — 1 términos y todos ellos
son diferentes, entonces |[A + A| > 2n — 1. |
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Asi, este resultado es un ejemplo en el que usamos la estructura del grupo ambiente (los enteros) para
obtener una cota sobre el tamaiio de los conjuntos suma que es mejor que la cota trivial. Se trata de una
solucién a un problema directo.

Proposicion 3. Dado A C Z con|A| =n>0,|A+ A| =2n— 1 siysolo si A es una progresion aritmética.

Demostracion. Si A es una progresion aritmética el resultado es trivial, asi que vamos a demostrar la otra
implicacién. Como hemos visto en la demostracién de la proposicién 2, podemos ordenar los elementos
del conjunto suma como

aGta<ag+tm<agt+ta<ata<...<q+ap<@m+a,<...<ay+ap,
pero este no es el tinico orden posible. Por ejemplo, podemos considerar el orden dado por

Ot <mpta<bmpt+tmpmp<mptm<...<Bppt+a,<az+a,<...<a,;+ a.
También podemos considerar

Qta<mtra<a+a<a+ta<...<ap+a<ap+a<...<a,+ay,

(en general, podemos pensar que tenemos elementos en un cuadrado de lado n, y hay tantas formas
de ordenar de menor a mayor 2n — 1 sumas como caminos desde la esquina inferior izquierda hasta la
esquina opuesta moviéndonos solo hacia arriba o hacia la derecha). Como cada lista tiene 212 — 1 elementos
diferentes, los elementos de cada lista estdn en A + A y estamos suponiendo que |A + A| = 2n — 1, esto
quiere decir que todas las listas tienen que ser iguales. Comparando las dos primeras listas que hemos

dado, tenemos que a; + a; = a» + a;_; parai € {2,3,..., n}. Eso quiere decir que a; — a;-; = a — 4y
para todo i, es decir, la diferencia entre cada dos elementos del conjunto es siempre la misma. Y esta es la
caracterizacién de una progresién aritmética. ]

Este es un ejemplo perfecto de un problema inverso. Partiendo de una condicién sobre el tamafio de
los conjuntos suma, hemos llegado a una propiedad estructural muy fuerte sobre los conjuntos que
consideramos. Se pueden obtener otros resultados similares e interesantes en muchos casos.

Ejercicio 4. Sean A, B C Z dos conjuntos finitos no vacios de enteros, con |A| = n, |B| = m. Demostrar
que |[A+ B| = n+ m — 1, con igualdad si y solo si A y B son progresiones aritméticas con la misma
diferencia.

Ejercicio 5. Dado un conjunto no vacio A en un grupo abeliano, demostrar que |A + A| = |A| siy solo si A
es una clase lateral de un subgrupo del grupo.

Ejercicio 6 (teorema de Cauchy-Davenport (ver [13, pag. 142])). Sea p un nimero primo y sean Ay B
conjuntos no vacios en Z/ pZ.. Demostrar que |A+ B| > min{p, |A|+|B|—-1}. ;Cudndo se da la igualdad?

En general, la idea que se puede obtener de las proposiciones 2 y 3 y los ejercicios 4, 5y 6 es que, cuanto
mas pequefia sea la suma, mayor es la estructura de los conjuntos. El siguiente paso es preguntarse qué
ocurre (en el caso de los enteros) si no tenemos igualdad. El siguiente resultado, cuya demostracién se
puede encontrar en el libro de Nathanson [5], da una primera respuesta a esa pregunta.

Teorema 4 (Freiman). Sea A C Z un conjunto finito tal que |A| >3y |[A+ Al =2n—-1+ b <3n -4, con
n y b enteros. Entonces, A estd contenido en una progresion aritmética de longitud n + b.

Vemos que se pierde un poco de estructura en el conjunto, pero atin tenemos una condicién muy fuerte.
Sin embargo, algo asi deja de ser cierto si |[A + A| = 3n — 3: ya se pueden encontrar ejemplos en los que el
conjunto no esta contenido en una progresién aritmética.

Estos resultados se pueden seguir generalizando. Uno puede definir progresiones d-dimensionales (que
quiere decir que se trabaja con d diferencias, no que estemos en un espacio d-dimensional), y entonces
se puede demostrar que si el conjunto suma es «pequefio» (es decir, lineal en el tamafio del conjunto
original), entonces el conjunto tiene que estar contenido en una progresién aritmética generalizada, con
dimensién y tamafno que dependen del factor lineal del conjunto suma (este también es un teorema de
Freiman [3, theorem 2]).
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Todos los resultados (que no ejercicios) de esta seccién se aplican solo al caso particular en que el
grupo ambiente es el de los niimeros enteros. Obviamente, también funcionan en algunos otros grupos
(en los racionales o los reales tenemos los mismos resultados), pero no funcionan en todos los grupos
conmutativos. Sin embargo, si se pueden generalizar a cualquier grupo abeliano: el resultado mds general
es el que presentamos a continuacién.

Teorema 5 (Green-Ruzsa [4]). Sea G un grupo abeliano y sea A C G un conjunto finito tal que |A + A| <
a|A| para algin a € Q. Entonces, A estd contenido en un conjunto de la forma H + P, donde H es un
subgrupo de G y P es una progresion aritmética generalizada, tal que la dimension de P es como maximo
dy |H||P| < a’|A|, donde d y a’ son funciones solo de «.

En este articulo no vamos a demostrar este teorema, pero si una versién mds débil que ya permite dar
conclusiones muy interesantes. En cualquier caso, es un buen ejemplo del tipo de resultados inversos que
se persiguen en combinatoria aditiva.

4. La desigualdad triangular de Ruzsa

En esta seccién presentamos una de las desigualdades que mds aplicacion tiene para conseguir nuevas
desigualdades de tamarios de conjuntos suma, y mostramos algunas de sus aplicaciones. El resultado se
puede formular como sigue.

Proposicion 6 (desigualdad triangular de Ruzsa [11]). Sean X, Y y Z tres conjuntos finitos no vacios en
un grupo abeliano. Entonces,
IX||]Y -Z| < | X-Y||X-Z|.

Demostracion. Fijemos un elemento a = y — z € Y — Z. Este elemento se puede escribir de |X| formas
diferentes como (x — z) — (x — ¥) (una forma para cada x € X). Pero esto quiere decir que hay por lo menos
| X| formas de escribirlo como la diferencia de un elemento de X — Z y un elemento de X — Y, de modo
que

(X-V)-X-2)| [ X-Y|IX-Z|
|X| B |X] ’

donde la dltima desigualdad es consecuencia de las cotas triviales (ejercicio 2). [ |

Y - Z| <

La desigualdad triangular de Ruzsa se puede utilizar para obtener muchos otros resultados. También se
pueden obtener resultados similares. Aqui presentamos algunos de ellos, y dejamos otros como ejercicios.

Corolario 7. Sean A, B y C tres conjuntos finitos no vacios en un grupo abeliano. Entonces,
|A||B—- C| < |A+ BJ||A+ C|.

Demostracion. Basta con aplicar la proposicién 6 tomando X = A, Y = —By Z = —C, y tener en cuenta
que |B — C| = |C — B| por la conmutatividad del grupo ambiente. [

Corolario 8. Sea A un conjunto finito en un grupo abeliano tal que |A + A| < «a|A|. Entonces,
|A— Al < a?|Al

Demostracion. Aplicamos la proposicién 6 tomando X = A, Y = Z = —A.Como | - A+ A| = |A - A,
tenemos que
|AllA - Al < |A+ AP,

y el resultado es consecuencia de aplicar la condicién del enunciado. [ |

Corolario 9. Sea A un conjunto finito en un grupo abeliano tal que |3A| < a|A|. Entonces,
|24 — 24| < @?|A.

Demostracion. Aplicamos la proposicién 6 tomando X = A, Y = Z = -2A. |
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Ejercicio 7. Sea A un conjunto finito en un grupo abeliano tal que |[3A| < a|A|. Demostrar que
|4A] < ®|A|.
Ejercicio 8. Sea A un conjunto finito en un grupo abeliano tal que |3A| < a|A|. Demostrar que
InA| < @ °|lA|, |mA-A| <® Al y |mA-IA| < o®HY)|4)
paratodon >3ym,[ > 2.

En general, observamos que la desigualdad triangular de Ruzsa nos permite obtener muchas desigualdades
mas generales, y la idea siempre es que si tenemos una cota (lineal, por ejemplo) para el tamafio de un
determinado conjunto suma, entonces podemos conseguir cotas (también lineales) con pardmetros que
son una funcién (exponencial) de la constante conocida para distintos conjuntos suma.

Esta desigualdad se puede aplicar en casos muy diversos, pero hay algunas cosas que podemos preguntar-
nos y no puede responder. Por ejemplo, ;hay un reciproco del corolario 8? Es decir, dada una cota sobre
|A — A|, ;podemos obtener cotas sobre |A + A|? Esta pregunta no se puede resolver con la desigualdad
triangular de Ruzsa. De forma similar, la desigualdad triangular nunca nos permite obtener cotas para
sumas de mas de dos conjuntos si las cotas que conocemos son solo sobre la suma de dos. Asi, atin no
podemos responder otra de las preguntas principales de este articulo: dada una cota sobre el tamafio del
conjunto suma, ;qué cota podemos dar sobre el tamario del conjunto suma de tres conjuntos? Para poder
dar solucién a estas dudas recurrimos a las desigualdades de Pliinnecke.

5. Las desigualdades de Pliinnecke

Las desigualdades de Pliinnecke permiten dar cotas para la suma iterada de un conjunto una vez se conoce
una cota para una suma de menos elementos. Asi, si se conoce una cota para el tamafio del conjunto suma
de un conjunto, se pueden dar cotas para el conjunto suma iterado tres, cuatro o, en general, k veces. Este
resultado fue descubierto por Pliinnecke a finales de los afios sesenta [8], pero pasé6 desapercibido hasta
que fue redescubierto por Ruzsa a finales de los ochenta [9, 10]. El teorema es en realidad mas fuerte que
estas cotas, y se puede escribir como sigue.

Teorema 10 (desigualdades de Pliinnecke). Sean A y B conjuntos finitos en un grupo abeliano tales que
|A + B| < a|A|. Entonces, existe un conjunto X C A tal que para todo k > 1 se cumple que

|X + kB| < a¥|X].

Esto permite obtener cotas para conjuntos suma de manera directa usando cotas triviales.

Corolario 11.  Sea A un conjunto finito en un grupo abeliano tal que |A + A| < «|A|. Entonces, para todo
k>1,
|kA| < a*|A].

Demostracion. Tomamos B = A en el teorema 10. Asi, para cada k > 1 podemos escribir
|kA| < |X + kA| < @ [X] < 2¥4],
para algin X C A. [ ]

La demostracién original de las desigualdades de Pliinnecke aplica técnicas de teoria de grafos. Pliinnecke
construy6 lo que él llamé grafos conmutativos, que crecian de acuerdo a las propiedades conmutativas de
los grupos ambiente, y dando cotas sobre el crecimiento en estos grafos logré demostrar su resultado!.
Esta es una demostracién larga y laboriosa, para la que se deben tener en cuenta muchos detalles, y para
escribirla hacen falta conocimientos bdsicos de teoria de grafos. Sin embargo, recientemente Petridis
present6 una nueva demostracion elemental de este resultado [6], que es la que presentamos aqui. Toda
su demostracion se basa en el siguiente lema.

1En realidad, el resultado demostrado por Pliinnecke, aunque equivalente para casi todas las aplicaciones, es ligeramente diferente
al teorema 10, dando un resultado mds débil en lo que se refiere al conjunto X para el que las cotas se cumplen pero permitiendo
cotas ligeramente mejores si la hipdtesis es sobre un conjunto de la forma A + jB para algin j > 1.
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Lema 12 (Petridis [6, proposition 2.1]). Sean X y B dos conjuntos finitos en un grupo tales que

|X + B| |Z + B|
= <

A: <
|X| 4

para todo Z C X. Entonces, para cualquier conjunto C finito en el mismo grupo ambiente,
|C+ X+ B| <A|C + X]|.

Demostracion. La demostracion la vamos a hacer por inducciéon sobre el tamafio del conjunto C. Para
preparar lo que vamos a necesitar, démosle un orden a los elementos de C (nos vale cualquier orden),
C ={ca,c,...,c}. Definimos entonces los conjuntos X, ..., X, como X; = Xy X; ={xeX:ci+x¢
{c1,...,¢i—1} + X} paratodo 2 < i < r (es decir, cada X; es el conjunto de elementos de X que al sumarles
¢; dan lugar a sumas que no habiamos conseguido con los anteriores elementos de C). Esta definicién de
los conjuntos X; nos permite escribir C + X como una unién disjunta de conjuntos,

-
C+X-= U(Ci+Xi)-
i=1

De hecho, para cada subconjunto de C con los primeros j elementos de nuestro orden podemos escribir
la misma igualdad como unién disjunta,

J J
{Cl,...,Cj}+X: U(Ci+X)= U(Ci+Xi)’
i=1 i=1

de modo que al considerar cardinales tenemos que
J J

0 Hew gy + X1 = D e+ Xl = ) IXil.
i=1 i=1

El caso base de la induccion es fécil: cuando C tiene solo un elemento, C = {c}, tenemos que
[C+X+B|=|c+X+B|=|X+B|=2X|=2Ac+X|=2C+X]|,

donde la tercera igualdad es consecuencia de la definicién de A. Para demostrar el caso general, suponga-
mos que ya conocemos la desigualdad hasta conjuntos de tamafio r — 1, y demostrémosla para conjuntos
de tamaiio r. Para ello, definimos el complemento de X; en X, X° = X \ X,. Por definici6én de los conjuntos
X; tenemos que ¢, + XF € {c),...,c—1} + X, demodoque ¢; + X+ BC {c1,...,¢-1} + X+ By

C+X+BC({c,....cm1} +X+B)U ((c, + X+ B)\ (¢ + X5 + B)) .

Podemos observar que (¢, + X + B) \ (¢, + X + B) = ¢, + (X + B) \ (X} + B)), ya que se trata de una
traslacion de los conjuntos. De este modo, tomando cardinales obtenemos las cotas

|IC+X+B| <|({ci,....c1} + X +B)U ((c + X + B)\ (¢, + X{ + B))|
< et o1} + X + Bl +|(cr + X + B)\ (¢ + X7 + B)|
=|{e,...,c1}+ X+ B| +|X + B| - |Xf + B,

yaque XS + B C X + B. En la dltima expresion, podemos acotar el término de la izquierda por la hipétesis
de induccién, de modo que
r—1
e G} + X+ Bl < Al{a,.. 6} + X =2 ) [Xi]
i=1
donde la igualdad viene de la expresion (1). Para acotar el término de la derecha, la hip6tesis del enunciado
establece que | X + B| > 1|Xf| y que |[X + B| = 1|X|, de modo que

IX + Bl — [ X7 + B| < A(1X] - [X7]) = A|X|.
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Juntando ambas expresiones y aplicando (1) otra vez, concluimos que

.
|C+X+Bl <) IX|=2|C+X|. n
i=1

B
Demostracién del teorema 10. Sea X € A un subconjunto que minimice el cociente | ,paraZ C Ay

sea A el valor de este minimo. En particular, 4 < a. La demostracién se hace por induccién sobre k. El
caso base vendria dado para k = 1, cuando tenemos que |X + B| = 1|X]| < a|X]|.

Supongamos que el resultado estd demostrado para k — 1. Entonces tenemos que
|X + kB| = [(k—1)B+ X + B| < A|(k—1)B+ X| < a|(k—1)B+ X| < a¥|X],
donde la primera desigualdad es consecuencia del lema 12 y la tercera, de la hipétesis de inducciéon. =

Ahora ya hemos conseguido contestar la pregunta de cémo acotar el nimero de triples sumas dada una
cota sobre el nimero de dobles sumas (las desigualdades de Pliinnecke nos dicen que si |A + A| < a|A]|
entonces |A + A + A| < a®|A|). También tenemos respuesta a la pregunta de cémo acotar |A + A| silo que
conocemos es una cota sobre |A — Al: basta con tomar B = —A en el enunciado del teorema 10 y aplicar
cotas triviales de la misma forma que en el corolario 11 para obtener que |2A| = |2B| < a?|A|. Més en
general, nos podemos preguntar c6mo acotar el tamafio de sumas y diferencias iteradas de conjuntos
dadas cotas sobre conjuntos suma. Una combinacién de algunos resultados previos da respuesta a esta
pregunta.

Teorema 13 (desigualdades de Pliinnecke-Ruzsa [10]). Sean A y B dos conjuntos finitos en un grupo
abeliano tales que |A + B| < «a|A|. Entonces, para l, m > 1 enteros cualesquiera,

|IB— mB| < a"*™|A|.

Demostracion. El teorema 10 nos garantiza la existencia de un conjunto T C A tal que | T + kB| < af|T)|,
para todo k > 1. Ahora basta con aplicar la proposicién 6 tomando X = T, Y = —mBy Z = —IB. Entonces,

|T||IB— mB| < |T + IB||T + mB| < a'|T|a™|T| < o™ |T||A].
El resultado se obtiene dividiendo por |T|. |

El nuevo método de Petridis, ademds de permitir demostrar los teoremas 10 y 13 de manera sencilla, tiene
aplicacién en otros muchos problemas. Por ejemplo, permite demostrar la siguiente desigualdad, andloga
a la desigualdad triangular de Ruzsa pero que no se deduce de esta.

Proposicion 14 ([7, lemma 1.7]). Sean A, B y C tres conjuntos no vacios en un grupo abeliano. Entonces,
|A||[B+ C| < |A+ B||A+ C].

B|

Demostracion. Sea X el conjunto que minimiza el cociente | para todo Z C A. Por el lema 12,

tenemos que

|X + B| |A + B|
<|C+A|
1X| Al

por definicién de X y por las cotas triviales. El enunciado se obtiene multiplicando ambos lados de la
desigualdad por |A| y reordenando los términos (ya que el grupo ambiente es conmutativo). ]

[C+B|<|C+X+B|<|C+X]|

’

Ejercicio 9. Mejorar las cotas del ejercicio 8 en vista de la proposicion 14: si |3A| < «|A|, entonces
|nA| < Otn_2|A|, ImA— Al <a™A] vy |mA-IA| < al+m_2|A|

paratodon >3y m,l > 2.
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Ademis de esto, el lema 12 también tiene muchas aplicaciones para el caso en que se consideran conjuntos
en grupos no abelianos. El estudio de este caso es mds complejo que el del caso conmutativo, pero muchas
de las técnicas y resultados expuestos aqui se pueden extender. Ademds, un lector cuidadoso podrd darse
cuenta de que en la demostracién del lema 12 no hemos utilizado en ningtin momento la conmutatividad
del grupo ambiente, lo cual quiere decir que el mismo resultado es cierto en grupos no conmutativos, y
utilizando esto se pueden obtener otros resultados en este contexto.

Ejercicio 10. Encontrar las versiones no conmutativas de las proposiciones 6 y 14, asi como las cotas
del ejercicio 8 (en el caso no abeliano queremos cotas sobre |g1A + £2A + ... + £,A| para n > 3, con
&; € {-1, 1} para todo i).

Las desigualdades de Pliinnecke, sin embargo, dejan de ser ciertas en el caso no conmutativo. El motivo
de esto es que se pueden construir conjuntos en grupos no abelianos tales que su conjunto suma es
«pequeiio» (lineal en el tamafio del conjunto), pero cuyo conjunto triple suma es «grande» (cuadrético). Se
puede encontrar un ejemplo detallado de este fenémeno en la monografia de Espuny Diaz [1, example 5.2].

De este modo, el estudio de las propiedades de los conjuntos suma se vuelve méas complejo y queda fuera
de los objetivos de este articulo. Se puede leer una discusién sobre los problemas del caso no conmutativo
en el libro de Ruzsa [13]. Para sortear estos problemas, se han buscado otras condiciones que si permitan
establecer cotas del estilo de las desigualdades de Pliinnecke. Se pueden encontrar resultados positivos en
los articulos de Tao [14], Petridis [6] y Espuny Diaz [2].

6. Aplicacion: un problema inverso

Para cerrar este articulo, vamos a demostrar un resultado inverso muy importante. Se trata de un caso
particular del teorema 5 que se puede demostrar utilizando las desigualdades de Pliinnecke-Ruzsa. Este
caso particular no cubre todas las posibilidades que hay en los grupos abelianos, pero si sirve para ver,
de nuevo, el tipo de resultados que se buscan en combinatoria aditiva, y para ver lo ttiles que resultan
las desigualdades de Pliinnecke. Su demostracién se debe a Ruzsa [12], quien combiné todas las técnicas
anteriores de manera elegante y sencilla.

Teorema 15 (Freiman-Ruzsa). Sea G un grupo abeliano tal que todos sus elementos tienen orden acotado.
Sea r una cota superior para el orden de todos los elementos. Sea A C G un conjunto finito tal que
|A + A| < a|A|. Entonces, A estd contenido en un subgrupo H de G tal que

|H| < %1 |A].

Demostracion. Definimos un conjunto X C 2A — A que sea maximal sujeto a la condicién de que para
cada x € X, los conjuntos x + A sean disjuntos; este conjunto existe porque 2A — A es finito. Eso quiere
decir que podemos escribir

X+A= U(x+A),

xeX
siendo la unién disjunta, de modo que |X + A| = |X||A|. Por otra parte, ya que X C 2A — A, entonces
X + A C 3A — A. Aplicando el teorema 13, tenemos que
IX||A] = |X + A < |3A—A| < a*A],

de modo que |X| < a*.

Sea t € 2A — A un elemento cualquiera. Por la maximalidad de X, tenemos que (f + A) N (X + A) # @: de
ser esta interseccion vacia, habriamos encontrado un elemento ¢ que podriamos afadir a X sin romper
la condicién, de modo que X no seria maximal y llegariamos a una contradiccién. Esto quiere decir que
t € X+ A—A. Como podemos hacer lo mismo para cualquier elemento ¢, tenemos que 2A—-A € X + A—A.
Ahora podemos demostrar por induccién que jA — A C (j — 1)X + A — A. En efecto, tenemos que

JA-A=(-1)A-A+AC (j-2)X+A-A+A=(j—-2)X+2A-AC (j-2)X+X+A-A=(j-1)X+A-A4,

donde las inclusiones vienen dadas por la hip6tesis de induccién y el caso base, respectivamente.
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Sea H el subgrupo de G generado por A4, y sea I el subgrupo generado por X. Dado que el orden de todos
los elementos de G esté acotado, tenemos que H = U (JA—A),yaque H = U (jA), y sumar y restar A
j>2 j>1
no puede hacer que nos salgamos del subgrupo. También podemos escribir I = U (jX). Asi, teniendo en
jz1
cuenta el resultado que acabamos de demostrar por induccion,

H=Jia-mc| JG-vx+a-a= Jo+a-a=1+a-A

j=2 jz2 j=1

Asi, basta con acotar el tamafo de I + A — A para obtener una cota para el tamafio del subgrupo H en el
que A estd contenido. Podemos acotar |I| considerando que cualquier elemento g de I se tiene que poder
escribir como n;x; + 12X, + . . . + nx)Xx|, donde x; son los elementos de X escritos en un orden arbitrario
yO0 < n; < r. El tamano de I es como mucho el nimero de estas expresiones, que es rX|. Finalmente,
usamos la cota que hemos obtenido para el tamafio de X, una de las desigualdades triviales (ejercicio 2) y
el corolario 8 (que también se puede obtener usando el teorema 13) para obtener la cota

|H| < |I+A—-A| <|I||A-A] < ar™ |A] n

Nota. Se pueden encontrar soluciones a los ejercicios 4, 5y 8 (y, por tanto, al ejercicio 7), asi como a
la primera parte del ejercicio 10, en la monografia de Espuny Diaz [1, proposition 1.2, proposition 1.1,
corollary 4.7, theorem 5.18 y lemma 6.6, respectivamente], algunas de ellas escritas de manera més general
que en este articulo pero pudiéndose obtener estas de manera inmediata. La solucién del ejercicio 9 sigue
las mismas lineas que la del ejercicio 8. Finalmente, la solucién de la segunda parte del ejercicio 10 se
puede encontrar en un articulo de Espuny Diaz [2], en la demostraciéon del teorema 1.7; también sigue las
lineas del ejercicio 8.
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