Puntos en figuras convexas:
el caso del hexagono regular
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Cuando F es convexa, la funcién S(F) solo puede tomar los valores 5 o 6. En este
articulo se demuestra que 4 < S(F) < 6. Las limitaciones de espacio nos impiden
incluir la demostracion de que S(F) # 4, que el lector puede ver en las referencias
citadas. Como aportacién original, se prueba que si H es un hexdgono regular,
S(H) = 5.
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When F is convex, S(F) can take only the values 5 or 6. In this article, we prove
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Puntos en figuras convexas

1. Introduccion

En esta seccién introduciremos los conceptos necesarios para entender este articulo y expondremos una
herramienta bésica que se usaré a lo largo de todo el trabajo.

Notacién. Entendemos por figura plana y acotada F una regién del plano limitada por una curva cerrada
y continua. Consideramos el borde como dicha curva cerrada.

Para una figura plana y acotada F, denotamos por |F| su drea. Todas las figuras en este trabajo incluirdn
su borde.

Una figura plana F es convexa si, dados dos puntos cualesquiera de F, el segmento que los une esta
incluido en F.

Definicion 1. Dada una figura plana y acotada F, el nimero de Soifer de F, S(F), es el minimo entero m
tal que dados m puntos cualesquiera de F al menos tres de ellos forman un tridngulo de d&rea menor o
igual que |F|/4.

Lemal. S(F) existe para cualquier figura plana y acotada F.

Demostracion. Como F es acotada existe un cuadrado L que contiene a toda la figura. Podemos dividir L
en m rectangulos, cada uno de ellos de drea menor o igual que |F|/4.

/]

Figura 1: Figura plana y acotada dividida en m rectdngulos.

Dados 2m + 1 puntos de F, por el principio del palomar, uno de los rectdngulos contendré al menos
tres puntos. El drea del tridngulo formado por estos tres puntos es menor o igual que |F|/4. Por lo tanto,
sabemos que hay un nimero de puntos 2m + 1 que cumplen lo requerido. Usando que todo subconjunto
no vacio de nimeros naturales contiene un elemento minimal, podemos asegurar que existe un entero
positivo n; que nos da el minimo de S(F). [ |

El siguiente lema se usa con bastante frecuencia en las demostraciones que vamos a presentar, por lo que
hemos creido conveniente ponerlo al inicio y lo presentamos a continuacién:

Lema 2. El drea mdxima de un tridngulo contenido en un paralelogramo de drea |P| es |P|/2.

Demostracion. Sea T un tridngulo cualquiera ABC contenido en P (por ejemplo, como en el paralelogramo
1 de la figura 2). Trazamos una recta paralela a AB por el vértice del paralelogramo mas alejado de este
segmento (C’ en el paralelogramo 2 de la figura 2). El tridngulo T” de vértices ABC’ satisface que |T’| > |T|
por tener mayor o igual altura que el tridngulo T y la misma base. Siguiendo este proceso con el resto
de lados del triangulo T’ se obtienen los tridngulos T’ (como en el paralelogramo 3 de la figura 2) y 7"
(como en el paralelogramo 4 de la figura 2) tales que |T"”’| = |T”’| = |T’| = |T|. El tridngulo T’ tiene

como vértices tres de los vértices del paralelogramo y satisface |T""’| = %. Por tanto, |T| < %. [ |
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Figura 2: Proceso por el cual se obtiene el tridngulo de mayor 4rea de un paralelogramo.

Veamos un ejemplo de lo ttil que es este lema:
Proposicion 3. Para un paralelogramo P se tiene que
S(P) = 5.
Demostracion. Si tomamos los cuatro vértices del paralelogramo, tres cualesquiera de ellos forman un
tridngulo de area % > %. Por tanto, S(P) > 4.

Para probar que S(P) = 5, tomemos los puntos medios de dos lados paralelos del paralelogramo y tracemos
el segmento que los une. Ahora tenemos dos mitades de area |P|/2 cada una.

Por el principio del palomar, tres de los cinco puntos van a ir a parar a una de las dos mitades y, por el
lema 2, el tridngulo que formen esos tres puntos tendrd drea menor o igual que |P|/4. [ |

En la seccién 2 se muestra que si T es un tridngulo, S(T) = 5. La seccién 3 se dedica a probar que S(F) < 6
para cualquier figura plana, acotada y convexa. En la seccién 4 se demuestra que S(F) > 4. En la seccién 5
se prueba que S(F) = 6 para un pentdgono regular. Como aportacion original, se prueba en la seccién 6
que S(H) = 5 para un hexdgono regular. Para finalizar, se enuncia un problema abierto en esta area.

2. El caso del triangulo
Proposicion 4. Para un tridngulo T se tiene que
S(T) > 4.

Demostracién. Es suficiente ver que los tres vértices del tridngulo y el centro de masas (la interseccién de
las medianas) cumplen lo que buscamos.

Figura 3: Tridngulo dividido por sus tres medianas.
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Consideremos los seis tridngulos formados al trazar las tres medianas del tridngulo ABC. De estos, los
tridngulos marcados con la misma letra en la figura 3 tienen igual drea por tener base de igual longitud y la
misma altura. Denotaremos el drea de cada tridngulo con el mismo nombre que este. Como cada mediana
divide un lado del tridngulo en dos mitades iguales, tenemos las siguientes identidades:

X+x+y=y+z+z=>z=2x,
ztztx=x+y+y=>y=gz
X+x+z=z+y+y=>y=x

Portanto, x =y =2z = %. Entonces, el drea del menor tridngulo formado por tres de los cuatro puntos es
1 17

3 4 u

Proposicion 5. Para un tridngulo T se tiene que
S(T) =5.

Demostraciéon. Vamos a hacer una demostracién por reduccién al absurdo. En primer lugar, sin pérdida
de generalidad, tomaremos |T| = 1. Supongamos que todo tridngulo de los diez posibles que se pueden
formar con los cinco puntos ((g) tridngulos) tuviera drea mayor que 1/4. Veamos dénde habria que colocar
€s0s cinco puntos.

Se divide el tridngulo en cuatro tridngulos iguales uniendo los puntos medios de los lados del tridngulo
original, como se muestra en la parte a) de la figura 4:

a) b)

AN VAN
/ VAN VAN

d)

Figura 4: Division del tridngulo en las porciones Sy, S1, S, v Ss.

Denotemos por Sy el tridngulo central en esta particién y por S;, S, y S3 los paralelogramos que se muestran
en las figuras 4b), 4c) y 4d) formados por la unién de Sy y uno de los otros tres tridngulos considerados en
la figura 4a). Denotaremos por m(S;) al nimero de puntos contenidos en la seccion S;. Se tiene que

m(S) <2,
m(Sz) <2
m(Ss) < 2,

ya que si m(S;) > 3 para algiin i € {1, 2,3} entonces, por el lema 2, el paralelogramo S; contendra un
tridngulo formado por tres puntos con drea menor o igual que 1/4.

Supongamos que cogemos los tridngulos b), c) y d) de la figura 4 y los superponemos a la figura a) de tal
modo que las cuatro figuras coincidan. Los paralelogramos S, S; y S3 cubren una vez por completo el
tridngulo original y el tridngulo Sy lo cubren dos veces mds. Esto nos lleva a

m(Sy) + m(Sy) + m(S3) =5+2m(Sp) = 2+2+2>5+2m(Sy) = m(S) <

N | =
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Como m(S;) € Z, entonces
m(So) =0.

Por tanto, sabemos que los puntos estardn repartidos en los tridngulos exteriores siguiendo el patrén

2 — 2 — 1. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que el tridngulo de arriba es el que contiene un
solo punto.

Hagamos una particién del tridngulo inicial en dieciséis tridngulos iguales entre si uniendo los puntos
medios de los lados de los cuatro tridngulos en los que hemos dividido la figura original. Marquemos el
tridngulo Sy en negro, como se muestra en la figura 5, para indicar que ningtin punto va a caer ahi.

Figura 5: Tridngulo dividido en 16 tridngulos iguales.

Etiquetaremos los tridngulos como en la figura 5 y denotaremos por i; el nimero de puntos contenidos en
el tridngulo 1. Del mismo modo definimos i, .. ., iz (véase la figura 5).

Dividamos el tridngulo en las tres regiones (roja, morada y verde) de la figura 6. Como hay un punto en el
tridngulo superior, los otros cuatro puntos deben estar en los paralelogramos morado y verde.

B

Figura 6: Tridngulo dividido en las regiones roja, morada y verde.

Si hubiera tres puntos en la regién central, como estd contenida en un paralelogramo de 4rea % = % <
(figura 6), por el lema 2 tendrfamos un tridngulo de drea menor que i.

N =

Igualmente, como la regién inferior estd contenida en un paralelogramo de drea & = 3
puntos en esta region, por el lema 2, formarian un tridngulo de drea menor o igual que

, si hubiera tres
Z.

Por tanto, la regién central contendra dos puntos y la regién inferior los otros dos. Como en Sy no hay
puntos, los dos puntos de la regiéon de en medio estardn en los tridngulos 1 y 2. Asi pues,

ihh+i=2.
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Tomando las distintas rotaciones del tridngulo y haciendo la misma particién para cada una de las distintas
bases, por el mismo razonamiento llegamos a que

v
=

i3 + iy

[\
—

is + i

Ahora definimos las siguientes sumas:

2i=h+isg+iy 23=b+ig+i5; 25
ZZ il + i5 + ig; 24 = i2 + i4 + ig; 26

i3 + ig + ip;
i3 + ig + Ip.

Se tiene que

6
) ZZi=3(i1+i2+i3+i4+i5+i6)23(2+1+1)=12.
i=1

Por otro lado, vamos a probar que para todo i € {1,...,6} tenemos que X; < 2. En efecto, si se diera que
X;>2paraalgini € {1,..., 6}, entonces tendriamos un paralelogramo de drea 1/2 que contendria tres
puntos (en el caso de 23, el paralelogramo DEFG de la figura 7).

Figura 7: Paralelogramo DEF G de 4rea %

Como este paralelogramo tiene drea 1/2, por el lema 2 tendriamos un tridangulo de drea menor o igual que
1/4.

De la desigualdad (1) y el hecho anteriormente probado de que 2; < 2 para todo i se deduce que 2; = 2
paratodo i € {1,...,6}.

Laigualdad 2 = X, implica que i3 = i;. Por otro lado teniamos que i3 + iy > 1y, como i3 e iy Son nimeros
enteros, obtenemos que

is + iy > 2.
Por el mismo razonamiento obtenemos que

is +ig > 2.

Debido a que i; + i, = 2 y alas dos desigualdades anteriores obtenemos que
6
N
j=1

Como habiamos partido de un tridngulo con cinco puntos, se obtiene una contradiccién. [ |
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3. Cota superior para S(F)

Para poder demostrar que 6 es una cota superior de S(F) necesitamos el siguiente lema.

Lema 6. Para una figura acotada F y un punto P cualquiera de la figura, existe una recta que pasa por P
y divide a la figura en dos partes de igual drea.

Demostracion. Trazamos dos rectas que pasen por Py que formen entre si un dngulo @ como en la figura 8.
Mantendremos fija una de ellas y rotaremos la otra haciendo variar el dngulo «.

fla)

P
ﬁ}i@

Figura 8: Una figura y dos rectas concurrentes en P.

(%

Sean f(a)y g(a) las areas de F en cada uno de los semiespacios determinados por la recta que no esté
fija. Como f y g son continuas y f(0) — g(0) = —(f(«r) — g(rr)), por el teorema de los valores intermedios,
existe un valor de a, digamos «y, tal que f(aq) = g(ao). Esto prueba que por el punto P pasa una recta L
que divide a la figura F en dos partes de igual area. [ |

Proposicion 7. Para toda figura F acotada y convexa con borde se tiene que
S(F) < 6.

Demostracién. Supongamos que tenemos los seis puntos vy, .. ., Ug en la figura F. Por el lema 6, a través
del punto v; podemos trazar una linea que divida la figura en dos porciones de igual drea. Sean estas
porciones F, y F,.

Por el principio del palomar, una de las dos porciones contendrd al menos tres de los cinco puntos restantes.
Supongamos, sin pérdida de generalidad, que F; contiene v,, v3, v4.

Por el lema 6, a través de v; podemos trazar una linea que divida F, en dos porciones de igual drea. Sean
estas porciones Fy; y Fi,. Por el principio del palomar, al menos una de las dos porciones restantes va a
contener dos de los tres puntos. Sin pérdida de generalidad, supongamos que F; contiene a v, y vs.

Figura 9: Figura convexa y acotada con seis puntos y dividida dos veces en partes iguales.

La porcion Fi; tiene drea |Fy;| = |F|/4. Por tanto,

i

|
VU3l < —. |
tvavs] <
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4. Cota inferior para S(F)
Vamos a probar que S(F) > 4 para toda figura F convexa, acotada y con borde. Para la demostracion
necesitaremos la siguiente definicién:

Definicion 2. Sea F una figura convexa y p un punto del borde de F. Una recta soporte de F por p es una
recta que pasa por p y deja la totalidad de la figura F en uno de los dos semiplanos en los que la recta
divide al plano.

Observacion 1. La recta soporte puede no ser tnica.

Es momento de pasar a buscar esa cota inferior.

Proposicion 8. Para toda figura F convexa, acotada y con borde se tiene que
S(F) = 4.

Demostracion. Todo lo que hace falta probar es que S(F) # 3, es decir, que existen tres puntos M, Ny P
en la figura F tales que

1
[MNP| > 2 |Fl.

Por el lema 6, sabemos que hay una recta L que divide F en dos partes de igual drea. Sean M y N los
puntos de interseccién de la recta L con el borde de la figura F. Ahora vamos a dibujar tres rectas soporte:
una que pasa por M y dos paralelas al segmento M N.

P

M N

|

Figura 10: Rectas soporte de una figura.

Trazamos una recta por N paralela a la recta de soporte de M que al cortar con las dos rectas paralelas al
segmento MN nos dard los puntos Ry K. El segmento K R no tiene por qué pertenecer a una recta soporte.
Observemos que, como la figura F es convexa, el segmento RK no contendra puntos del interior de F
por encima y por debajo del segmento MN. Sin pérdida de generalidad, supongamos que el segmento
RK solo contiene a puntos de F (interior y borde) por debajo de M N o que no contiene a ningtin punto
distinto de N.

Sea P un punto de la figura y de la recta soporte que estd por encima de MN. Probaremos que M, N y P
son los tres puntos buscados. Sea T el punto de interseccién de esta recta soporte con la recta soporte de
F que pasa por M. Como exactamente la mitad del 4rea de la figura F estd completamente contenida en
el paralelogramo M TRN, obtenemos que

1 1
IMNP| = ZIMTRN| 2 |F|.

Queremos probar la desigualdad estricta y solo hemos obtenido «>». La igualdad solo se obtiene cuando
la mitad de la figura F coincide exactamente con el paralelogramo M TRN. En ese caso, podemos tomar
los puntos T, Ry cualquier punto Q de la figura F que se encuentre por debajo de M N. Entonces

1
ITRQ| > 7 FI. n
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En el libro de Soifer [4, seccién 8.5] se prueba la siguiente proposicién. Debido a su extensién hemos
decidido omitir su demostracién.

Proposicion 9. Para toda figura F convexa, acotada y con borde se tiene que

S(F) # 4.

Por tanto, se tiene que
S(F) > 5.

5. Pentagono regular

Proposicion 10. Para un pentdgono regular F se tiene que
S(F) =6.

Demostracion. Como S(F) < 6 por la proposiciéon 7, tenemos que ver que S(F) > 5, es decir, que podemos
encontrar un conjunto de cinco puntos tales que los diez tridngulos ((g) tridngulos) formados por tres de
ellos tengan drea mayor que ilF l.

Los cinco vértices de F nos dan el conjunto buscado. Sea S el tridngulo formado por dos lados contiguos y
una diagonal, que estd formado por tres de los cinco puntos (ver la figura 11). El tridngulo S es is6sceles

con dngulos de 108 y 36 grados y base (lado desigual) de longitud ¢ - L, donde L es la longitud del lado del
1+v5

pentédgono inicial y ¢ = =~ es el nimero dureo. Supongamos, sin pérdida de generalidad, que el lado del
pentdgono vale 1. La razén entre dreas serd la misma que la de cualquier pentdgono con longitud de lado
L.

Figura 11: Pentdgono regular dividido en los tres tridngulos is6sceles que se obtienen de trazar las diagonales
por un vértice.

Como el dngulo menor de S mide 36 grados y el lado del pentdgono mide 1, tenemos que & = sin 36,
siendo £ la altura del tridngulo S. Por tanto,

S| =

1+ vV5)sin36
%zO,MSS...

Por otro lado, si dividimos el pentdgono en cinco tridngulos iguales, con vértice comtn en el centro del
mismo, obtenemos cinco tridngulos is6sceles cuyo dngulo mayor mide 72 grados. Usando esta informacién

y que el lado del pentdgono mide 1, obtenemos que el valor de la apotema es a = m. Entonces

|F| = =1,7204...

4 tan 36

Por tanto,
IS|  (1+ v/5) sin 36 ~5c0s36
|F| ~ 4 " 45in 36

1
=0,2763... > —.
4
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Por ultimo, el 4rea del otro tipo de tridngulo T que se podria formar en el pentdgono uniendo tres de los
cinco puntos escogidos seria
|T| = |F|-2|S| =0,76%4...

Entonces,
|T|
— =0,4472... >
|F|

el

6. El hexagono regular

Uno de los problemas que propone Alexander Soifer en su libro [4, Problema 8.6.5] es hallar el valor de la
funcién S(F) cuando F es un hexagono regular. En la realizacion del trabajo de Mellado Cuerno [3] se dio
con la solucién de este problema.

Proposicion 11.  Sea H un hexdgono regular. Entonces,
S(H) = 5.

Demostracion. Supongamos que |H| = 1. Trabajaremos con el mallado del hexdgono regular que se
muestra en la figura 12:

Figura 12: Mallado del hexdgono regular y los cuatro trapecios que se obtienen con él.

Este mallado consta de veinticuatro tridngulos equildteros de drea 1/24 y se construye tomando el punto
medio de cada lado del hexdgono y trazando dos segmentos paralelos a los lados contiguos mas las
diagonales del hexdgono. Con esta division hemos conseguido cuatro trapecios isésceles, dos formados
por cinco tridngulos cada uno (numerados con el 1 y el 4 en la figura 12) y otros dos formados por siete
tridngulos cada uno (numerados con el 2 y el 3 en la figura 12). A partir de este punto, siempre que nos
refiramos a los trapecios en la demostraciéon hablaremos de estos que acabamos de definir y usaremos la
notacion de la figura 12. Tomemos cinco puntos en el hexdgono. Por el principio del palomar, al menos
uno de los trapecios va a tener dos puntos. Vamos a dividir la demostracién en varios casos.

Caso 1 Supongamos que al menos tres puntos van a parar a un mismo trapecio.

En este caso ya tendriamos el tridngulo buscado aplicando el lema 2. Si tres de estos puntos estuvieran
en un trapecio como el 1 o el 4 de la figura 12, estarian incluidos en los paralelogramos de color
morado y rojo (figura 13), que tienen drea 1/2. Si los tres puntos estuvieran en uno de los trapecios
numerados con 2 y 3 en la figura 12, estarian incluidos en los paralelogramos azul y verde (figura 13),
que tienen drea menor que 1/2:

Figura 13: Paralelogramos de drea menor o igual a % para resolver el caso 1.
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Tenemos que estudiar los casos en los que hay como maximo dos puntos en cada uno de los trapecios.
Caso 2 Supongamos que el trapecio inferior contiene dos puntos y el trapecio contiguo, uno.
Volveremos a servirnos del lema 2 para resolver este caso.

Sea donde sea que coloquemos el punto solitario, los tres puntos estardn en un paralelogramo de
drea 1/2 (rojo o verde en la figura 14) y, por tanto, tendremos nuestro tridngulo deseado de area
menor o igual que 1/4:

Figura 14: Paralelogramos de area % para resolver el caso 2

De este caso también derivamos la situacién de que cada uno de estos dos trapecios tenga dos
puntos.

Caso 3 Supongamos que el trapecio inferior tiene un punto y el contiguo dos.

Sea arbitrario el tridngulo donde coloquemos el punto inferior. Si los otros dos puntos estuvieran
o bien en el paralelogramo rojo o en el verde de la figura 15, como ambos son de drea 1/2, por el
lema 2 se obtendria un tridngulo de area menor o igual que 1/4.

Figura 15: Paralelogramos de area % para resolver el caso 3

Por tanto tenemos que considerar el caso en que haya un punto en cada uno de los tridngulos
extremos del trapecio 3. Con esta colocacién de los tres puntos no podemos asegurar que vayan a
formar un tridngulo de drea menor o igual que 1/4; necesitamos que entre un cuarto punto en juego.
Vamos a volver a separarlo en tres casos.

3.1. Supongamos que hubiera un punto en el trapecio 2 de la figura 16, que es contiguo al que ya
tiene dos puntos. Si el punto estd en un tridngulo contenido en los paralelogramos rojo o verde
de la figura 16, se tendria un tridngulo de drea menor o igual a 1/4, debido al lema 2:

Figura 16: Paralelogramos de 4rea % para resolver el caso 3.1.
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Quedaria por estudiar la posibilidad de que el punto se sitie en el tridngulo central del trapecio
2 de la figura 16.

El punto restante deberia estar en el trapecio superior. Sea donde sea que lo coloquemos
podremos trazar un paralelogramo de drea 1/2 y aplicar el lema 2:

Figura 17: Paralelogramos de drea % para resolver el caso 3.1.

3.2. Supongamos que en el trapecio 2 de la figura 16 estuvieran los dos puntos restantes. Por el
razonamiento del caso anterior, los dos puntos tendrian que estar en el tridngulo central de ese
trapecio. Es facil encontrar un paralelogramo de drea menor o igual que 1/2 que contenga tres
puntos (figura 18) y por el lema 2, los tres puntos formaran un tridngulo de drea menor o igual
que 1/4.

Figura 18: Paralelogramo de area % para resolver el caso 3.2.

3.3. Supongamos que colocamos los dos puntos restantes en el trapecio superior. Si uno de los dos
puntos no estd en un tridngulo de los extremos, aplicamos el lema 2 a los paralelogramos rojo
o verde de la figura 19 y obtenemos de nuevo un tridangulo de drea menor o igual que 1/4.

Figura 19: Paralelogramos de drea % para resolver el caso 3.3.

Colocando cada uno de los dos puntos en sendos tridngulos de los extremos del trapecio superior
encontramos los paralelogramos que se muestran en la figura 20 de drea 1/2 y podemos volver
a aplicar el lema 2 para obtener el tridngulo deseado.
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Figura 20: Paralelogramos de 4rea % para resolver el caso 3.3.

El resto de combinaciones posibles se derivan de uno de los casos que acabamos de discutir gracias a la
simetria del hexdgono regular.

Con esto acaba la demostracién y vemos que

S(H) = 5. [ |

7. Clasificacion de figuras convexas con borde
Debido a las proposiciones 7 y 9, la funciéon S(F) solo puede tomar dos valores:

S(F) =50 S(F) = 6.

Se cree que la excepcion es S(F) = 6. Ante la dificultad de encontrar las figuras que cumplieran este caso,
en 1990 Alexander Soifer lanz6 un reto matematico. Ofrecia cincuenta délares a la persona que diera la
clasificacion de las figuras F tales que S(F) = 6. El propio Soifer conjeturé lo siguiente:

Conjetura12. Las figuras F acotadas y convexas tales que S(F) = 6 son aquellas cuyo borde se obtiene
como transformacion afin del borde de un pentdgono regular y queda comprendido entre dos pentigonos
regulares concéntricos, como se puede observar en la figura 21.

Figura 21: Pentdgonos regulares concéntricos.

El matematico ruso Karabash probé en 2007 con dos articulos [1, 2], el primero publicado en 2007 y el
segundo en 2008, que la conjetura de Alexander Soifer era falsa.

Actualmente, la cuantia del reto ha ascendido a cien délares y prima la conjetura que el propio Karabash
dio:

Conjetura 13. Es imposible dar una clasificacién de las figuras F tales que S(F) = 6.
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