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present and motivate the axioms, and not to make a thorough study of them in
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El sistema de axiomas de ZFC

1. Introduccion

A finales del siglo x1x, David Hilbert, afamado matemadtico alemdn, afirmaba que la manera adecuada
de desarrollar cualquier teoria cientifica de manera rigurosa era a partir de una axiomatizacién. Entre
estas teorias estaba la teoria de conjuntos, rama de las matemadticas que estudia las «colecciones bien
definidas, llamadas conjuntos, de objetos a los que llamamos miembros o elementos» [4], que a su vez
son conjuntos. La teoria de conjuntos sirve como fundamento de las matemadticas, ya que a partir de ella
se pueden desarrollar formalmente las demds teorias matemadticas y sus diferentes estructuras.

En principio, dados dos conjuntos x e y, lo tinico que podemos decir sobre ellos es si son iguales, lo cual
denotariamos por x = y, 0 si uno pertenece a otro, lo cual denotariamos por x € y. Estas afirmaciones
pueden ser verdaderas o falsas. Sin embargo, estas dos relaciones que podemos establecer entre dos
conjuntos han de satisfacer una serie de axiomas, es decir, unos principios fundamentales e indemostrables,
que asumimos ciertos, sobre los que se construye la teoria.

Una vez asumido este sistema de axiomas, el objetivo de la teoria de conjuntos es determinar qué afirma-
ciones sobre los conjuntos son verdaderas (pueden demostrarse siguiendo unos razonamientos légicos),
cudles son falsas (su negacion es verdadera) y cudles son indecidibles (ni ellas ni sus negaciones se pueden
deducir de los axiomas).

En este trabajo vamos a comenzar enunciando los axiomas de Zermelo-Fraenkel, para los cuales la principal
referencia son los apuntes de Avilés Lopez [3]'. Posteriormente, estableceremos el axioma de eleccién, el
cual, unido a los axiomas de Zermelo-Fraenkel, constituye el sistema de axiomas mds utilizado. Asimismo,
comentaremos la dualidad de la presencia del axioma de eleccién en las matemadticas. Finalizaremos
el articulo hablando del concepto de consistencia de un sistema de axiomas, asi como de una posible
alternativa al axioma de eleccion.

2. Los axiomas de ZF

En 1904, Ernst Zermelo, matematico y 16gico aleman, formuld el axioma de eleccién para probar que todo
conjunto puede ser bien ordenado. Zermelo recibié muchas criticas por ello y célebres colegas como Borel,
Baire y Lebesgue se opusieron al axioma, ya que este establece la existencia de un cierto conjunto sin dar
una definicién explicita del mismo, algo inasumible por muchos en aquel momento?.

Cuatro afios més tarde, en 1908, con el fin de proteger su demostracién, Zermelo publicé la primera
axiomatizacién de la teoria de conjuntos, donde los axiomas que postulé eran principios consonantes
con su prueba, entre los que se encontraba el axioma de eleccion. Lejos de alejar la controversia sobre su
prueba, lo que ocurri6 es que la propia axiomatizacién fue cuestionada.

Fue en 1930 cuando Zermelo public6é una nueva axiomatizacién en la que se modificé la anterior y se
incluyeron las sugerencias hechas por Fraenkel unos afios antes. Este sistema es muy parecido al usado
hoy en dia y se conoce como Zermelo-Fraenkel (ZF). Comenzamos ahora a enunciar los axiomas que lo
componen:

Axioma 1 (ZF1: axioma de extensionalidad). Dos conjuntos son iguales si y solo si tienen los mismos
elementos.

Este axioma es muy importante porque nos proporciona la unicidad de los conjuntos.

Axioma 2 (ZF2: axioma del conjunto vacio). Existe un conjunto que no tiene elementos. Lo denotaremos
por @.

Para entender la necesidad de varios de los siguientes axiomas de ZF es necesario hablar de la paradoja
mds famosa de la teoria de conjuntos: la paradoja de Russell. Podria parecer 16gico introducir el siguiente
axioma en el sistema ZF:

IDado que estos apuntes son privados, recomendamos al lector consultar el libro de Goldrei [9], donde se exponen los axiomas
de ZF con gran claridad.
2Las referencias histéricas utilizadas a lo largo del trabajo han sido extraidas del libro de Moore [16].
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Axioma A. Dada una propiedad P(t), existe un conjunto x cuyos elementos son precisamente los conjun-
tos t que cumplen la propiedad.

Sin embargo, este axioma lleva a contradicciones ya que, si consideramos la propiedad ¢ ¢ t, el axioma A
nos dice que existe el conjunto x = {¢: ¢ ¢ t}. Si ahora nos preguntamos si x € x, tenemos dos opciones:

1. Si x € x, x no puede ser elemento de si mismo, por lo que x ¢ x.

2. Six ¢ x, x es elemento de si mismo, por lo que x € x.

Asipues, x € x &= x ¢ x. Esto es absurdo, por lo que nos vemos obligados a descartar este axioma. La
explicacién intuitiva reside en que un conjunto debe existir después de sus elementos. Asi pues, no tiene
sentido preguntarse si x € x antes de que exista. Esto conlleva la inclusién de otra serie de axiomas que lo
sustituyan y eviten contradicciones. En concreto, estos son ZF3-ZF7:

Axioma 3 (ZF3: axioma de separacion). Dados un conjunto C y una propiedad P(t) que los elementos t
de C pueden cumplir o no, existe el conjunto x = {t € C: P(t)}.

Este axioma es diferente a nuestro axioma A puesto que, asi como en el axioma A se asume la existencia del
conjunto x de manera incondicional, en el axioma de separacién esta supeditada a la existencia previa del
conjunto C. Esta diferencia conlleva que si consideramos de nuevo la propiedad ¢ ¢ t, la cual nos llevaba a
contradiccién con el axioma A, en este caso no lo hace, ya que tendriamos el conjunto x = {t € C: t ¢ t},
el cual veremos que es el propio C.

Axioma 4 (ZF4: axioma de pares). Dados dos conjuntos x, y, existe el conjunto formado tinicamente por
x e y, al que denotaremos por {x, y}.

Nota1. En el caso en el que x e y sean iguales, denotaremos a {x, y} = {x, x} por {x}.

Este axioma nos permite definir los pares ordenados (a, b) := {{a}, {a, b}}. A partir de estos definimos el
producto cartesiano de dos conjuntos x, y como

xxy:={(a,b):acxybcey}
Axioma 5 (ZF5: axioma de la unién). Dado un conjunto x, existe la union

Ux={t:Jyex:tey}

Lo que nos dice este axioma es que, dado un conjunto x, podemos encontrar un conjunto cuyos elementos
son los elementos de los elementos de x.

Una vez que hemos enunciado ZF4 y ZF5, estamos en condiciones de definir la unién y la interseccién de
dos conjuntos. En efecto, dados a, b conjuntos, definimos aU b := | J{a, b}. Esta definicién est4 justificada
porque x € | J{a,b} <= 3Ty € {a, b} tal que x € y. Basta notar ahora que los tinicos elementos de
{a, b} sonayb.Asi,x € | J{a, b} < (x € a)V(x € b).Tener definida la unién de dos conjuntos nos da
pie a definir la interseccion de la siguiente manera (ver [9], p.85):anNb :={x€aUb:(x € a) A (x € b)}
(nétese el uso del axioma de separacion).

Definicion 1. Dados dos conjuntos x, y, diremos que y esta contenido en x o y es un subconjunto de x si
para todo z € y, se cumple que z € x. En tal caso, escribiremos y C x.

Axioma 6 (ZF6: axioma de las partes). Dado un conjunto x, existe el conjunto P(x) == {y:y C x}.

Asi pues, el conjunto P(x), al que llamaremos «partes de x», estd formado por los subconjuntos de x.

Axioma 7 (ZF7: axioma de reemplazamiento). Si x es un conjunto y F(t) una funcién que permite asignar
a cada elemento t € x un conjunto F(t), entonces existe el conjunto {F(t):t € x}.

El axioma del conjunto vacio nos garantiza la existencia de al menos un conjunto. Sin embargo, no
garantiza la existencia de conjuntos infinitos. Veamos un ejemplo: tomamos el conjunto @ y, usando ZF4,
construimos {@}. Llamaremos 1 ala unién de @ y {@}. Asi, 1 = @U{@}. Estd claro que 1 = {@}. Del mismo
modo, definimos 2 := 1 U {1} = {@, 1}. De manera general, dado el conjunto n, definimos el «sucesor de
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n» como s(n) := nU {n} = {@,..., n}. Denotaremos s(n) como n + 1. De esta forma podemos definir
los ndmeros naturales. No obstante, no tenemos garantizada la existencia del conjunto que los contenga a
todos ellos, es decir, IN. Esto es precisamente lo que nos proporciona el siguiente axioma, ya que afirma la
existencia de un conjunto infinito.

Axioma 8 (ZF8: axioma del infinito). Existe un conjunto x tal que

* D E X

eVn:nex= s(n)ex.

Nota 2. La interseccién de los conjuntos x que satisfacen el axioma del infinito también es un conjunto
que lo satisface. Esto nos permite definir N como el menor conjunto que cumple ZF8.

Lemal. ZF4 puede ser deducido a partir de ZF1, ZF3, ZF6 y ZF7.

Demostracion. En efecto, dados x e y conjuntos, consideramos el conjunto {y € x:y # y} (por ZF3).
Este conjunto es el vacio @. Aplicamos ahora ZF6 y obtenemos (@) = {@} = 1. De nuevo, por ZF6,
P(1) = {@, 1} = 2. Asi, ya tenemos un conjunto con dos elementos. Definimos ahora una funcién de la
siguiente manera:

2 = X

1 > .
Basta usar ahora ZF7 y tenemos que existe el conjunto {F(t) : t € 2} = {x, y}. [ |

A pesar de que ZF4 se pueda deducir de otros axiomas, se incluye por motivos didacticos, ya que permite
clarificar la comprensién de los axiomas.

Axioma 9 (ZF9: axioma de regularidad). Para cualquier conjunto no vacio x existe y € x talque xNy = @.

A priori, este axioma no parece intuitivo. Uno puede pensar en un conjunto muy importante, como es, por
ejemplo, N, el conjunto de los nlimeros naturales, y rdpidamente llega a la conclusién de que es imposible
que exista algiin natural cuya interseccién con IN sea vacia, porque ;qué sentido tiene que un ntimero
natural sea disjunto con IN? Esta aparente contradiccién en realidad no es tal; estd inducida por la manera
de pensar en los nimeros naturales. Lo que ocurre es que cuando trabajamos a diario con los nimeros
naturales, tratamos a estos como eso, nimeros. Sin embargo, como hemos visto antes, estos son conjuntos,
y su definicién hace que no exista contradiccién alguna.

Por otro lado, cabe destacar que el axioma de regularidad nos permite deducir que no existen conjuntos
que se contengan a si mismos:

Proposicion 2 (9, pag. 95]). Ningtin conjunto puede ser elemento de si mismo.

Demostracion. Sea x un conjunto. Por el axioma de pares (ZF4), existe el conjunto {x}. Por el axioma de
regularidad (ZF9), existe un elemento de {x} que es disjunto con {x}. Ahora bien, como el tinico elemento
de {x} es x, x N {x} = @, lo que implica que el Gnico elemento de {x}, x, no esta en el otro conjunto de la
interseccion, x, es decir, x ¢ x. [ |

De aqui deducimos que el conjunto x = {t € C: ¢ ¢ t}, considerado tras el axioma de separacion, es,
en efecto, el propio C. Del mismo modo, si consideramos el conjunto x = {t € C: t € t}, tenemos que
no tiene ningln elemento. Asi pues, el axioma del conjunto vacio (ZF2) se puede deducir de los demads
axiomas, pero, al igual que el axioma de pares, se incluye por motivos did4cticos.

3. El axioma de eleccion (AC)

Pasamos ahora a hablar del axioma de eleccién, al que denotaremos AC por sus siglas en inglés, un axioma
clave en la teoria de conjuntos. En la primera axiomatizacion de esta, también llevada a cabo por Zermelo,
en 1908, este aparecia dentro de los axiomas que postulé. Sin embargo, en el sistema ZF formulado en
1930, fue excluido debido a las diferencias existentes entre el resto de axiomas y éL
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Definicion 2 ([11, pag. 47]). Si S es una familia de conjuntos no vacios, una funcién de eleccién para S es
una funcién f: S — |J S tal que
fX)eX VXeS.

Axioma 10 (Axioma de eleccién (AC)). Toda familia de conjuntos no vacios tiene una funcién de eleccion.

Nota 3. Dado que el producto cartesiano de una familia de conjuntos {X; : i € I} se define como
[Lia; Xi={f: T > U{X;:ieI}:f(i) e X; ¥V ie I} (ver [15], pag. 158), tenemos que el axioma de elecciéon
es equivalente a que, dada una familia de conjuntos no vacios, su producto cartesiano sea no vacio.

Sin embargo, cuando hablamos de una familia finita de conjuntos no vacios, la existencia de una funcién
de eleccién es consecuencia de ZF:

Proposicion 3. Sea S una familia finita de conjuntos no vacios. Entonces, S tiene una funcion de eleccion.

Como hemos comentado anteriormente, el axioma de eleccién fue formulado por Zermelo en 1904 cuando
buscaba una prueba de que todo conjunto puede ser bien ordenado. Fue rechazado de manera tajante
por aquellos matemdticos que identificaban la existencia de un objeto matemdtico con su construcciéon
mediante una regla, puesto que el AC postula la existencia de un conjunto sin dar definicién alguna de este.
Por otro lado, a partir de él se obtienen resultados como la paradoja de Banach-Tarski y la existencia de
conjuntos no medibles Lebesgue. Sin embargo, hoy en dia es aceptado por la mayoria de los matemaéticos
y es necesario a la hora de obtener resultados en 4lgebra, anélisis o topologia.

3.1. Dualidad de AC

Otra caracteristica del axioma de eleccién es que posee un caracter dual: su presencia en las matemaéticas
se ve claramente dividida en dos papeles. En primer lugar, hay resultados para los cuales AC es necesario
tal y como se acaba de enunciar:

Teorema 4 (Lema de Zorn [14, pags. 161-162]). Si (P, <) es un conjunto parcialmente ordenado tal que
todo subconjunto suyo totalmente ordenado tiene una cota superior, entonces P tiene un elemento
maximal.

Ahora bien, también se cumple el reciproco, lo cual deriva en lo siguiente:

Teorema 5 ([14, pég. 162]). Ellema de Zorn es equivalente al axioma de eleccién.

Es gracias al lema de Zorn que podemos obtener resultados tan importantes en las matemadticas, cuyas
pruebas pueden consultarse en el libro de Jech [12], como son los siguientes:

* Todo espacio vectorial tiene un base.

e Teorema de Hahn-Banach.

* Teorema de Tichonoff sobre compactos.

* Todo cuerpo tiene una Gnica clausura algebraica.

Asi mismo, de la existencia de una funcién de eleccién para una familia arbitraria de conjuntos no vacios
se derivan los resultados contraintuitivos de los que hemos hablado:

Teorema 6 ([5, pags. 109-110]). Existen conjuntos no medibles Lebesgue en R.

Teorema 7 (Paradoja de Banach-Tarski [9, pag. 116]). Sea S la bola unidad en R3.S puede ser particionada
en un nimero finito de subconjuntos tales que, movidos mediante traslaciones y rotaciones, producen
dos bolas unidad.

Asi como el axioma de eleccién se usa para probar ciertos resultados muy importantes, como son los
anteriores, existe otro tipo de resultados, pertenecientes sobre todo al andlisis real y a la teoria de la medida,
para los cuales es suficiente una version mas débil de él:

Axioma 11 (Axioma numerable de eleccién (CAC)). Toda familia numerable de conjuntos no vacios tiene
una funcién de eleccion.
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Antes de que Zermelo enunciara el axioma de eleccion, este ya habia sido usado en diversas pruebas de
manera implicita en su versién numerable, debido a que en su versién numerable es mas complicada la
identificacién de su uso. A modo de ejemplo, vamos a demostrar un resultado muy conocido para el que
se dio este tipo de situacién.

Teorema 8 ([17, pag. 163]). Sea f: R — R una aplicacién. Entonces, | es continua si y solo si es continua
por sucesiones, es decir, siy solo si para toda sucesion (x,)nen tal que x, — x se cumple que f(x,) — f(x).
En concreto, el CAC es necesario para probar que la continuidad por sucesiones implica la continuidad:
Proposicion 9. Sea f: R — R continua por sucesiones. Entonces, f es continua.

Demostracién. Supongamos que f no es continua en a. Por tanto, existe un € > 0 tal que para todo 6 > 0
existe x € B(a, ) tal que f(x) ¢ B(f(a), €). En particular, para todo n € IN podemos elegir x,, € (a— %, a-+ %)
tal que f(x,) € B(f(a), €). Hemos construido una sucesién que converge a a cuya imagen no converge a
f(a). Esto es una contradiccion, por lo que f es continua en a. |

Notemos que el axioma numerable de eleccién estd siendo usado en el momento en el que se di-
ce «podemos elegir x, tal que...», puesto que tenemos la familia numerable de conjuntos no vacios
Fo={x:x€(a- %, a+ %) y f(x) € B(f(a), €)}, la cual posee una funcién de eleccién que nos permite
elegir x, con la propiedad deseada.

Otro resultado muy conocido en el que también es necesario el uso del CAC es el siguiente:

Proposicion 10 ([16, pag. 9]1). La union numerable de conjuntos numerables es numerable.

3.2. Dos versiones del AC

En la seccién anterior hemos enunciado el axioma numerable de eleccién (CAC) y hemos dicho que este es
consecuencia del axioma de eleccién (AC). En esta secciéon vamos a probar este resultado, pero, previamente,
pasaremos por otro axioma mads fuerte que el CAC, llamado principio de elecciones dependientes (DC),
necesario para definir sucesiones de manera inductiva.

Definicion 3 ([11, pag. 10]). Dados dos conjuntos A, B, una relacion binaria R entre Ay B es un subconjunto
del producto cartesiano A X B. Asi, si (a, b) € R, diremos que aRb.

Axioma 12 (Principio de elecciones dependientes (DC)). Sea R una relacién binaria en un conjunto no
vacio A. Si para todo a € A existe b € A tal que bRa, entonces existe una sucesion (a,),en de elementos
de A tal que a,;Ra,, para todo n € IN.

Proposicion 11 ([11, Ejercicio 5.7]). El principio de elecciones dependientes implica el axioma numerable
de eleccion.

Demostracion. Sea S = {A, : n € N} una familia numerable de conjuntos no vacios. Sea
A = {funciones de eleccién para algin S, },

donde S, = {A; : i < n} para todo n € IN. Consideramos también la relacién binaria 2.
Sea ahora f € A (existe porque estamos en el caso finito). ;Existe g € A tal que g 2 f2°

Como f € A, f es una funcién de eleccién en un cierto S,,. Por otro lado, como S es una familia de
subconjuntos no vacios, existe x € Ay +1. Definimos ahora g de la siguiente manera:

8 Sn0+1 - U Sn0+1
Al - f(Al)!
Az i

f(A),

Ano '_) f (Ano )’

An0+1 = X.

3Cuando decimos que una funcién contiene otra nos estamos refiriendo a que una es una extensién de la otra.
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Asi, tenemos una funcién de eleccion g tal que g 2 f. Ahora, por hip6étesis, existe una sucesion (f;,),en
con f; C fy+1 para todo n en IN. Sea ahora

F: § - US
Ay = fu(Ap).

F es una funcién de eleccién porque, para todo n € N, se tiene que f,, es una funcién de eleccion de S,,,
para cierto m > n. ]

Proposicion 12 ([17, pag. 243]). El axioma de eleccion implica el principio de elecciones dependientes.

Demostracién. Sea R una relacién binaria en un conjunto no vacio A. Supongamos que para todo a € A
existe b € A tal que bRa. Veamos que existe una sucesion (a,),cn de elementos de A tal que a1 Ra, para
cadan € IN.

Consideramos ahora, para todo x € A, el conjunto
R(x) ={y € A:yRx}.
Tenemos, pues, una familia de conjuntos T := (R(x))yea no vacios. Ahora, por hipétesis, existe

F: T — Uur
R(x) +— F(R(x)) € R(x).

Esto nos permite construir la funcién

f: A - T - ur
x > R(x) — F(R(x)) € R(x).

Sea ahora, para todo x € A, la sucesion (a,),en = (f"(x))nen. Gracias a que F es una funcién de eleccién
se cumple que, para todo n € N, f**!(x) = f(f"(x)) € R(f"(x)), por lo que f"*}(x)Rf"(x). [

4. Consistencia

Ahora bien, una de las caracteristicas que ha de tener un sistema de axiomas es la consistencia, es decir,
que a partir de ellos no se pueda deducir ninguna contradiccion. Existia una creencia de que el sistema de
axiomas de Zermelo-Fraenkel era consistente y durante varios afios se intent6 probar. Sin embargo, entre
1930 y 1936 Godel probé que la consistencia de ZF no puede ser deducida dentro del propio ZF (para
consultar las obras de Gédel, véanse sus Obras completas [8]), sino que para ello es necesario un sistema
de axiomas mds general en el que a priori es mas complicado tener consistencia:

Teorema 13 ([6, pag. 45]). Bajo ZE es imposible demostrar que ZF sea consistente.

Este resultado arrojé un jarro de agua fria sobre aquellos que creian que seria posible encontrar un sistema
de axiomas consistente que permitiera desarrollar todas las matematicas dentro de éL

Otro problema seguia abierto, y era la consistencia relativa del axioma de eleccién respecto a ZE En 1924
se publicé la paradoja de Banach-Tarski, que junto con el hecho de que existieran conjuntos no medibles
Lebesgue en la recta real (debido esto dltimo a Vitali) hizo pensar que el axioma de eleccién habia de
conducir a alguna contradiccién, por lo que los que no creian en él sostenian que el sistema de axiomas
ZFC era inconsistente. Sin embargo, de nuevo Godel, en 1935, durante una visita al Instituto de Estudios
Avanzados de Princeton, comunic6 a Von Neumann que habia demostrado que si ZF es consistente, ZFC es
consistente, es decir, la consistencia relativa del AC respecto a ZE Este resultado cerré el debate existente
en torno al axioma de eleccién durante varias décadas, ddndole la razén a Zermelo, el primero que abog6
por él:

Teorema 14 ([6, pag. 99]). Si ZF es consistente, entonces ZFC es consistente.

El primero de estos resultados supuso un fracaso para la comunidad matemadtica porque limita el debate
de la consistencia de ZF al empirismo. El segundo de ellos cerr6 el debate abierto sobre el axioma de
eleccién. Muchos matematicos seguian creyendo que este axioma llevaria a contradicciones. Sin embargo,
la consistencia de ZFC es equivalente a la de ZE Y la consistencia de ZE pese a no poderse probar, es
aceptada. Asi pues, la de ZFC habria de serlo también.
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5. Consideraciones finales

Alo largo de estas paginas hemos expuesto el sistema de axiomas més comun de las matematicas, el de ZE
y hemos hablado del axioma més famoso, el de eleccién. Del mismo modo, hemos visto que este tltimo,
pese a dar lugar a determinados resultados contraintuitivos, como la existencia de conjuntos no medibles
Lebesgue en R y la paradoja de Banach-Tarski, es comuinmente aceptado por la comunidad matemadtica,
algo que se ve respaldado por los resultados relativos a la consistencia que acabamos de enunciar.

Finalmente, cabe resaltar que existen alternativas al axioma de eleccién, como el axioma de determinacion,
incompatible con este y bajo el cual todo conjunto de niimeros reales es medible Lebesgue®.
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