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Resumen: El objetivo de este trabajo no es otro que presentar, a modo introduc-
torio, un resultado de dominación sparse puntual para operadores de Calderón-
Zygmund. Este resultado se encuadra dentro de una teoría más amplia que se ha
desarrollado, y, de hecho, aún sigue desarrollándose, en los últimos años: la teoría
de dominación sparse, cuya filosofía consiste en controlar operadores clásicos en
análisis armónico por operadores diádicos más sencillos de manejar a la hora de
obtener desigualdades con pesos.

Abstract: The purpose of this paper is to introduce a pointwise sparse domination
result for Calderón-Zygmund operators. This result can be regarded in a wider
framework that has blossomed in the last years, the so-called sparse domination
theory, that consists in dominating classic operators in harmonic analysis by dyadic
operators that are easier to handle to obtain weighted estimates.
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Dominación sparse y el teorema A₂

1. Introducción.Desigualdades conpesos yel operadormaximal deHardy-
Littlewood

El objetivo fundamental de este trabajo es presentar un caso particular de dominación sparse, el de
los operadores de Calderón-Zygmund. En los últimos años este tipo de resultados han tenido un rol
fundamental en la teoría de pesos, dentro de la cual han permitido obtener nuevos resultados y simplificar
las pruebas de resultados ya conocidos. Para el lector que no esté familiarizado con el tema, las líneas
anteriores deben resultar algo incomprensibles. Vamos, por tanto, a empezar desde el principio.

Recordamos que dada una función f ∈ L1loc(�
n), es decir, una función cuya integral es integrable Lebesgue

en cualquier conjunto acotado medible, el operador maximal de Hardy-Littlewood se define como

Mf (x) = sup
Q3x

1
|Q |

∫
Q
|f (y)| dy , x ∈ �n ,

donde el supremo se toma sobre todos losQ a los que pertenece x. En lo que sigue, denotaremos por xj a la
j-ésima componente de x ∈ �n ; cadaQ será un cubo de�n , es decir,Q = [a1, a1+l(Q)]×· · ·×[an , an+l(Q)]
donde l(Q) > 0 es el lado del cubo, y |E | denotará la medida de Lebesgue en �n del conjunto medible
E ⊂ �n .

Es bien conocido que el operador maximal es acotado en Lp(�n) o que es de tipo fuerte (p, p) para
1 < p < ∞, es decir, que

‖Mf ‖Lp (�n) ≤ cnp ′‖f ‖Lp (�n),

donde ‖g ‖Lp (�n) =
(∫
�n

|g (x)|p dx
) 1

p
, cn > 0 es una constante dimensional independiente de f y p ′ es el

exponente conjugado de p, que se define como p ′ =
p

p−1 . En el caso p = 1 no es difícil ver queM no es
acotado en L1. Para ver esto en el caso n = 1, basta tomar f = χ[0,1], es decir, la función que vale 1 en
el intervalo [0, 1] y 0 en los demás puntos. Pese a no ser de tipo fuerte (1, 1), el operador maximal aún
satisface una desigualdad de tipo débil (1, 1), es decir,

‖Mf ‖L1,∞(�n) ≤ cn ‖f ‖L1(�n),

donde ‖g ‖L1,∞(�n) = supt>0 t | {x ∈ �n : |g (x)| > t }| . Este último resultado puede encontrarse en las refe-
rencias clásicas [9, 15, 16].

Notación. En lo que sigue, y en el espíritu de las estimaciones que acabamos de presentar para el operador
maximal, denotaremos por c a las constantes de acotación independientes de f . Los subíndices, si aparecen,
denotarán la dependencia de los correspondientes parámetros. Por ejemplo, si c solo depende de la
dimensión, denotaremos por cn a la constante en cuestión. Si dependiese también de p, escribiríamos
cn,p . También nos tomaremos la libertad de omitir la mención a �n al referirnos a Lp(�n), escribiendo
únicamente Lp . Procederemos de forma análoga con L1,∞(�n). J

En los años 70, motivado por la idea de obtener resultados para cierto tipo de problemas de convergencia
de series de ortogonales, Muckenhoupt [32] caracterizó la acotación en Lp con pesos del operador maximal
de Hardy-Littlewood.

Definición 1. Llamaremos peso a toda función no negativa localmente integrable. J

La caracterización de Muckenhoupt fue la siguiente. Para 1 < p < ∞ estableció que, dado un peso w ,

(1) ‖Mf ‖Lp (w) ≤ cp,n,w ‖f ‖Lp (w),

donde ‖g ‖Lp (w) =
(∫
�n

|g (x)|pw(x) dx
) 1

p
, si y solo si w ∈ Ap , es decir, si la constante Ap de w, definida

como

[w]Ap = sup
Q⊂�n

1
|Q |

∫
Q
w(x) dx

(
1
|Q |

∫
Q
w(x)

1
1−p dx

) p−1
,
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es finita. En el caso p = 1, la desigualdad

(2) ‖Mf ‖L1,∞(w) ≤ cn,w ‖f ‖L1(w),

donde ‖g ‖L1,∞(w) = supt>0 tw ({x ∈ �n : |g (x)| > t }) con w(E ) =
∫
E w(x) dx, se verifica si y solo si w ∈ A1,

es decir, si existe κ > 0 tal que

(3) Mw(x) ≤ κw(x) c.t.p. x ∈ �n .

Llamaremos constante A1 de w , [w]A1 , al menor de los κ > 0 tales que (3) se verifica.

Recordamos que, por el teorema de diferenciación de Lebesgue, para toda función localmente integrable
se tiene que |f (x)| ≤ Mf (x) en casi todo punto x ∈ �n . Teniendo esto en cuenta, lo que la condición A1
nos dice es que, si w ∈ A1, entonces w es «tan grande» comoMw , ya que

w(x) ≤ Mw(x) ≤ [w]A1w(x) c.t.p. x ∈ �n .

Observación 1. Llegado este punto, conviene notar que (1) y (2) contienen como caso particular a las
desigualdades sin peso sin más que tomar w = 1. J

2. Operadores de Calderón-Zygmund
Desde los resultados de Muckenhoupt, multitud de autores han dedicado trabajos al estudio de desigualda-
des con pesos Ap y variantes de los mismos para diversos operadores. Una de las clases de operadores que
ha recibido mayor atención es la de los operadores singulares. Empezamos presentando primero algunos
ejemplos. Dada una función f «lo suficientemente buena» (por ejemplo, infinitamente diferenciable y con
soporte compacto), definimos su transformada de Hilbert como

(4) Hf (x) = lím
ε→0+

∫
|x−y |>ε

f (y)
x − y

dy , x ∈ �.

Observamos que 1
x no es localmente integrable; sin embargo, tiene cierta propiedad de «cancelación»,

ya que
∫ R
−R

1
x dx = 0 para todo R > 0. Asumiendo f «suficientemente buena», este hecho permite dotar

de sentido la definición en (4) (ver cualquiera de los libros clásicos [9, 15, 16]). Hunt, Muckenhoupt
yWheeden [17] demostraron que la transformada de Hilbert satisface las siguientes propiedades:

1. Si w ∈ Ap , con 1 < p < ∞, entonces,

(5) ‖Hf ‖Lp (w) ≤ cn,p,w ‖f ‖Lp (w).

Más aún, el recíproco también es cierto, es decir, si se verifica (5), entonces w ∈ Ap .
2. Si w ∈ A1, entonces,

(6) ‖Hf ‖L1,∞(w) ≤ cn,w ‖f ‖L1(w).

Existen análogos n-dimensionales para la transformada de Hilbert, las transformadas de Riesz, que se
definen de la siguiente forma: para cada f «suficientemente buena» definimos la transformada de Riesz
j-ésima, j = 1, 2, . . . , n, como

Rj f (x) = lím
ε→0

∫
|x−y |>ε

xj − yj
|x − y |n+1

f (y) dy , x ∈ �n .

Estos operadores también satisfacen (5) y (6). En este caso, es nuevamente la cancelación de xj−yj
|x−y |n+1 lo

que permite darle sentido a la definción para funciones «buenas» [9, 15, 16]. Estos operadores son casos
particulares de una clase más general, la de los operadores de Calderón-Zygmund.
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Definición 2. Decimos que un operador lineal T es un operador de Calderón-Zygmund si existe CT ,2 > 0
tal que

‖T f ‖L2 ≤ CT ,2‖f ‖L2

y, además, existe una función K : �n × �n \ {(x, x) : x ∈ �n} → �, es decir, una función localmente
integrable fuera de la diagonal, tal que para toda función f infinitamente diferenciable y con soporte
compacto, es decir, nula salvo en un conjunto compacto, tenemos que si x no está en el soporte de f ,
entonces

T f (x) =
∫
�n

K (x, y)f (y) dy , x ∈ �n .

Adicionalmente, K deberá satisfacer las siguientes propiedades:

1. Condición de tamaño:
|K (x, y)| ≤

CK
|x − y |n

, x , y .

2. Condición de regularidad: si 2|x − x ′ | ≤ |x − y |, entonces

|K (x, y) − K (x ′, y)| + |K (y , x) − K (y , x ′)| ≤ ω
(
|x − x ′ |
|x − y |

)
1

|x − y |n
,

donde ω es un módulo de continuidad, es decir, ω : [0, 1) → [0,∞) es una función con ω(0) =
0, continua, creciente y subaditiva (esto es, tal que ω(a + b) ≤ ω(a) + ω(b) con a, b ∈ [0, 1)).
Supondremos también que ω satisface la condición de Dini, es decir, que

‖ω‖Dini =

∫ 1

0
ω(t )

dt
t
< ∞. J

Nuevamente, esta clase de operadores satisface las estimaciones (5) y (6), resultado debido en el caso
fuerte a Coifman y Fefferman [3]. Además, como apuntábamos antes, tanto la transformada de Hilbert
como las transformadas de Riesz encajan dentro de esta definición sin más que elegir K (x, y) = 1

x−y , en el
caso de la transformada de Hilbert, o K (x, y) = xj−yj

|x−y |n+1 , en el caso de las transformadas de Riesz.

3. Estimaciones cuantitativas
Hasta ahora, en todas las estimaciones con pesos que hemos visto aparecía una constante con una
dependencia en el peso indeterminada. Esencialmente en la última década ha surgido un gran interés por
las llamadas estimaciones cuantitativas, es decir, estimaciones en las que se establece de forma cuantitativa
la dependencia de la constante Ap del peso. Los primeros resultados que se dieron en esta dirección se
remontan a inicios de los años 90 y se deben a Buckley [2], que en su tesis estableció la siguiente estimación
para el operador maximal de Hardy-Littlewood: si w ∈ Ap y 1 < p < ∞, entonces

‖Mf ‖Lp (w) ≤ cn,p[w]
1

p−1
Ap ‖f ‖Lp (w)

y el exponente es elmejor posible en el sentido de que, al reemplazarlo por otromás pequeño, la desigualdad
falla. En el caso p = 1, el resultado se sigue de la desigualdad de Fefferman-Stein [13]. Dado un peso
cualquiera w , se tiene que

‖Mf ‖L1,∞(w) ≤ cn ‖f ‖L1(Mw),

de lo cual se sigue, teniendo en cuenta la definición de peso A1, que

‖Mf ‖L1,∞(w) ≤ cn[w]A1 ‖f ‖L1(w).

Buckley también estableció una estimación para operadores singulares, pero no era la mejor posible. En
cualquier caso, sus resultados no recibieron inicialmente demasiada atención. En 2001, Astala, Iwaniec
y Saksman [1] redujeron la posibilidad de obtener una automejora de la integrabilidad de las derivadas de
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la ecuación de Beltrami a probar la dependencia lineal en la constante A2 de la transformada de Beurling.
En otras palabras, si B es la transformada de Beurling, las soluciones de la ecuación de Beltrami tendrían
la citada automejora en caso de verificarse la siguiente estimación:

(7) ‖Bf ‖L2(w) ≤ cn,2,B[w]A2 ‖f ‖L2(w), w ∈ A2.

Petermichl y Volberg [36] demostraron que, efectivamente, (7) se verifica. No mucho después, Petermichl
obtuvo resultados análogos para la transformada de Hilbert y las de Riesz [34, 35], que, combinados con
un resultado de extrapolación [8], permitían obtener la siguiente estimación:

(8) ‖T f ‖Lp (w) ≤ cn,p,T [w]
máx

{
1, 1

p−1

}
Ap ‖f ‖Lp (w), w ∈ Ap ,

donde T es la transformada de Hilbert o cualquiera de las transformadas de Riesz. Observamos que dicho
exponente es además el mejor posible, resultado debido a Buckley [2].

Teniendo en cuenta que los operadores que hemos mencionado más arriba tenían dependencia lineal en
la constante A2, la pregunta natural, que fue conocida como conjetura A2, era si dicha dependencia se
verificaba también para todo operador de Calderón-Zygmund T , es decir, si

(9) ‖T f ‖L2(w) ≤ cn,2,T [w]A2 ‖f ‖L2(w), w ∈ A2.

Un buen número de autores se interesó por este problema, aportando respuestas parciales o nuevas vías
para atacar el problema. Sin embargo, fue Hytönen el que consiguió convertir en teorema la conjetura A2,
en un trabajo que acabó siendo publicado en Annals of Mathematics [18].

4. Dominación sparse
Alrededor de la conjetura (ya teorema) A2 y bajo la influencia de la misma, un buen número de autores
ha dedicado parte de su labor en los últimos años a abordar la cuestión de establecer distintos tipos de
desigualdades cuantitativas para diversos operadores. Esto ha llevado, entre otras cosas, a un aumento
del nivel de comprensión de la teoría y al desarrollo de una depurada forma de estudiar los distintos
operadores reemplazándolos por objetos diádicos más manejables, en el contexto de lo que ha venido a
denominarse teoría de dominación sparse. Para presentar el marco en el que se desarrolla dicha teoría
empezaremos tomando prestadas de Lerner y Nazarov [26] algunas definiciones fundamentales.

Dado un cubo Q de �n es posible construir una red de cubos diádicos de Q de la siguiente forma.

1. Definimos a la familiaD0(Q) comoD0(Q) = {Q}.
2. La familiaD1(Q) es la constituida por los 2n subcubos que se obtienen al dividir a Q en 2n cubos

iguales.
3. Inductivamente, dado k ∈ �,Dk+1(Q) es la familia constituida por los 2(k+1)n subcubos obtenidos

al dividir a cada P ∈ Dk(Q) en 2n subcubos iguales. Si R ∈ Dk+1(Q) está contenido en P ∈ Dk(Q)
diremos que R es hijo de P y también que P es el padre de R.

Llamaremos red diádica de Q o asociada a Q a la familia

D(Q) =
∞⋃
k=0

Dk(Q).

Una propiedad interesante deD(Q) es que, si P ,Q ∈ D(Q), entonces necesariamente P ∩ Q ∈ {P ,Q, ∅}.
Podemos visualizar la construcción de las generaciones 0, 1 y 2 en la figura 1.

Apoyándonos en la definición anterior vamos a presentar la definición de retículo diádico, que será el
ambiente natural para definir el concepto de familia sparse, clave para construir los llamados operadores
sparse.

TEMat, 2 (2018) e-ISSN: 2530-9633 57



Dominación sparse y el teorema A₂

D0(Q) D1(Q) D2(Q)

Figura 1: Generaciones 0, 1 y 2 para un cubo Q.

Definición 3. Decimos que una familiaD de cubos de �n es un retículo diádico si verifica las siguientes
propiedades:

1. Si Q ∈ D entonces todos sus descendientes diádicos están en D. En otras palabras: si Q ∈ D,
entoncesD(Q) ⊂ D.

2. Si P ,Q ∈ D, existe un ancestro común a ambos, es decir, existe R ∈ D tal que P ,Q ∈ D(R).
3. Para todo conjunto compacto K ⊂ �n existe Q ∈ D tal que K ⊂ Q. J

−5 −4 −3 −2 −1 1 2 3

−3

−2

−1

1

2

3

4

5

0

Figura 2: Sucesión de cubos en �2 adecuada para construir un retículo diádico.

Observación 2. Un método para construir un retículo diádico es el siguiente. Partiendo de un cubo Q0,
consideramos una sucesión de cubos {Qj }

∞
j=0 de manera que para cada j > 0 se tiene que Qj tiene un

vértice común con Qj−1 y l(Qj) = 2l(Qj−1) y, adicionalmente, �n =
⋃∞

j=0 Qj (ver figura 2). Para dicha
sucesión es sencillo ver que

D =

∞⋃
j=0

D(Qj)

es un retículo diádico. J

Llegados a este punto estamos en disposición de presentar la definición de familia sparse (que en castellano
vendría a traducirse como familia dispersa).
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Definición 4. SeaD un retículo diádico. Sea η ∈ (0, 1). Decimos que una familia S ⊂ D es η-sparse si

1. Para cada Q ∈ S existe un subconjunto medible EQ ⊂ Q tal que

η |Q | ≤ |EQ |.

2. Los conjuntos EQ son disjuntos dos a dos. J

Un primer ejemplo de familia sparse es la familia de intervalos {Ik }∞k=0 con Ik = [0, 2−k]. En este caso basta
con tomar Ek = Ik \ Ik+1.

Figura 3: Ejemplo de familia 1
2 -sparse.

En la figura 3 podemos ver otro ejemplo de familia 1
2 -sparse. Para comprobar esto basta con tomar

EQ = Q \ ∪P∈S:P(QP o simplemente un subconjunto de medida 1
2 |Q | en el caso en que el cubo Q no tenga

ningún subcubo.

En el siguiente teorema presentamos, por fin, uno de los resultados paradigmáticos dentro de lo que se
conoce como teoría de dominación sparse, la dominación sparse puntual para operadores de Calderón-
Zygmund.

Teorema 1. Sea T un operador de Calderón-Zygmund. Sea ε ∈ (0, 1). Para cada función f integrable con
soporte compacto, existen 3n retículos diádicosDj y 3n familias 1−ε

3n -sparse Sj ⊂ Dj tales que

|T f (x)| ≤
cncT
ε

3n∑
j=1

ASj |f |(x) c.t.p. x ∈ �n ,

donde
ASf (x) =

∑
Q∈S

1
|Q |

∫
Q
f (y) dy χQ(x), x ∈ �n ,

siendo AS el operador al que conocemos como operador sparse y cT = CT ,2+CK +‖ω‖Dini (ver definición 2).

Observación 3. Puede parecer un problema el hecho de que las familias sparse elegidas dependan de f ;
sin embargo, a efectos prácticos, dicha circunstancia no restringe la aplicabilidad del resultado, dado
que, como veremos algo más adelante, este tipo de dominación se utilizará para obtener estimaciones
independientes de la familia sparse.

Por otra parte, otra observación interesante [33] es que, fijado un cubo de una familia sparse, el conjunto
de puntos de dicho cubo que están contenidos en una cantidad infinita de cubos de la familia tiene
medida cero. Esta propiedad hace posible que los operadores sparse estén bien definidos para funciones
integrables. J

El teorema 1 fue obtenido de forma independiente por Conde-Alonso y Rey [5] y Lerner y Nazarov [26] para
operadores de Calderón-Zygmund con módulo de continuidad satisfaciendo una condición algo menos
general que la condición de Dini en la definición 2. Más tarde, Lacey [21] extendió el resultado a operadores
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satisfaciendo la condición de Dini. A este trabajo de Lacey le siguió otro de Hytönen, Roncal y Tapiola [20]
en el que se obtenía la versión cuantitativa con la constante cT que hemos presentado aquí. Finalmente,
Lerner [23] obtuvo una prueba sumamente elegante de dicho resultado cuantitativo, basada en el control
de un operador de tipo maximal asociado a T . Dicha técnica ha sido aplicada exitosamente en otros
contextos, como el matricial [33], el de los conmutadores [30] o incluso en sentido de dominación «bilineal»
a integrales singulares «rough» [24] (ver el artículo de Conde-Alonso, Culiuc, Di Plinio y Ou [4] para la
prueba original de dicho resultado y la sección 6 para algunos detalles adicionales) o a los conmutadores de
lasmismas [37]. De cara a introducirse al análisis diádico y a la teoría de dominación sparse, recomendamos
al lector la lectura del estudio de Lerner y Nazarov [26] y las notas de Hytönen [19].

De alguna manera, los resultados de dominación sparse pueden considerarse como una actualización del
principio de Calderón-Zygmund. Dicho principio afirmaba que «para cada operador singular debería existir
un operador maximal adecuado que lo controlase en algún sentido». Por ejemplo, si T es un operador
de Calderón-Zygmund, Coifman y Fefferman [3] establecieron, esencialmente, que, si w ∈ Aq para algún
q ≥ 1, entonces

‖T f ‖Lp (w) ≤ cn,T ,p,w ‖Mf ‖Lp (w), 0 < p < ∞.

A la vista del teorema 1, la actualización de este principio podría enunciarse del siguiente modo: «para cada
operador singular existe un operador sparse adecuado que controla a dicho operador en algún sentido».

5. Una prueba simple del teorema A2
Para ilustrar el uso de las técnicas de dominación sparse vamos a presentar una prueba del teorema A2.
Para dicho fin necesitaremos un resultado previo que tomamos prestado de Lerner y Nazarov [26, theorem
15.1].

Teorema 2. Sean D un retículo diádico y w un peso. Definimos el operador maximal MD
w como

MD
w f (x) = sup

Q∈D : Q3x

1
w(Q)

∫
Q
|f (y)|w(y) dy .

Entonces:

1. Si 1 < p < ∞,
‖MD

w f ‖Lp (w) ≤ p ′‖f ‖Lp (w).

2. Si p = 1,
‖MD

w f ‖L1,∞ ≤ ‖f ‖L1(w).

El resultado que acabamos de presentar nos dice, básicamente, que el operador maximal diádico con res-
pecto a cierto peso, que en nuestro caso va a ser un peso A2, es acotado en Lp con constante independiente
del peso.

Otro ingrediente fundamental de la prueba será la expresión de la norma por dualidad. En el caso particular
p = 2, si g ∈ L2(w), entonces,

‖g ‖L2(w) = sup
‖h ‖L2(w)

=1

����∫
�n

g (x)h(x)w(x) dx
���� .

Con estos resultados a nuestra disposición ya podemos probar el teorema A2. Empezamos observando
que, en virtud del teorema 1,

‖T f ‖L2(w) ≤ cncT
3n∑
j=1

‖ASj (|f |)‖L2(w).

Por tanto, basta con establecer la estimación para operadores sparse. Recogemos dicha estimación en el
siguiente lema.
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Lema 3. Sean S una familia η-sparse y w ∈ A2. Entonces,

‖ASf ‖L2(w) ≤
4
η
[w]A2 ‖f ‖L2(w).

Demostración. Expresando la norma por dualidad tenemos que

(10) ‖ASf ‖L2(w) = sup
‖h ‖L2(w)

=1

����∫
�n

ASf (x)h(x)w(x) dx
���� ,

de manera que basta con acotar
�� ∫
�n

ASf (x)h(x)w(x) dx
��. Observamos que����∫

�n
ASf (x)h(x) dx

���� ≤ ∫
�n

AS(|f |)(x)|h(x)|w(x) dx,

lo cual nos permite asumir que f , h ≥ 0. Hecha esta reducción y llamando σ = w−1, procedemos como
sigue:∫
�n

ASf (x)h(x)w(x) dx =
∑
Q∈S

(
1
|Q |

∫
Q
f (y) dy

) (∫
Q
h(y)w(y) dy

)
≤

∑
Q∈S

(
1
σ(Q)

∫
Q

f (y)
σ(y)

σ(y) dy
) (

1
w(Q)

∫
Q
h(y)w(y) dy

)
w(Q)σ(Q)

|Q |

≤ sup
Q

{
w(Q)σ(Q)

|Q |2

} ∑
Q∈S

(
1
σ(Q)

∫
Q

f (y)
σ(y)

σ(y) dy
) (

1
w(Q)

∫
Q
h(y)w(y) dy

)
|Q |.

Observamos que el supremo que aparece en el último paso no es otra cosa que la constante A2, de manera
que bastará con obtener una estimación de la suma independiente de dicha constante. Por la definición
del operador maximal diádico respecto a un peso, está claro que(

1
σ(Q)

∫
Q

f (y)
σ(y)

σ(y) dy
)
≤ ínf

z∈Q
MD
σ

(
f
σ

)
(z)

y también que (
1

w(Q)

∫
Q
h(y)w(y) dy

)
≤ ínf

z∈Q
MD

w (h) (z).

Por otra parte, como S es η-sparse, sabemos que para cada Q ∈ S existe un subconjunto EQ ⊆ Q tal que
dichos conjuntos EQ son disjuntos dos a dos y, además, |Q | ≤ 1

η |EQ |. Teniendo todo esto en cuenta,

[w]A2

∑
Q∈S

(
1
σ(Q)

∫
Q

f (y)
σ(y)

σ(y) dy
) (

1
w(Q)

∫
Q
h(y)w(y) dy

)
|Q |

≤ [w]A2
1
η

∑
Q∈S

(
ínf
z∈Q

MD
σ

(
f
σ

)
(z)

) (
ínf
z∈Q

MD
w (h) (z)

)
|EQ |

≤ [w]A2
1
η

∑
Q∈S

∫
EQ
MD
σ

(
f
σ

)
(x)MD

w (h) (x) dx.

En este punto hacemos uso de una propiedad clave de los conjuntos EQ , el hecho de que son disjuntos
dos a dos. Dicha propiedad nos permite continuar de la siguiente forma:

1
η
[w]A2

∑
Q∈S

∫
EQ
MD
σ

(
f
σ

)
(x)MD

w (h) (x) dx =
1
η
[w]A2

∫
∪Q∈SEQ

MD
σ

(
f
σ

)
(x)MD

w (h) (x) dx

≤
1
η
[w]A2

∫
�n

MD
σ

(
f
σ

)
(x)MD

w (h) (x) dx =
1
η
[w]A2

∫
�n

MD
σ

(
f
σ

)
(x)MD

w (h) (x)w(x)
1
2σ(x)

1
2 dx

≤
1
η
[w]A2

MD
σ

(
f
σ

) 
L2(σ)

‖MD
w (h) ‖L2(w) ≤

4
η
[w]A2

 fσ L2(σ) ‖h‖L2(w) =
4
η
[w]A2 ‖f ‖L2(w)‖h‖L2(w),
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donde la última desigualdad es consecuencia directa del teorema 2 y la última identidad se sigue de que(
|f |
σ

) 2
σ = |f |2w . En resumen, hemos probado que����∫

�n
ASf (x)h(x)w(x) dx

���� ≤ 4
η
[w]A2 ‖f ‖L2(w)‖h‖L2(w),

demanera que, tomando supremo cuando ‖h‖L2(w) = 1 y teniendo en cuenta (10), obtenemos la estimación
deseada. �

Observación 4. Contrariamente a lo que podría parecer, la estimación establecida en el lema 3 es anterior a
la prueba del teorema A2 y se debe a Cruz-Uribe, Martell y Pérez [6]. En dicho trabajo, los autores reducían
la conjetura A2 para operadores singulares con cierta regularidad a operadores sparse. Fue sin embargo
Lerner [22] el primero en conectar la dominación sparse con los operadores de Calderón-Zygmund,
obteniendo así una nueva prueba del teorema A2. El resultado de dominación sparse que obtuvo fue un
resultado en norma, que en el caso particular que nos ocupa se enuncia como sigue:

‖T f ‖L2(w) ≤ c sup ‖ASf ‖L2(w),

donde el supremo se toma sobre todas las familias sparse S contenidas en todos los retículos diádicos
posibles. Este resultado es el precursor de la dominación sparse que presentamos en la sección 4 y
probablemente el desencadenante que llevó al desarrollo de dicha teoría. J

6. Más resultados basados en la dominación sparse
Sea Ω ∈ L∞(�n−1), donde �n−1 es la esfera n − 1 dimensional. Por ejemplo, �1 es la circunferencia en �2 y
�2 es la esfera (hueca) en �3. Asumamos adicionalmente que

∫
�n−1
Ω(θ) dθ = 0. Bajo estas hipótesis, para

f «suficientemente buena», el operador TΩ definido como

TΩf (x) = lím
ε→0+

∫
|x−y |>ε

Ω
(
x−y
|x−y |

)
|x − y |n

f (y) dy

tiene sentido [9, 15]. Las transformadas de Riesz y de Hilbert son casos particulares de esta clase de
operadores. TΩ satisface las mismas propiedades de acotación que los operadores de Calderón-Zygmund.
Es de tipo fuerte (p, p) (tanto para el caso sin pesos [9] como para el caso con pesos [10]) y de tipo débil
(1, 1) (tanto para el caso sin pesos [38] como para el caso con pesos [11, 12]). No obstante, este tipo de
operador es más difícil de tratar que los operadores de Calderón-Zygmund, ya que, a diferencia de lo que

ocurre con estos últimos, K (x, y) =
Ω
(
x−y
|x−y |

)
|x−y |n no satisface ninguna condición de regularidad. Es por esto

que en inglés se denomina a estos operadores como «rough».

Conde-Alonso, Culiuc, Di Plinio y Ou [4] obtuvieron una dominación sparse en el sentido bilineal (ver
el trabajo de Lerner [24] para una prueba alternativa). El resultado es el siguiente: para cada 1 < r < ∞,
dadas f con soporte compacto e integrable y g «suficientemente buena», existen 3n retículos diádicosDj
y 3n familias sparse Sj ⊂ Dj tales que����∫

�n
TΩ(f )(x)g (x) dx

���� ≤ cn ‖Ω‖L∞(�n−1)r ′
3n∑
j=1

∑
Q∈Sj

(
1
|Q |

∫
Q
|f (x)| dx

) (
1
|Q |

∫
Q
|g (x)|r dx

) 1
r

|Q |.

En la práctica, este tipo de resultado permite recuperar la gran mayoría de los resultados que se pueden
obtener utilizando la dominación puntual, ya que muchos de ellos (como, por ejemplo, el teorema A2 cuya
prueba vimos en la sección anterior) se basan en el uso de la norma por dualidad. Sin embargo, la presencia
del promedio Lr y de r ′ en la estimación la hacen más «imprecisa» que el análogo para operadores de
Calderón-Zygmund que se sigue trivialmente del teorema 1:����∫

�n
T f (x)g (x) dx

���� ≤ cncT
3n∑
j=1

∑
Q∈Sj

(
1
|Q |

∫
Q
|f (x)| dx

) (
1
|Q |

∫
Q
|g (x)| dx

)
|Q |.
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En el siguiente teorema presentamos una serie de estimaciones que, en algunos casos, admiten nuevas
pruebas utilizando resultados de dominación sparse, mientras que, en otros casos, están completamente
basados en dichas técnicas. Además, contrastaremos los casos de los operadores de Calderón-Zygmund y
los operadores TΩ que acabamos de presentar. Como veremos a continuación, lamencionada «imprecisión»
de la dominación sparse disponible para estos últimos repercute en algunos de los resultados que se
pueden obtener utilizándola como ingrediente.

Teorema 4. Sea Ω ∈ L∞(�n−1) tal que
∫
�n−1
Ω(θ) dθ = 0. Sea T un operador de Calderón-Zygmund.

Entonces:

1. Si 1 < p < ∞ y w ∈ Ap , entonces

‖TΩf ‖Lp (w) ≤ cn,p ‖Ω‖L∞(�n−1)[w]
p′
Ap ‖f ‖Lp (w).

2. Si 1 ≤ q < p < ∞ y w ∈ Aq , entonces

‖T f ‖Lp (w) ≤ cn,T ,p,q[w]Aq ‖f ‖Lp (w) y

‖TΩf ‖Lp (w) ≤ cn,p,q ‖Ω‖L∞(�n−1)[w]Aq ‖f ‖Lp (w).

3. Si 1 ≤ p < ∞ y w ∈ Aq para cualquier 1 < q < ∞, entonces

‖T f ‖Lp (w) ≤ cn,T ,p,q[w]Aq ‖Mf ‖Lp (w) y

‖TΩf ‖Lp (w) ≤ cn,p,q ‖Ω‖L∞(�n−1)[w]2Aq ‖Mf ‖Lp (w).

4. Para p = 1, si w ∈ A1, entonces

‖T f ‖L1,∞(w) ≤ cn,T [w]A1 log(e + [w]A1)‖f ‖L1(w) y

‖TΩf ‖L1,∞(w) ≤ cn,p,q ‖Ω‖L∞(�n−1)[w]2A1 log(e + [w]A1)‖f ‖L1(w)

y en el caso de T , además, la dependencia es la mejor posible.

En el caso TΩ , todas las estimaciones del teorema que acabamos de enunciar fueron obtenidas por Li,
Pérez, Rivera-Ríos y Roncal [31]. La estimación en el apartado 1 es la mejor hasta la fecha, si bien hay
ciertos indicios (por ejemplo, los resultados de Lerner [25]) de que, en el caso p = 2, la dependencia debería
ser lineal en lugar de cuadrática. En el caso de los operadores de Calderón-Zygmund, las estimacionenes
de los apartados 2 y 3 pueden obtenerse empleando esencialmente la misma prueba que presentan Li
et al. [31], aunque son anteriores a dicho trabajo. Finalmente, en cuanto al apartado 4, en el caso de los
operadores de Calderón-Zygmund la estimación superior fue obtenida por Lerner, Ombrosi y Pérez [28, 29].
Domingo-Salazar, Lacey y Rey [7] presentaron una prueba basada en la dominación sparse (ver también el
artículo de Frey y Nieraeth [14]). El hecho de que la dependencia en la constante A1 es la mejor posible es
un resultado muy reciente debido a Lerner, Nazarov y Ombrosi [27]. En el caso de los operadores rough la
desigualdad en el apartado 4 fue obtenida por Li et al. [31]. Finalmente, cabe reseñar que, en el caso de
los apartados 3 y 4, Li et al. [31] conjeturan que la dependencia de la correspondiente constante Ap es la
misma que la que se verifica para los operadores de Calderón-Zygmund.
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