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Resumen: El objetivo de este articulo es presentar una aplicacién del dlgebra en la
combinatoria. Trataremos la teoria algebraica de representaciones de grupos, que
se utiliza en multitud de dreas de las matemadticas (geometria diferencial, analisis
armonico, teoria de ndmeros...) o incluso en fisica teérica. Nosotros la utilizaremos
en la combinatoria, asociando conceptos algebraicos con conceptos combinatorios.
Esto permite probar resultados combinatorios a través de los resultados algebraicos
correspondientes. En particular, usaremos la teoria presentada para probar una
igualdad combinatoria.

Al igual que en muchas otras partes del dlgebra, nos interesard descomponer los
objetos (en este caso representaciones) en sus componentes irreducibles. Tendre-
mos el tipico resultado de existencia y unicidad y presentaremos herramientas
para el cédlculo practico de una descomposicién. Por tltimo, construiremos las
representaciones irreducibles del grupo simétrico S, que estdn ligadas a objetos
combinatorios.

Abstract: The main goal of this article is to introduce an algebraic application in
combinatorics. We will deal with the algebraic group representation theory, used
over many branches of mathematics (differential geometry, harmonic analysis,
number theory...) or even theoretical physics. We will use it in the context of
combinatorics, linking algebraic concepts with combinatorial concepts. This allows
to prove some combinatorics results through their algebraic analogues. Specifically,
we will use this theory to prove a combinatorial equality.

As in other parts of algebra, it is interesting to decompose the objects (represen-
tations) into their irreducible components. We will prove typical results about
existence and uniqueness and we will present some tools to decompose represen-
tations. Finally, we will construct the irreducible representations of the symmetric
group S, which are closely related to combinatorial objects.

Palabras clave: representaciones de grupos, grupo simétrico, combinatoria
algebraica, tablas de Young, particiones, médulos de Specht.

MSC2010: 05E10, 20C30.

Recibido: 23 de febrero de 2018.
Aceptado: 5 de julio de 2018.

Referencia: Cao LABORA, Gonzalo. «Aplicacién en combinatoria de las representaciones de grupos». En: TEMat,
2 (2018), pags. 67-83. 1sSN: 2530-9633. URL: https://temat.es/articulo/2018-p67/.

@@ Este trabajo se distribuye bajo una licencia Creative Commons Reconocimiento 4.0 Internacional
https://creativecommons.org/licenses/by/4.0/


mailto:gonzalocaolabora@yahoo.es
https://temat.es/articulo/2018-p67/
https://creativecommons.org/licenses/by/4.0/

Aplicacién en combinatoria de las representaciones de grupos

1. Introduccion

Un problema clésico de la combinatoria es el problema de las particiones. Una particién es una descom-
posicién de un nimero natural, n, en sumas de niimeros naturales. Por ejemplo, 2 + 1 + 1 es una posible
particion de 4, aunque la forma usual de denotarla seria (2, 1, 1). El problema consiste en contar de cudntas
maneras es posible realizar estas particiones, es decir, cudntas particiones tiene el niimero 7. En el caso
de n = 3, lo podemos descomponer como (1, 1, 1), como (2, 1), o como (3) (descomponerlo en un tinico
sumando también es vélido). A la cantidad de particiones la llamamos p(n), de forma que, por ejemplo,
p(3) = 3. Es importante fijarse en que el orden no importa a la hora de hacer particiones. Como (2, 1) es la
misma particién que (1, 2), las podemos ordenar siempre en orden decreciente, que serd lo que haremos.

Frobenius [2] en el ano 1900 demostré que las particiones estdn asociadas a unas representaciones (que
introduciremos més adelante). Alfred Young [7-17] estudi6 estas representaciones durante la primera
mitad del siglo XX, y se dio cuenta de la importancia de introducir diagramas para codificar las particiones.
Un diagrama de Young es una coleccién de n recuadros, donde en cada fila ponemos la cantidad corres-
pondiente a uno de los ntimeros de la particion. Estas filas han de estar ordenadas por tamafio y alineadas
a la izquierda. Podemos ver todos los posibles diagramas de Young para n = 3 en la figura 1.

L]

Figura 1: Diagramas de Young para n = 3. Se corresponden con las particiones (1, 1, 1), (2, 1) y (3), respecti-
vamente.

Otros objetos interesantes en combinatoria son las permutaciones. Al conjunto de permutaciones de
n elementos se lo llama grupo simétrico y se denota por S,. Las permutaciones descomponen de
forma tnica en ciclos disjuntos, lo que permite denotarlas a través de ellos. Por ejemplo, la permutacién
(123)(46) € Sgenviael 1 al2,el2al3yel3al 1. El4lo envia al 6 y viceversa, y el 5 lo deja fijo. Una operacién
interesante entre permutaciones es la conjugacién. Dos permutaciones o y T se dicen conjugadas si existe
v € S, tal que y™! o 0 oy = 7. Equivalentemente, o oy = y o 1. Ser conjugados es una relaciéon de
equivalencia, y las clases de equivalencia se denominan clases de conjugacion.

Este concepto hace de puente entre particiones y permutaciones. Hay tantas particiones de n como clases
de conjugacién de S, (corolario 11). De hecho, a cada permutacién le podemos asociar una particién
mirando los tamanos de sus ciclos disjuntos. Por ejemplo, una particién de S3 que tenga un 2-ciclo y un
1-ciclo (punto fijo) tiene asociada la particion (2, 1) de n = 3. Evidentemente, permutaciones diferentes
pueden tener la misma particién asociada. Lo que ocurre es que tienen la misma particién asociada si y
solo si son conjugadas. Por lo tanto, las clases de conjugacién de S;, van asociadas de forma natural a las
particiones, y en consecuencia, van asociadas también a los diagramas de Young.

Esta relacién entre permutaciones y diagramas de Young es la que hace realmente importantes los diagra-
mas de Young. En realidad, estos diagramas ya habian sido introducidos previamente por Ferrers en 1871.
La novedad que introdujo Young es la posibilidad rellenarlos con los ntimeros del 1 al 7 (sin repetirlos).
Esta idea permite que las permutaciones puedan actuar sobre los diagramas, permutando los ntimeros
del diagrama. A estos diagramas de Young rellenos con niimeros los llamamos tablas de Young. Si, ademas,
las filas y columnas estdn ordenadas (de menor a mayor), decimos que son tablas estindar de Young. Por
ejemplo, hay 4 tablas estdndar de Young para n = 3, como se ve en la figura 2. También podemos dejar
que las permutaciones actten sobre las tablas; por ejemplo, cuando (23) actta sobre la primera tabla de la
figura 2, obtenemos la segunda tabla.

Ahora podemos hacer la siguiente observacioén. De las tres particiones que hay para n = 3, una tiene
dos tablas estdndar; otra, una, y la otra, una. Y ocurre que si sumamos los cuadrados de estos numeros,
22 +12 + 12 = 6 = 3!, obtenemos la cantidad de elementos de S,,, que es n!. Podemos hacer lo mismo para
otros valores de n. Para n = 4 se obtienen cinco particiones, con dos, tres, tres, una y una tablas estdndar, y
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Figura 2: Tablas estandar de Young para n = 3. Para la particién (2, 1) hay dos posibles tablas estdndar,
mientras para las particiones (1, 1, 1) y (3) solo hay una tabla estdandar posible.

vuelve a ocurrir que 22 + 3% + 3% + 12 + 12 = 24 = 41. Con n = 5 obtenemos siete particiones con seis, cinco,
cinco, cuatro, cuatro, una y una tablas estandar, y tenemos que 62 + 52 + 5% + 42 + 4% + 12 + 12 = 120 = 5.

La teoria de representaciones aplicada al grupo simétrico nos permitira probar esta igualdad (corolario 19).
Tras introducir las representaciones, utilizaremos sus caracteres para probar que |S,,| = >, nf Los n;, que
son la cantidad de tablas estdndar, coincidirdn con las dimensiones de unas representaciones, cada una
asociada a una particién (o diagrama de Young). La construccion explicita de estas representaciones nos
permitird ver que las dimensiones n; se corresponden a la cantidad de tablas estdndar.

2. Representaciones lineales de grupos

Un grupo consiste en un conjunto G con una operacién - tal que dados dos elementos a, b € G, nos
devuelve a - b € G. Esta operacién ha de ser asociativa, tener elemento neutro y todo elemento ha
de tener inverso. Por ejemplo, las permutaciones con la composicién son un grupo, que es el grupo
simétrico. Otro ejemplo es el conjunto de matrices invertibles n X n sobre C, que es un grupo con el
producto de matrices. Este grupo se denota por GL,(C), y también se puede pensar como aplicaciones
lineales invertibles de V en si mismo (donde V es un C-espacio vectorial de dimensién n). La idea de
una representacion del grupo G consiste en trasladar la estructura de G a este grupo concreto: GL,(C).
Si utilizamos lenguaje de aplicaciones en lugar de lenguaje matricial, el grupo se denotara por GL(V).
Hablaremos de matrices o aplicaciones lineales indistintamente, segtin sea conveniente. En particular,
omitiremos el o de la composicion, ya que desde el punto de vista matricial es simplemente un producto.

Definicion 1. Una representacién de un grupo G en un espacio vectorial V consiste en una aplicacién
p: G — GL(V) tal que
Pab = PaPb Ya,b e G.

Como vemos, la matriz asociada al elemento ab es el producto de la de a con la de b. En lenguaje de
aplicaciones, la aplicacién lineal de ab es la de b compuesta con la de a. En un contexto general de teoria de
grupos, este tipo de aplicaciones entre grupos se denomina homomorfismo de grupos (la particularidad
de este caso es que el espacio de llegada es GL(V)). Aunque esta definicién es totalmente general, nosotros
consideraremos grupos G finitos y espacios vectoriales V de dimensién finita y sobre C.

Observacion 1. Tomando b = 1 en la definicién vemos que p; = Id, puesto que p, = p,p:. Tomando
b = a ! vemos que p,1 = p,', puesto que Id = p; = pap41.

En todo grupo finito ocurre que existe algtin valor k tal que a* = 1 (de hecho, k = |G| lo cumple). Como
consecuencia, p, compuesta k veces consigo misma serd la identidad. Los ejemplos mads sencillos de este
tipo de aplicaciones tienen un fuerte significado geométrico. Las simetrias, por ejemplo, lo cumplen para
k = 2. Movimientos directos, como rotaciones de 360°/ k, también lo cumplen. Nuestras representaciones
seran colecciones de aplicaciones de este tipo (una por cada a € G).

Ejemplo 1. Sea V un espacio vectorial y sea G un grupo. Si a cada a € G le asociamos la identidad,
tenemos una representacion p, = Id. En el caso de que V sea de dimension 1 la llamaremos representacién
trivial.

Ejemplo 2. Consideremos las permutaciones de tres elementos, S3. Hay seis de ellas: la identidad, tres
trasposiciones y dos 3-ciclos. Podemos representar este grupo en el plano R?, como vemos en la figura 3.
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Los dos 3-ciclos son (123) y (132) y van asociados a rotaciones de 120° y —120°. Las trasposiciones (12),
(13) y (23) son simetrias; por ejemplo, la (12) es la que intercambia los puntos 1 y 2. Aunque el dibujo
estd en IR?, esto también es una representacién sobre C?, porque las matrices 2 X 2 reales que nos dan los
automorfismos son también matrices 2 X 2 complejas. A esta representacién sobre C? se la denomina
representacion estdndar. Esta representacién viene dada en forma matricial de la siguiente manera:

(10 | -1/2 +3)2 ( -1/2 —v3)2
Pid = 0 1 pP@23) = _\/5/2 ~1/2 P32 = \/§/2 -1/2
(-1 0 (12 VB2 (U2 =32
P@3) = 0 1 Pa2) = \/5/2 _1/2 P@a3) = —\/§/2 ~1/2
(123)
(12)
2

Figura 3: Representacion esquemadtica de los automorfismos de la representacion estdndar de S3 sobre
R?. En rojo, simetrias (corresponden a trasposiciones) y en azul, rotaciones (corresponden a 3-ciclos). Ver
ejemplo 2.

Ejemplo 3. Tomemos el grupo simétrico G = S, y sea a € S,, una permutacién. Como las permutaciones
descomponen en ciclos y los ciclos en trasposiciones, la podemos descomponer en trasposiciones (no de
forma unica). Si a descompone en una cantidad par de trasposiciones decimos que a es par y que tiene
signo &(a) = 1. Si, por el contrario, descompone en una cantidad impar de trasposiciones, a serd impar y su
signo serd e(a) = —1. Aunque la descomposicién no es tinica, la paridad de la cantidad de trasposiciones
es siempre la misma, de forma que el signo esté bien definido. Ademds, el signo es multiplicativo, es decir,
e(a)e(b) = e(ab). De todo esto se deduce que p, = £(a)ld es una representacion, para cualquier espacio
vectorial V. En el caso de dim(V) = 1 la llamamos representacion alternada.

Ejemplo 4. Consideremos un C-espacio vectorial V de dimensién igual a |G|. Indexemos los vectores de
la base con elementos de G, es decir B = {e, },ec. La representacién regular de G asocia a cada b € G el
automorfismo definido por

pu(eq) = epa.

Como hemos definido p, sobre la base B, queda completamente definida. Esta representacion sera de
especial importancia, porque guarda toda la informacién de G como grupo.

Cuando trabajamos con matrices de aplicaciones lineales, suele ser interesante diagonalizarlas, es decir,
encontrar una matriz semejante en forma diagonal. Esto lo hacemos a través de los autovectores, que
definen rectas invariantes de la aplicacion. En el caso de representaciones, tendriamos que diagonalizar
simultdneamente todas las matrices p, con a € G. Esto es mds complicado, y, en general, no serd posible.
Atn asi, podemos seguir estudiando subespacios invariantes (que no sean necesariamente rectas), y
también podemos descomponer p a través de sus subespacios invariantes. Para realizar la descomposicién
queremos que, si W es un subespacio invariante, exista otro subespacio suplementario W¢, también
invariante, que nos permita descomponer p entre W y W¢. Ahora formalizaremos esta idea.

Definicién 2. Decimos que W C V es un subespacio invariante de p si p,(W) = W, para todo a € G.
Esto es decir que W es subespacio invariante de cada p, como automorfismo.
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Definicion 3. Decimos que una representacion es irreducible si no existe ningtin subespacio W c V
invariante que no sea trivial (es decir, W # V, W # {0}).

Definicion 4. Dadas dos representaciones p: G — GL(V;), n: G — GL(V3), definimos su suma directa
p®n: G— GL(V; @ V») como la nueva representacién

(p@®Ma(u+v)=pa(u) +na(v) YueW,vev,.
Teorema 1 (Maschke). Toda representacién p: G — GL(V) se puede descomponer como
o= p(l) ® p(Z) ®--- @p(k),

donde todas las p"¥) son representaciones irreducibles.

Demostracién. Si p no es irreducible, existe algin W C V invariante. Escojamoslo lo méas pequeno
posible, es decir, que no tenga ningin subespacio invariante dentro. Como W es invariante, p|y es una
representaciéon de W (restringimos cada p, al subespacio W) y, como W es lo mds pequefio posible, es
irreducible. Ahora buscamos un subespacio invariante suplementario W¢ para escribir p = pjw @ p|we.
Nos basta con que W€ sea invariante porque, aunque no sea irreducible, podremos aplicarle el mismo
razonamiento sucesivamente, hasta obtener solo subespacios irreducibles.

Hemos reducido la demostracién a hallar un subespacio W¢, suplementario a W e invariante. Desde una
intuicién geométrica, nos gustaria coger una especie de W ortogonal, pero no hemos definido ningtin
producto escalar. Asumamos un producto escalar (-, -) y cojamos W° = W+, que es el conjunto de vectores
v tales que (v, u) = 0 para todo u € W. Sea v € W+. Si tuviéramos que {p,(v), pa(1)) = (v, u) habriamos
acabado, porque eso es 0 para todo u € W'y, como p,(u) € W = p,(W) por ser W invariante, se tendria
que pq(v) € W+, La existencia de un producto escalar con {p,(v), pa(u)) = (v, u) nos la garantiza el
lema 2 que presentamos a continuacion. |

Lema 2. Sea p una representacién en un espacio vectorial V. Existe un producto escalar -, -) de V tal
que
(Pa(V), pa(w)) =(v,u)  VaeGVuveV.

Demostracién. En primer lugar consideremos un producto escalar cualquiera [+, -] (producto respecto de
una base cualquiera). Definimos a partir de él un nuevo producto

() = == > [ouv), pulu)],
|G| beG

es decir, hacemos la media de [pj(v), pp(u)] haciendo que b varie sobre G. Este nuevo producto cumple
la propiedad deseada porque para todo ¢ € G tenemos que

(o), pelu) = Z PV pre()] = 7 Z[pa(v) pa()] = (v, u),

donde hemos definido a = bc. Como b recorre todo Gy c es fijo, a = bc variard por todo G. Ademis, el
hecho de que (-, -) sea un producto escalar (bilineal, definido positivo y hermitico) se deriva directamente
de que [+, ‘] lo sea. [

Ejemplo 5. Consideremos V = C® con una base 8 = {e), &, e3} y el grupo simétrico G = Ss. Sea
Pa el automorfismo que lleva e; a e,(1), lleva e, a e,(») y lleva también e; a e,(3). Dichas p forman una
representacion, que puede parecer la regular, pero no lo es (la regular seria de dimensién |S3| = 6). Podemos
ver esta representacion esquemaéticamente en la figura 4 (viendo tnicamente la parte real, es decir, el corte
en R%). Hay dos subespacios invariantes: la recta {(1, 1, 1)) y el plano perpendicular x; + x, + x3 = 0. La
representacion restringida a la recta ((1, 1, 1)) es la trivial del ejemplo 1. La representacion restringida al
plano x; + x; + x3 = 0 es la representacion estdndar que introdujimos en el ejemplo 2.

Ejercicio 6. Se puede ver que la representacion regular del ejemplo 4 para el grupo simétrico S, contiene
tanto a la representacién trivial como a la representacion alternada (de los ejemplos 1y 3).
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Figura 4: Dibujo esquematico de automorfismos de una representacion sobre R®. En rojo, simetrias (co-
rresponden a trasposiciones) y en azul, rotaciones (corresponden a 3-ciclos) .

Ejemplo 7. Esimportante ver que la descomposicién dada en el teorema 1 no es necesariamente tnica.
Cojamos una representacion de dimensién n > 1, donde p, = Id. Cualquier recta es invariante, por lo que
hay infinitas posibilidades para descomponer en 7 rectas invariantes. Mas adelante veremos que lo que si
son Unicas son las representaciones que obtenemos en estos subespacios. Por ejemplo, aqui obtenemos
siempre n representaciones triviales, independientemente de las rectas escogidas.

Aunque se desvie de nuestro objetivo, vale la pena comentar que hemos utilizado de forma fundamental la
finitud de G para promediar y obtener nuestro producto en el lema 2. Esto permite descomponer p como
suma de irreducibles, y este resultado no lo tendremos en casos mds generales (G infinito). No obstante, si
tenemos una integral razonable desde el punto de vista de G, podemos tomar promedios con integrales
y todo funciona exactamente igual. Para ello es necesario exigir otras propiedades como, por ejemplo,
que G sea un grupo topolégico localmente compacto. Para mds detalles se puede consultar el libro de
Kowalski [4], en concreto, la primera parte del teorema 5.2.11.

3. Ellema de Schur

Pensando en forma matricial, el teorema 1 dice que, en una cierta base, todas las matrices p, estdn
descompuestas en bloques. Estos bloques vienen definidos por los subespacios invariantes. Por tanto, lo
légico seré estudiar la representacion en esta base, donde podemos limitarnos a estudiar cada una de las
representaciones irreducibles que componen p. Para ello, pasaremos por estudiar sus relaciones.

La relacién natural entre dos representaciones p y 17 es una aplicacion lineal g tal que p,g = gn, para todo
a € G. A dicha g la llamaremos morfismo de p a n. En el caso de que g sea biyectiva, serd un isomorfismo
de p an, y recuperamos el concepto de que p y 7 sean equivalentes (isomorfas). En el lenguaje de teoria
de categorias esta g no es més que una transformacién natural entre p y 17, vistos como funtores de G a
Vecc. Existe un resultado muy importante sobre estos morfismos de representaciones.

Teorema 3 (Lema de Schur, [6]). Sean p: G — GL(V;),n: G — GL(V») dos representaciones irreducibles.
Entonces tenemos que:

* Si g es morfismo de p an, o bien g es isomorfismo o bien g = 0.

* Si h es morfismo de p a p (endomorfismo de p), entonces es una homotecia h = c - 1d.
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Demostracion. Empecemos por el primer apartado. Al ser g morfismo, p,g = g4, lo cual implica que
ker(g) e Im(g) son subespacios invariantes de 1, y p,, respectivamente. Pero como p y 1 son irreducibles,
sus subespacios invariantes son {0} o el total. Si el nicleo es 0 y la imagen es el total, estamos ante un
isomorfismo (y, por tanto, p y n serian equivalentes). En cualquier otro caso la aplicacién es nula.

Situémonos ahora en la segunda parte, donde % es endomorfismo de p. Observemos que si i cumple
que hp, = pgh, entonces h = h— c-1d también cumple que ﬁpa = paﬁ. Como estamos en C, siempre
podemos escoger ¢ para que h tenga un autovalor nulo (tomando c un autovalor de &). Pero entonces h
no es isomorfismo y, por la primera parte, h = 0. Es decir, h = ¢ - Id, como queriamos. [ |

Ejemplo 8. Consideremos una representacion p no irreducible en V y sea h la proyeccion ortogonal
(seglin el producto escalar del lema 2) sobre uno de los subespacios invariantes W. Descomponiendo un
v cualquiera entre W y W+ y teniendo en cuenta que W+ también es invariante, tenemos que

h(pa(v) = h(pa(w + w™)) = h(pa(w)) + h(pa(w™)) = pa(w) + 0 = pa(h(v)).

De esta forma, & es un endomorfismo de p y, como no es c¢ - Id, no cumple el teorema 3. Esto ocurre porque
p no es irreducible; de hecho, esto prueba que p es irreducible si y solo si cumple la segunda parte del
teorema 3.

Observacion 2. Sean p y i las representaciones del teorema 3 (representaciones irreducibles cualesquiera)
ysea g: V; — V, una aplicacién lineal cualquiera. Si consideramos g definida por

gA = Z 77;18,061,

acG
se cumple que g estd bajo las hipétesis del teorema 3. Es decir, 77[,1§ pp = g paratodo b € G.

Esto nos da mucha informacién, porque escogiendo una g cualquiera, tendremos que & serd 0 si p y n no
son equivalentes. Por otro lado, si p = 1, tendremos que g serd una homotecia. Escribiendo esto en forma
matricial podemos concluir informacién sobre las trazas de las matrices p, y 4. El desarrollo formal es
algo pesado pero no especialmente dificil. El lector interesado puede intentarlo por su cuenta o consultar
el libro de Serre [6].

Proposicion 4. Si p y n son dos representaciones irreducibles no equivalentes de G, entonces
> Tr(na) Tr(pa) = 0.
aeG

Proposicion 5. Si p es una representacion irreducible de G, entonces

2, Tipa) Te(pa) = |G.

aeG

4. Caracteres

Las proposiciones 4 y 5 indican un sentido de ortonormalidad entre las funciones Tr(p,) (siendo a el
argumento). Para seguir este camino, definimos estas funciones y el producto adecuado.

Definicion 5. Dada una representacién p: G — GL(V), su carécter serd la funcién ¢: G — C dada por
$(a) = Tr(pa).

Definicion 6. Dadas dos funciones ¢, y: G — C, definimos su producto escalar como

1

(oly) = Gl

> dlaw(a).

acG

Observacion 3. Las proposiciones 4 y 5 hacen que los caracteres de representaciones irreducibles sean
ortonormales respecto del producto que acabamos de definir.
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Al ser los caracteres ortogonales, una pregunta natural es qué subespacio vectorial generan (pues serdn base
ortogonal de este subespacio). Por el hecho de ser trazas de representaciones cumpliran ¢(aba™') = ¢(b),
ya que Tr(p,ppp,') = Tr(pyp) al ser la traza un invariante en algebra lineal. Como ya comentamos en la
introduccién, al elemento aba™! se lo llama conjugado de b. Vemos que dos elementos conjugados de G
tienen la misma imagen por ¢.

Definicion 7. La clase de conjugacion de un elemento b € G son todos los elementos de G de la forma
aba™'. Una funcién ¢: G — C que cumple que

¢(aba™) = p(b) Va,beG

se denomina funcién de clase. Es decir, una funcién de clase sera aquella que sea constante sobre cada
clase de conjugacion. En particular, los caracteres son funciones de clase.

Ejemplo 9. Consideremos la representaciéon regular p: G — GL(V) del ejemplo 4. Su carécter
¢(a) = Tr(p,) serd 0 para a # 1 (ya que cada vector de la base e, lo envia a uno diferente e;;). Por
el contrario, para a = 1 tenemos que ¢(1) = |G| (ya que deja fija toda la base). Por tanto, ¢(a) = |G|d1(a),
donde 6, es una funcién que vale 1 en el elemento neutro de G y 0 en el resto de elementos.

Ejemplo10. Tomemos G = Ss. Tiene 3 clases de conjugacién: la identidad, las trasposiciones y los 3-ciclos.
En el cuadro 1 podemos ver los valores que toma el caracter en cada clase de conjugacién. Lo hemos hecho
para la representacion trivial (ejemplo 1), la representacién alternada (ejemplo 3) y para la representacién
estdndar (ejemplo 2). El célculo de ¢ para la trivial y alternada es trivial y para la estdndar lo podemos
hacer tomando trazas en las matrices del ejemplo 2. Observamos que ¢ es constante sobre cada clase de
conjugacién. Ademds, como todas son irreducibles, los caracteres han de ser ortonormales, y asi es.

Cuadro 1: Caracteres de las representaciones irreducibles de Ss.

Representacion id (12) (13) (23) | (123) | (132)
Trivial 1 1 1 1 1 1
Alternada 1 -1 -1 -1 1 1
Estandar 2 0 0 0 -1 -1

Teorema 6. Las funciones de clase forman un espacio vectorial. Los caracteres de las representaciones
irreducibles de un grupo G sobre C forman una base ortonormal del espacio de funciones de clase.

Demostracion. Es trivial que las funciones de clase son un espacio vectorial con la suma de funciones y el
producto por escalar. Ya hemos visto que los caracteres de representaciones irreducibles son ortonormales,
y falta ver que generan todo el espacio de funciones de clase. Supongamos que generan el espacio W C V
dentro del espacio V de funciones de clase. Queremos probar que W = V, y para ello veremos que
W+ = {0}. Sean ¢'” los caracteres de representaciones irreducibles y sea i ortogonal a todas ellas. Veamos
que Y = 0. Para eso, utilizaremos la representacion regular del ejemplo 4. Sea p la representacién regular.
Por el teorema 1, p descompone en las representaciones irreducibles p(f), de caracteres ¢U) (puede haberlas
repetidas). Por hipétesis, (¥/|¢7)) = 0. Consideremos la funcién

) = w@pd ).
acG

Por un lado, tenemos que Tr(f () = (y|¢) = 0. Por otro lado, f¥) es un morfismo de la representacién
irreducible p%, ya que

Y S )y ool U s )

acG ceG ceG

donde hemos tomado ¢ = bab™'y usado que ¢ es funci6n de clase. Como pY es irreducible, el teorema 3
afirma que %) = k- Id, pero como Tr(f 0)) = 0, necesariamente f U) = 0. Ahora bien, si definimos f parala
representacion regular como

FG) = W@pax),

acG
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esté claro que f es suma de las f ) (ya que p es suma de las p(i)). Como todas las f U) son nulas, f=0.En
particular,

0=f(er) = Y wl@paler) = ) wlae.

acG acG

Como los e, son una base, cada coeficiente conjugado es Y(a) = 0y, por tanto, ¥ = 0. Como cualquier
funcién de clase  ortogonal a las ¢ es nula, las ¢') generan todo el espacio de funciones de clase. ®

Corolario 7. La representacion regular contiene todas las representaciones irreducibles.

El corolario se deriva directamente de la demostracién del teorema, porque solo hemos usado las repre-
sentaciones irreducibles contenidas en la regular.

Corolario 8. Sean p') las representaciones irreducibles, sea n una representacion cualquiera, y sea
n=mpV&...&np"® sudescomposicion por el teorema 1 (donde n; significa que cada p9 aparece
n; veces). Estos n; se pueden calcular mediante n; = (¢|¢?), donde ¢ es el cardcter de . Ademds, esto
implica la unicidad de la descomposicion del teorema 1, salvo isomorfismo.

Demostracién. Para ver que n; = (go|¢(i)), simplemente ejecutamos el producto y usamos ortonormalidad:

(@lg) = (o™ + ...+ e ®|g) = my (¢ [¢)) + ... + mi(6®P0?) = .

Esto es valido para cualquier descomposicién de 1. Por tanto, todas las descomposiciones consisten en
repetir 7; representaciones equivalentes a p'”). Es decir, la tinica descomposicién de iy es n; pV@. . .@n p®,
salvo isomorfismo. |

Corolario 9. Hay tantas representaciones irreducibles de G como clases de conjugacion.

Demostracion. De hecho, si V es el espacio de funciones de clase, tenemos que
# representaciones irreducibles de G = dim(V) = # clases de conjugacién de G.

La primera igualdad se deduce de que las ¢”) son una base de V, y hay tantas como representaciones
irreducibles. La segunda igualdad proviene de que los elementos de V son exactamente las funciones que
son constantes sobre cada clase de conjugacién. De esa manera, una posible base de V son las funciones
que valen 1 en una clase de conjugacién y 0 en el resto. Evidentemente, hay tantas funciones de ese tipo
como clases de conjugacion. [ |

Corolario 10. Supongamos que cada p'? aparece n; veces en la representacion regular p. Entonces
tenemos la férmula
k
_ 2
G| = Z n.
i=1

Demostracion. Sea ¢ el cardcter de p. Calculemos (¢|¢) de dos maneras. Tenemos que

k
(¢|¢) = (n1¢(1) +...+ nk¢(k)|n1¢(1) +...+ nk¢(k)) — Z nIZ
i=1

Pero por otro lado, al ser p la representacion regular, tenemos que Tr(p,) = 61|G| (ejemplo 9). De ahi
deducimos que

1 —_— 1 1
($1¢) = = > Tr(pa) Tr(pa) = — > 61|G* = =|G* = |G|.
|Gl &4 |Gl &4 |G|
Como ambos resultados de (¢|¢) han de ser iguales, tenemos la férmula deseada. [ |

Ejemplo 11. Continuemos el ejemplo 10. Tenfamos tres representaciones irreducibles de S; (la trivial, la
alternada y la estandar). Por el corolario 9 sabemos que estas tres ya son todas (ya que hay tres clases
de conjugacién de Ss: la identidad, la de trasposiciones y la de 3-ciclos). Tenemos sus caracteres ¢
en el cuadro 1y, por otro lado, tenemos el cardcter ¢ = |S3|6; de la representacion regular (ejemplo 9).
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El corolario 8 nos permite decir que la representacion regular descompone como p = m p(l) ony p(z)EBng p(S),
donde cada n; viene dado por (¢|¢?). Usando que ¢ = |S;|6; y recordando que 6, es nula salvo para el
neutro de S; obtenemos

1

ni=(@le") =

57 2, [Gl@e@) = ¢id).

aESs

Mirando los resultados (p(i)(id) en el cuadro 1 vemos que tanto la representacion trivial como la alternada
tienen n; = n, = 1, mientras que la estandar tiene n3 = 2. Por un lado comprobamos el corolario 7,
porque se cumple que todo 7n; > 0, estando cualquier representacién dentro de la regular al menos una
vez. Por otro lado, comprobamos también el corolario 10, yaque nf + n5 + n5 =1+ 1+4 =6 = |Ss].

Ejemplo 12. En el ejemplo 5 tenemos una representacion tridimensional tal que p, envia e; a e,;). Clara-
mente, su cardcter ¢ valdrd 3 en la identidad (deja fija la base), 1 en las trasposiciones (deja un elemento
de la base fijo) y 0 en los 3-ciclos (no dejan ninguno fijo). Esto permite descomponerla usando la ecuacién
n; = (¢|¢?) del corolario 8. En concreto, siendo i la identidad, ¢ una transposicién y ¢ un ciclo, tenemos
que

m = < (#0670 + 3900 (1) + 299N (o)) = 2RSS

n, = é(@qﬁ‘”(i) +39(0)p? (1) + z@w)@)) _31+3 1 ;—1) +2:0-1
. -1- .0.- =L

s = £ (#0900 + 30 0) + 2@ =~ ITE2E

Como ya habiamos visto en el ejemplo 5, esta representacién descompone en la trivial (n; = 1) y la
estdndar (n3 = 1) sin contener ninguna representacién alternada (7, = 0).

5. El caso del grupo simétrico

Como ya comentamos en la introduccion, las clases de conjugacién de S, estan asociadas con las par-
ticiones de n, de forma que hay p(n) clases de conjugacion de S,. Recordemos que a la permutacién
a € 8, le podiamos asociar la particién de n que consiste en los tamarios de los ciclos disjuntos en los
que descompone a.

Ejercicio 13. Probar que dos permutaciones a, b € S, son conjugadas si y solo si sus ciclos son de los
mismos tamanos.

Corolario 11.  Del ejercicio anterior deducimos que hay p(n) clases de conjugacion de S,,.

Demostracion. Por el ejercicio anterior, hay tantas clases de conjugaciéon como posibles permutaciones de
S, con tamafios de sus ciclos diferentes. Como la suma de tamafos de los ciclos es n, hay exactamente
p(n) posibilidades para escoger estos tamafios. |

De esta manera, cada particién corresponderd a una tnica clase de conjugacién de S,, y viceversa. Por
ejemplo, la clase de conjugacién de los c-ciclos va a asociada a la particién (c, 1,1,...,1). Cada clase
de conjugacion corresponde a una tinica representacion irreducible por el corolario 9. Uniendo ambas
cosas, sabemos que habra una representacién irreducible por cada particién de n, y nuestro objetivo serd
construirla. Sea A una particiéon de n. Lo primero que necesitamos es un espacio vectorial, y este espacio
nos lo dardn las tablas de Young, de las que hablamos en la introduccién. Recordemos que una tabla de
Young consiste en un diagrama de recuadros rellenos con los ntimeros del 1 al . La forma del diagrama
codifica una particiéon de n.

También nos sera 1til considerar tablas donde no nos importe el orden de niimeros en las filas, a las que
llamaremos tabloides. Podemos ver estos tabloides como un conjunto cociente de las tablas respecto a
una relacién de equivalencia ~. La relacién ~ vendria definida por T ~ S siy solo si las filas de T son las
mismas que las de S, con la posibilidad de que cada fila esté reordenada. Al tabloide que se obtiene de la
tabla T lo denotamos por {T}, y es la clase de equivalencia de T respecto a ~.
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Definicién 8. Denotaremos por V* al C-espacio vectorial libre generado por los tabloides. Es decir,
tomaremos C”, donde m es la cantidad de tabloides, y denotaremos por {T;} a los elementos de la base,
donde {T;} puede ser cualquier A-tabloide (tabloide con la forma de la particién A).

Definicion 9. Tenemos una representacion de S, en cada V*, simplemente dejando que cada a € S,
actte en cada tabloide, permutando los nimeros de su interior. Dicha representacién la denotaremos por
p (aunque depende de 1) y viene dada por

palc{Ti} +...+ c{Ti}) = apa{Ti}t + ... + ckpa{ T},

donde p,{T;} consiste simplemente en dejar que a permute los ntimeros del 1 al n que hay en la tabla T;.
Esto es lo mismo que decir que permute los elementos del tabloide { T;} correspondiente.

Ejemplo 14. Consideremos 7 = 3y A = (2, 1). Tenemos tres tabloides de Young, que podemos ver en la
figura 5 (en los tabloides se omiten las lineas verticales, indicando asi que no hay orden por filas). Por
tanto V = C>. Observemos que p3){T1} = {11}, por lo que existen permutaciones no triviales que fijan
un tabloide. También tendriamos, por ejemplo, que p(123){T1} = {T>}, o también que p3){T1} = {T3}.
Si comprobamos cémo actia cada p, sobre cada {T;} veremos que esta representacion es exactamente
igual a la del ejemplo 5 (Ilamando 7; a lo que antes era ¢;).

[\
w

1 3 1 2

5 {T:} = 3

{2} =

{nh} =

‘ -

Figura 5: Tabloides de Young de forma A4 = (2, 1).

Ejemplo 15. Consideremos 7 cualquieray A = (n). Como todos los ntimeros estdn en la misma fila, hay un
Unico tabloide de Young y toda p, lo deja fijo, de forma que la representacidn es la trivial unidimensional.

Ejemplo16. Consideremos 7 cualquieray A = (1, 1,..., 1). Como las filas son de un elemento, los tabloides
son lo mismo que las tablas, y tenemos n! tabloides. Asociemos a cada tabloide {T,} la permutacién
a € S,, que toma como a(i) el namero de la fila i-ésima de T,. De esta forma, si {T,} tiene asociada
a € 8, ocurre que p,{T,} tiene asociada ba. Por lo tanto, esta representacion es la regular, utilizando
{T,} como elementos de la base, en vez de e,.

Ejercicio 17. Para n = 3 hay tres posibles particiones: (1, 1, 1), (2, 1) y (3). Aplicando los ejemplos 14, 15
y 16 a n = 3, vemos que solo A = (3) nos da una representacion irreducible, que es la trivial. Se puede
probar esto en general, es decir, que solo A = (n) da representaciones irreducibles. Para ello puede ser ttil
considerar el cardcter ¢ de la representacién y ver como se traduce la irreducibilidad en términos de ¢.

Pese a no ser irreducibles, nuestras representaciones son ttiles, porque contienen la representacién
irreducible asociada a A que buscamos. Por ejemplo, la particién A = (1, 1, 1) nos da la representaciéon
regular, que, aunque no es irreducible, contiene a la representacién alternada, que si es irreducible. De
la misma manera, la particiéon 4 = (2, 1) nos da la representacién del ejemplo 5, que contiene a la
representacion estandar, que es irreducible. La idea general serd construir un subespacio W* c V4 que
sea invariante, y de manera que p restringida a W* si sea irreducible.

Si el espacio W* ha de ser invariante, al aplicarle p, a cualquier elemento de W* hemos de permanecer en
W+. Una manera de aprovechar esto es considerar combinaciones lineales de las p,,. Para ello utilizaremos
el concepto de signo de permutacion introducido en el ejemplo 3. Recordando que el signo es multiplicativo
y que &(a) = +1, se deducen facilmente otras propiedades, como que &(a) = £(a™!), o también que
e(bab™) = g(a).

Definicion 10. Sea H C S,, un subgrupo de S,,. Definiremos la funcién fi;: V* — V*#, para una particién
Ay un subgrupo H, como

fulTy = ) e(@pa{T}.

acH
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Observacion 4. Si tenemos un subespacio U4 ¢ V* invariante de p, entonces U 4 es subespacio invariante
de f. Esto ocurre porque U" es subespacio invariante de cada p, y fi es combinacién lineal de las p,,.

Proposicion 12.  Si observamos como actiia p sobre fy, tenemos que paratodo b € S,

Pl T}) = forp-1 (p{T}).

En el caso particular de b € H, f es endomorfismo de p y, ademads,

po(fa{T}) = fulpp{T}) = e(b)fu{T}.

Demostracion. Para la primera parte, realizamos el cdlculo usando que el signo es multiplicativo:

oo TH) = D e(@ppal T} = ) e(bab™ppar 1 (0pATH = > &(©)pepp{TH = fopr (po{T).

acH acH cebHb™!

Para la segunda parte, observemos que si b € H, tenemos que bHb™! = H. Continuando el célculo,

po(udTY) = firpp{TY) = ) e(@pa{T} = £(b) ) e(ab)pap{T} = s(b)fu{T}. .

acH abeH

Vale la pena comentar que, aunque fs, sea endomorfismo de p (pues siempre ocurre que b € S,,), el
teorema 3 no es aplicable, porque p no tiene por qué ser irreducible.

Observacion 5. Fijémonos en la tltima igualdad de la segunda parte de la proposicion. Enel casode b € H
con &(b) = -1, tenemos que fy(pp{T}) = —fu{T}. Pero ademads existen ciertos b € S, para los que
pp{T} = {T}, concretamente, los que solo permutan filas de T. Haciendo esta suposicién extra, tenemos
que fg{T} = fu(pp{T}) = —fa{T}y por tanto, fg{T} = 0. Estos b de S,, que permutan filas de T son un
subgrupo de S,,, que denotaremos por F(T). A su versién andloga por columnas la denotamos por C(T).
Y, como acabamos de ver, si existe b € F(T) N H con &(b) = —1, entonces fy{T} = 0.

Ahora la idea consiste en utilizar la primera parte de la proposicién 12 para construirnos un subespacio
invariante. Efectivamente, si nos cogemos el espacio generado por imagenes de fy, siendo { H;} una familia
de subgrupos tal que bH;b™! € {H;} para cualesquiera j y a € S,, entonces el subespacio (Im(fy;,)) serd
invariante (por la proposicién). La idea clave es tomar un Hy por cada tabloide y conseguir que la imagen
de fu, sea unidimensional (lo mds pequefio posible no trivial). Para ello nos interesa que fy, {T} # 0y,
por tanto, no querremos que Hy N F(T) contenga permutaciones impares (por el ejemplo anterior). Pero,
por otro lado, nos interesa Hr lo mas grande posible porque asi la imagen de fy, serd mas pequefia (es
trivial ver que si H’ C H, la imagen de f estd contenida en la de fy). Un H maximal (en cierto sentido)
que no comparte trasposiciones con F(T) es H = C(T), que es el que tomaremos.

Ejercicio 18. Probar que C(T) es un subgrupo maximal en el siguiente sentido. Cualquier subgrupo H
que no comparta permutaciones impares con F(T) contiene, a lo sumo, las mismas trasposiciones que
C(T). Puede ser 1til probarlo primero solo para un H que no comparta permutaciones impares con F(T)
y aplicar luego el teorema de Cauchy sobre la existencia de elementos de orden primo.

Vale la pena comentar que, aunque H puede ser més grande que C(T), al contener las mismas traspo-
siciones que C(T), se cumple que dim(Im(fy)) = dim(Im(f¢(r))). Esto puede verse de la definicién de f
usando que [H : C(T)] es impar o como corolario de la proposicién 13 que enunciamos a continuacion.

Proposicién 13.  La aplicacion fc(r) proyecta todo V4 sobre una tnica recta, generada por feen{T}.

Demostracion. Gracias a la elecciéon de H = C(T), tenemos que for){T} # 0. Para verlo basta con
desarrollar el sumatorio que define fy y observar que todos los p,{ T} que aparecen son tabloides diferentes
(luego no pueden cancelarse). Ahora sea {S} un tabloide cualquiera y veamos que fc(r){S} es un mdltiplo
de fe(r){T}. En el caso de que existan trasposiciones en F(S) N C(T), la observacién 5 nos dice que
fon{S} = 0y, por tanto, es multiplo de fo(r){ T}. Falta el caso de que no existan trasposiciones en
F(S) N C(T), para el que necesitaremos el lema 14, que presentamos a continuacion. [
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Lemal14. Sean T y S dos tablas de Young de forma A. Supongamos que no existen i, j diferentes que estén
en la misma fila de S y misma columna de T (es decir, A (ij) € F(S) N C(T)). Entonces existen a € F(S) y
b € C(T) tales que pp(T) = pu(S).

Demostracion. Consideremos los 1; nimeros diferentes que estdn en la primera fila de S. Por hipétesis,
estdn en las 1, columnas diferentes de T (ya que no puede haber dos en la misma columna de 7). Por lo
tanto, existe una permutacién b; € C(T) que lleva estos A1, nimeros a la primera fila de T. Observamos que
pp,(T) y S tienen los mismos ntimeros en su primera fila (aunque estén ordenados diferente). Podriamos
seguir este razonamiento con la segunda fila de Sy obtener b, € C(T) tal que pp,;,(T) y S tengan los
mismos nimeros en las dos primeras filas. Procediendo sucesivamente, tenemos b = b, ... byb; € C(T)
tal que pp(T) y S tienen los mismos nimeros en sus filas. Por lo tanto, como solo se diferencian en el
orden de sus filas, existe a € F(S) tal que pp(T) = pa(S). [ |

Este lema permite concluir la demostraciéon de la proposicién 13. Considerando los tabloides generados
por Ty S tenemos que pp{T} = p.{S} = {S} ya que a € F(S). Por lo tanto, fc(r){S} = for)pp{T} =
£(b)fe(r){ T} utilizando la proposicién 12.

Definicién 11.  Definimos el politabloide generado por T como er = fe(r){ T}. Al subespacio generado
por todos los politabloides er se lo llama subespacio de Specht y lo denotaremos por W+,

Observacion 6. Los politabloides son no nulos (en la demostracién de la proposicién 13 ya explicamos que
fon{T} # 0). Pero, ademds, fo(r) es no idénticamente nula sobre el espacio de Specht porque

feyer) = fop{Th = > elab)pap{Th = |C(D) ). &(c)pe{T} = |C(T)|er # 0.
a,beC(T) ceC(T)

Ejemplo19. Sean = 3ysea A = (2,1). Consideremos las tablas T;, T, y T3 de la figura 6. Considere-
mos fg(r,), que viene definido por for,) () = u — pas)(u) para cualquier u € V*. Podemos observar
cémo for){ T2} = —fory{Ti} # 0, ya que estamos en el caso en el que F(T») y C(T1) no comparten
trasposiciones. Por otro lado, f¢(1;){ 73} = 0, ya que la trasposicién (13) estd tanto en C(7;) como en

F(Ty).

2 2 3
1

er = - er, = - er, = _

2 2 3

2 3 1 3 1 3 1 2
1

Figura 6: Algunas tablas de Young para n = 3 con sus respectivos politabloides.

Ejemplo 20. Continuando con la figura 6, podemos ver los politabloides er,, er, y er,. Por supuesto,
existirian otros tres més (ya que hay seis tablas), pero se puede comprobar que son estos tres cambiados
de signo. Por lo tanto, estos tres ya generan todo W*. Ademas, podemos ver cémo er, +er, +er, =0,
de manera que no son linealmente independientes. Tenemos, por tanto, dim(W+*) = 2. De hecho, la
representacion sobre W* serd isomorfa a la estandar. Para verlo, hemos de pensar en los politabloides er,
er, y e, dentro de la figura 3. Se puede comprobar que p actiia sobre los er, igual que lo hace en la figura 3
sobre los puntos resultantes de girar 30° los puntos 1, 2 y 3. Otra forma més metédica de comprobar que
esta representacion es isomorfa a la estdndar es calcular su carécter y utilizar el corolario 9.

Ejemplo21. Sean =3ysead =(1,1,1). En este caso C(T) = S; = C(S) para cualquier tabla T, por lo
que es = fos){S} = fory{S} € (er), por la proposicién 13, y todos los politabloides estan en la misma
recta. Es decir, dim(W*) = 1. De hecho, usando la segunda parte de la proposicién 12, tenemos que
puler) = pp(fs, {T}) = e(b)fs, {T} = e(b)er. Por lo tanto, estamos ante la representacién alternada.

Como ya vemos de los ejemplos, aunque los e7, no son una base (no son independientes), si que generan
un W+ sobre el cual p es irreducible. Las proposiciones 12 y 13 seran las herramientas principales para
probarlo. Solo nos falta un pequefo lema sobre el comportamiento de C(p,(T)). La demostracién se
puede intentar como ejercicio. También se puede consultar la demostracién en la bibliografia [1, 5].
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Lema15. Sean T unatablay a € S,. Entonces se cumple que C(p(T)) = aC(T)a™ .

Teorema 16. El subespacio de Specht W* es un subespacio invariante de p. Ademds, al restringir p a W*
obtenemos una representacion irreducible.

Demostracion. En primer lugar veamos que W es invariante. Basta con ver que p,(er) € W4, porque los
politabloides son generadores de W*. En efecto,

paler) = pafery{TY) = fucryar (Paf TY) = fotpury)(PalT}) = epyr) € W1,

donde hemos utilizado la primera parte de la proposicién 12 y el lema 15.

Veamos ahora que p es irreducible sobre W+. Usando el teorema 1 descomponemos W4 = U;®...® U,. Sea
T un tabloide cualquiera; como ker(fc(r)) # W+ (observacion 6), existe algin U; que no estd estrictamente
contenido en ker(fc(r)). Sea u € U tal que fo(ry(u) # 0. Por la proposicion 13, tenemos que Im(f¢(r)) =
(er) y por la observacion 4 tenemos que fc(r)(u) € U;. De todo ello concluimos que ey € U;. Ahora sea S
otra tabla cualquiera, y sea a € S, la permutacién tal que p,(T) = S. Como U; es invariante, p,(er) € U;,
pero, como hemos visto arriba, p,(er) = e,,(r) = es. Por lo tanto, es € U; para cualquier tabla S, siendo
U; = W4 el tinico subespacio invariante. [ |

Teorema 17. Las representaciones p* restringidas a los subespacios W* son todas las representaciones
irreducibles del grupo simétrico S,,.

Demostracion. El corolario 9 unido al hecho de que S,, tiene p(n) clases de conjugacién nos dice que S,
tiene p(n) representaciones irreducibles. Nosotros hemos construido p(n) representaciones irreducibles,
las p sobre W4, para cada particién A. Faltaria ver que todas ellas son no equivalentes entre si. La
demostracion puede enfocarse como la del teorema 16, pero en este caso viendo que f¢(s) = 0 sobre VA
cuando S no proviene de la particién A. Cuando S era una A-tabla, teniamos que Im(f¢(s)) = (es); ahora
tendremos que Im(fc(s)) = {0}. La prueba de este paso puede consultarse en la bibliografia [3, 5]. [ ]

Teorema 18. Una posible base para este espacio de politabloides consiste en tomar solo los politabloides
generados por tablas estandar.

Recordemos que una tabla es estdndar si sus filas y columnas estdn en orden creciente.

Corolario 19. Para cada A particién de n, sea n, la cantidad de tablas estdndar. Entonces, del corolario 10
se deduce que n! = 3, ni, ya que los n, son también Ias dimensiones de las representaciones irreducibles.

La demostracién del teorema 18 no la haremos y se puede encontrar en la bibliografia [3, 5]. La idea
bésica consiste en introducir una relacién de orden en los tabloides segtin lo arriba o abajo que estdn
los niimeros. Para comparar {T} y {S} miramos el nimero mas grande que esté en filas diferentes en
ambos, llamémosle i. Si i estd més arriba en {T} que en {S}, decimos que {T} < {S}; en caso contrario,
{8} < {T}. Estarelacién de orden tiene la propiedad de que p,{T} < {T} para tablas estdandar. Usando
esta propiedad es fécil ver que los politabloides generados por tablas estdndar son independientes. Lo que
es mas dificil es ver que generan todo W*. Una posible manera de probarlo es introducir un algoritmo que
expresa los politabloides no estdndar en funcién de los estdndar: el straightening algorithm. Esta es la via
seguida en el articulo de McNamara [5]. Otra manera consiste en probar primero el corolario 19 mediante
argumentos combinatorios y deducir, por calculo de dimensiones, que los politabloides estdndar son base
de W, Esta via alternativa se encuentra en el libro de Fulton [3].

Ejemplo 22. En el ejemplo 20 ya vimos que para A = (2, 1) obtenemos un W* de dimensién 2, con una
posible base {er,, er, }. Pero si nos fijamos en la figura 6, las tablas T; y T> son exactamente las dos tinicas
tablas estandar para A = (2, 1). Por lo tanto, vemos que se cumple el teorema 18.

(3) como para 1 = (1,1, 1) tenemos una Unica tabla estandar, siendo
(2,1) tenemos dos tablas estdndar, de forma que n;) = 2. Podemos

Ejemplo 23. Tanto para A
nEy = M) = 1. Para A
comprobar c6mo

D omh=12+17 422 =6=3L
A

Esto no es mds que la igualdad combinatoria que habiamos presentado en la introduccién.
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Ejemplo 24. En los ejemplos de este articulo hemos descrito las tres representaciones irreducibles de Ss:
la trivial, la alternada y la estdndar. Todas ellas estdn dentro de la regular y, ademads, cada una esté tantas
veces como su dimensién (corolario 8). La trivial y la alternada son de dimensién 1 y la estdndar es de
dimensi6n 2. Por tanto, podemos visualizar la parte real de la representacion regular (en R®) visualizando
sus tres representaciones irreducibles (para el caso de la estdndar, repetida). Podemos ver esto en la
figura 7.

€%

e &

e €4

Figura 7: Dibujo esquemdtico de la representacion regular de S;. En la recta (e;) tenemos la representacion
trivial y en la recta (eg) tenemos la alternada. En los planos {e;, e,) y {e4, e5) tenemos la representacion
estandar. En verde, un punto genérico de R® c C8. En azul, sus imdagenes por los 3-ciclos, y en rojo, sus
imégenes por las trasposiciones.
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A. Anexo: resolucion de ejercicios

Solucién del ejercicio 6. Para ver que la representacion regular de S, contiene la representacion trivial, lo
natural es considerar la recta {(1,1,...,1)) = V;. Parametricemos los puntos de x € V; con el niimero
complejo ¢, donde x = (¢, ¢, ..., ¢). Si p es la representacion regular, p,(x) serd el resultado de permutar las
coordenadas de x segun a. Pero, como todas son iguales, obtendremos (¢, ¢, .. ., ¢), independientemente
de la permutacién a € S,,. Por tanto, V; es subespacio invariante, y p, restringida a V; es la identidad. Es
decir, la representacion regular restringida a V; es la trivial.

Para ver que p contiene la representacion alternada, recordemos que en la representacién regular las coorde-
nadas van indexadas por permutaciones {a;} = S,. Consideremos la recta {(e(ay), e(ap), .. ., (an))) = Vs.
Si consideramos x = (ce(ay), ce(ap), ..., ce(an)) € Vo, tenemos que pp(x) serd el resultado de permutar
las coordenadas de x por b € S,,. De esta forma, la coordenada q; ird a parar a la coordenada ba;. Por tanto,
el valor de la coordenada i-ésima de py(x) serd e(b™'a;) = £(b)e(a;). De ahi se deduce p,(x) = &(b)x,
para todo x € V5, por lo que V; es subespacio invariante, y la representacion regular restringida a V; es la
alternada. [ |

Solucién del ejercicio 13.  Queremos ver que dos permutaciones de S, son conjugadas si y solo si sus ciclos
son del mismo tamafo. Consideremos a, b € S, conjugadas, es decir, ca = bc, con ¢ € S,,. Esto quiere
decir que si a envia i a a(i), b enviara c(i) a c(a(i)). Es decir, b hace exactamente lo mismo que a pero
sobre la imagen de c.

82 https://temat.es/


https://doi.org/10.1112/plms/s1-34.1.361
https://doi.org/10.1112/plms/s1-34.1.361
https://doi.org/10.1112/jlms/s1-3.1.14
https://doi.org/10.1112/plms/s2-28.1.255
https://doi.org/10.1112/plms/s2-28.1.255
https://doi.org/10.1112/plms/s2-31.1.253
https://doi.org/10.1112/plms/s2-31.1.253
https://doi.org/10.1112/plms/s2-31.1.273
https://doi.org/10.1112/plms/s2-31.1.273
https://doi.org/10.1112/plms/s2-31.1.556-t
https://doi.org/10.1112/plms/s2-31.1.556-t
https://doi.org/10.1112/plms/s2-34.1.196
https://doi.org/10.1112/plms/s2-34.1.196
https://doi.org/10.1112/plms/s2-36.1.304
https://doi.org/10.1112/plms/s2-36.1.304
https://doi.org/10.1112/plms/s2-37.1.441
https://doi.org/10.1112/plms/s2-37.1.441
https://doi.org/10.1112/plms/s2-54.3.219
https://doi.org/10.1112/plms/s2-54.3.219
https://temat.es/

Cao Labora

En particular, si tenemos el ciclo (i, a(i), a*(i), . .., a*(i)) en a, tenemos el ciclo
(c(d), be(i), b*c(D), ..., be(i)) = (c(i), ca(i), ca®(i), ..., ca"(i)

en b, de la misma longitud, y como c es una biyeccidn, los ciclos de a y b son de los mismos tamafios.
Reciprocamente, si los ciclos son de los mismos tamarnos, podemos construir ¢ que envie cada ciclo de a
a un ciclo de b del mismo tamafo y, ademads, preservando el orden dentro del ciclo. De esa manera, si
a(i) es el siguiente niimero a i en un ciclo de a, c(a(i)) seré el siguiente ntimero a c(i) en un ciclo de b. Es
decir, be(i) = ca(i), y como esto es para todo i, entonces, bc = ca, siendo a y b conjugados. ]

Solucién del ejercicio 17.  Supongamos que una particion A = (ny, ny, ..., 1) nos da una representacion p
irreducible sobre V4. Consideremos su carécter ¢. Ya sabemos que si p es irreducible, entonces (¢|¢) = 1,
pero el reciproco también es cierto (trivial por el corolario 8, por ejemplo). Ahora tratemos de calcular
(¢|p) explicitamente. Para calcular ¢, tomamos la base de los tabloides y vemos que

¢(a) = Tr(p,) = #{A — tabloides que fijan a} = my,

donde hemos definido m, como la cantidad de tabloides que fija a. Esta igualdad es mds facil de entender en
forma matricial: p, es una matriz llena de ceros excepto en las entradas ({T}, {S}) tales que p,{T} = {S},
donde la matriz tiene entrada uno. Por lo tanto, la traza es la cantidad de unos en la diagonal, es decir, la
cantidad de tabloides tales que p,{T} = {T}. Si ahora calculamos (¢|¢) y aplicamos la desigualdad de
medias cuadratica-aritmética,

(plp) = Za ™ > (Z“ m“)z.

ISal -\ ISl

La suma de los m, es facil de computar utilizando la tipica técnica combinatoria de doble conteo: en vez
de sumar para a la cantidad de tablas fijas por a, sumaremos para { T} la cantidad de permutaciones que
fijan {T}. Esta cantidad es trivialmente n;!my! ... ng! (podemos permutar cada fila como queramos). Esa
cantidad se suele denotar como A! = ny!... ng!. Tenemos que

Z mg = Z Al = #{A — tabloides}A! = # {1 — tablas} = n!.
aeS, {T}

Esto viene de que la cantidad de tablas es la cantidad de tabloides por la cantidad de maneras de ordenar
las filas (que es A!). Por otro lado, es obvio que hay #! tablas porque hay n! maneras de colocar los n
nameros en la tabla. Ahora ya hemos acabado porque

(elg) = (lenf) - (2=,

de lo que se deduce que, si p es irreducible, estamos en el caso de igualdad de la desigualdad de medias.
Dicho caso se alcanza cuando todos los m, son iguales; en particular, serdn iguales a m; = # {tabloides},
ya que p; = Id fija todos los tabloides. Luego cualquier p, fija todos los tabloides. Esto implica que los
tabloides solo tienen una fila, porque si hubiera dos filas (es decir, A # (n)), para cualquier tabloide {T}
podriamos escoger como a una trasposicioén entre un nimero de la primera fila y uno de la segunda.
Claramente, dicho p, no fijaria { T} y estariamos ante una contradiccion. [ |

Solucién del ejercicio 18.  En primer lugar, supongamos un H con mds trasposiciones que C(T) pero que no
comparte ninguna con F(T). Sea (ij) una trasposicién de H — C(T). Es obvio que (ij) no estd ni en C(T) ni
en F(T)y, por tanto, i y j no comparten ni fila ni columna en 7. Sin pérdida de generalidad supongamos
quelafila de i es previa a la de j; entonces, existe una casilla en la tabla que tiene la columna de i yla fila de j.
Supongamos dicha casilla ocupada por el ntimero k. Tenemos que (ik) € C(T) C H, luego (ik)(ij)(ik) € H
ya que todos los elementos del producto estdn en H. No obstante, (ik)(ij)(ik) = (jk) € F(T), y esto
contradice que H y F(T) no compartan trasposiciones.

Ahora extrapolemos el resultado a permutaciones impares cualesquiera. Si F(T) y H comparten per-
mutaciones impares, entonces F(T) N H no es subgrupo del grupo alternado A,. De esta manera,
[F(T) N H: F(T) N HN Ay es un divisor de [S;, : A,] = 2 que no es 1. Por lo tanto, es 2 y tene-
mos que |F(T) N H| es par. Aplicando el teorema de Cauchy para la existencia de elementos primos para
p = 2 tenemos que existe alguna trasposicién en F(T) N H, lo cual contradice el resultado previo. [ |
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