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Resumen: El presente articulo pretende mostrar una generalizacién del teorema
de los multiplicadores de Lagrange, que resuelve problemas de optimizacién con-
dicionados solo a restricciones de igualdad. El teorema de Karush-Kuhn-Tucker es
una extension suya que resuelve problemas de optimizacién condicionados tanto
a restricciones de igualdad como de desigualdad. En la primera seccién del pre-
sente texto, se enuncia y comenta el teorema de Lagrange y se incluye un ejemplo
de aplicacion. En la segunda seccién, se enuncia y se demuestra el teorema que
extiende al teorema de Lagrange, incluyendo un ejemplo ilustrativo. En la tercera
y ultima seccién, se hace una breve introduccién a la programacién convexa y
coéncava y se prueba la condicién suficiente en programacién convexa y céncava.

Abstract: This paper expects to show a generalization of the Lagrange multiplier
rule, which solves optimization problems with only equality constraints. The
Karush-Kuhn-Tucker theorem is an extention of this result in which inequality
constraints are also considered. In the first section of this text, we discuss the
Lagrange multiplier rule, including one example. In the second one, we prove the
Karush-Kuhn-Tucker theorem, including another example. In the third and last
one, we make a brief introduction to convex and concave programming and we
prove a sufficient condition in convex and concave programming.
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El teorema de Karush-Kuhn-Tucker

1. Introduccion

Alo largo de la historia, la optimizacion ha resultado fructifera a la hora de resolver numerosos problemas
de naturaleza variada tanto en matemadticas como en fisica o economia, entre otras. La optimizaci6n es el
campo de las matemaéticas dedicado a minimizar o maximizar una determinada funcién, distinguiéndose
dos grandes ramas dentro de esta, a saber: optimizacion libre y optimizacion condicionada.

Hoy en dia es habitual, en el curso de Célculo, estudiar que los valores extremos de una funcién real y
derivable f definida en un intervalo abierto I C R se encuentran entre los puntos x € I tales que f'(x) = 0.
Y, dado n € N, los valores extremos de una funcién real de varias variables y diferenciable definida en un
subconjunto abierto Q C R” se encuentran entre los puntos x € Q tales que Vf(x) = 0.

Dados n € N un nimero natural, 2 C R” un subconjunto no vacio de R"y f: Q — R una funcién real
definida en Q, la optimizacion libre trata de resolver el siguiente problema:

minimizar/maximizar f(x)
x e Q.

Pero ;qué pasa cuando se buscan el minimo y maximo de una funcién condicionados a ciertas restricciones
o ligaduras? La optimizacion condicionada se encarga de responder a esta pregunta. En los siglos xvi1 y xviii,
grandes matemadticos (en especial, Lagrange) se ocuparon de obtener maximos y minimos condicionados
de determinadas funciones. A mediados del siglo xvi11, Lagrange publicé un método para resolver tales
problemas de optimizacién condicionada solo a restricciones de igualdad: el método de los multiplicadores
de Lagrange.

El objetivo del presente texto es mostrar una extension del teorema de Lagrange que sirva para resolver un
programa mixto, que es un problema de optimizacién condicionada donde se minimiza o maximiza una
funcién sujeta a ambos tipos de restricciones: de igualdad y de desigualdad.

La programacion lineal versa sobre la resoluciéon del programa mixto lineal, esto es, el problema de
optimizacién condicionada a restricciones mixtas (de igualdad y desigualdad)

minimizar/maximizar f(x) sujeto a

(%) F1(x) =0, ., fi(%) = 0, fiy1(x) <0, ..., firn(x) <0,
X € Q,

donde Q Cc R", n,k, m € N y todas las funciones involucradas f, f1, ..., f;,; son funciones lineales.

Exceptuando al matemaético francés G. Monge (1746-1818), quien en 1776 se interes6 por problemas de
este tipo, debemos remontarnos al afio 1939 para encontrar nuevos estudios relacionados con los métodos
de la actual programacién lineal, entre los que destacan los siguientes matematicos:

Leonid V. Kantorévich (1912-1986) publicé una extensa monografia titulada «Mathematical methods of
organizing and planning production» [4] en 1939, en la que se hace corresponder una extensa gama
de problemas con una teorfa matemadtica concisa.

Tjalling C. Koopmans (1910-1985) formul6 el problema de transporte para conseguir determinar los planes
de embarque al minimo coste total, conociendo de antemano la disponibilidad y demanda de cada
puerto, con la ayuda de Kantarovitch. Ambos fueron galardonados con el Premio Nobel de Economia
en 1975.

George B. Dantzig (1914-2015) desarrollé un método iterativo y eficaz de resolucién del programa lineal,
llamado método simplex, utilizado para resolver el problema del puente aéreo de Berlin. Dantzig
recibi6 el Premio de Teoria John von Neumann de la Sociedad Americana de Investigacién Operativa
del afio 1975.

John von Neumann (1903-1957) estableci6 los fundamentos matemaéticos de la programacion lineal en
1947, al relacionar esta con la teoria de juegos, que habia publicado tres afios antes, junto con Oskar
Morgenstern, en el libro Theory of Games and Economic Behavior [11].

Martinez Sédnchez [9] y Dantzig [3] ofrecen una informacién mds ampliada de lo expuesto arriba. Este
trabajo trata sobre el teorema fundamental dedicado a resolver el programa mixto general (como el
programa (%) pero donde las funciones involucradas no tienen por qué ser lineales).
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2. El teorema de Langrange

En esta seccidn, se define la nocién de programa con restricciones de igualdad, se enuncia el teorema de
Lagrange (utilizado para resolver tales programas) y se muestra un ejemplo ilustrativo.

Definicion 1 (programa con restricciones de igualdad). Dados n,m € N, Q C R" un subconjunto abierto
y no vacio de R" y m + 1 funciones reales f, g;, ..., g,, de clase C' definidas en Q, un programa con
restricciones de igualdad es un problema de optimizaciéon condicionada de la forma

min/max f(x) sujeto a

(PI) g1(x)=0,...,9,(x) =0,
x € Q.

Lagrange public6é de manera oficial su resultado en su obra Mécanique analytique [8] de 1788 (aunque
obtuvo el resultado en agosto 1755 cuando se lo envi6 por carta a su amigo L. Euler). A continuacién se
enuncia la version del teorema de Lagrange del libro de Apostol [1].

Teorema 2 (Lagrange, 1788). En la situacion de la definicién 1, si m < n, f tiene un extremo condicionado
por g;(x) =0,...,g,(x) = 0 en x* € Q yla matriz jacobiana de g = (g, .., 9;») €n x* tiene rango maximo
m, entonces existen m niimeros reales A, ..., 1, € R tales que

(1) V") + D) 4 Vg(x*) = 0.
k=1

La demostracién mas comun de este teorema hace uso del teorema de la funcién implicita, hecho por
el cual se exige como hipétesis que m < n, y puede verse en el libro de Apostol [1]. Sin embargo, esta
hipétesis quedard eliminada en la version general del teorema (teorema de Karush-Kuhn-Tucker). En
honor a Lagrange, la ecuacion (1) recibe el nombre de condicién de Lagrange y los escalares 4, ..., 4,
se denominan multiplicadores de Lagrange. Es conveniente advertir que el reciproco del teorema de
Lagrange no es cierto: es posible que la condicién de Lagrange tenga solucion x* € Q pero que x* no
sea ni minimo ni maximo de f condicionado a las restricciones de igualdad g,(x) =0, ..., g,,(x) = 0. Es
conocido que los multiplicadores de Lagrange tienen una interpretacién econémica. No es el objetivo de
este trabajo exponer esta interpretacion, pero si el lector lo desea podré encontrar informacién al respecto
en el libro de Sydsaeter y Hammond [14].

A continuacion, se expone un ejemplo sencillo de aplicacion del teorema de Lagrange.

Ejemplo 3. Optimizacion de la funcién f : R? - R dada por f(x,y) = 2xy para todo (x, y) € R? sujeta a
la restriccién g(x,y) = x* + y* < 1.

La funcion f es continua y el conjunto K = {(x,y) € R? : x*> + y? < 1} es compacto, luego el teorema
de Weierstrass garantiza la existencia de minimo y maximo de f en K. A la hora de resolver el problema,
se distinguen dos casos segtn si el punto donde f tiene un extremo global pertenece al interior o a la
frontera de K.

Por un lado, si el punto donde f tiene un extremo global pertenece al interior de K, entonces se aplica la
condicién necesaria de existencia de extremo en puntos interiores: las derivadas parciales de f en dicho
punto deben anularse, dando lugar a un tinico punto candidato a extremo:

2y =0,
Vfl,y)=0 < {2 = (xy)=(0,0).
x=0

Por otro lado, si el punto donde f tiene un extremo global pertenece a la frontera de K,
S ={(x,y) € R? : x* + y*> = 1}, entonces se aplica el método de los multiplicadores de Lagrange:

2y +22x =0, _ V2 2
’ fr=1 = (=REE),
Condicién de Lagrange: {2x + 21y =0, = A= %1. Solucién:
2 2
x2+y2=1 A=-1 = (ij,ij).
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Basta comprobar los valores que toma f en cada uno de los puntos obtenidos,

f(0,0) =0, f(i—,+— - o o

y se concluye entonces que el minimo de f condicionado a x> + y*> < 1 vale —1 y se alcanza en los

V2 _y2

2
+ X A
puntos <_ TR

(+2,22)

) y que el maximo de f condicionado a x? + y*> < 1 vale 1 y se alcanza en los puntos

Las aplicaciones del teorema de Lagrange son muy variadas y numerosas. En particular, resulta verdadera-
mente Gtil para demostrar resultados relevantes de anélisis matemdtico como, por ejemplo, las constantes
de equivalencia 6ptimas entre las normas || - ||; || - || de R", la desigualdad de Cauchy-Schwarz, el hecho
de que toda matriz simétrica real es diagonalizable en R o la desigualdad de Hadamard, asi como para
resolver problemas de caracter geométrico, entre otros. En el trabajo de fin de grado de Martinez San-
chez [9], el lector encontrara todo lo anterior. Ademds, Wu y Wu [15] realizan varias demostraciones de la
desigualdad de Cauchy-Schwarz bastante sorprendentes por su sencillez.

Al intentar resolver un problema de extremos condicionados por el método de los multiplicadores de
Lagrange, teéricamente es sencillo determinar el sistema de Lagrange asociado, pero en la practica no
siempre existe un procedimiento simple y rdpido para resolverlo de manera exacta. En esa situacion, una
posibilidad es aplicar métodos numéricos con los que se obtengan buenas aproximaciones de la solucién
del sistema de Lagrange. El lector puede consultar algunos de estos métodos numéricos en el libro de
Peressini, Sullivan y Uhl [12].

Ahora bien, ;qué ocurre cuando se incluyen restricciones de desigualdad en el programa (PI)? El teorema
de Karush-Kuhn-Tucker tiene la respuesta, como se verd en la siguiente seccién.

3. El teorema de Karush-Kuhn-Tucker

El teorema de Karush-Kuhn-Tucker es el primer y principal resultado de toda una teoria que se desarrollé
a su alrededor y que dio lugar posteriormente a la programacion no lineal. En esta seccién se enuncia y
demuestra dicho teorema, acompafiado de un ejemplo ilustrativo.

Antes de enunciar y demostrar el mencionado teorema, veamos sus distintos origenes histéricos, asi como
su relaciéon con la Segunda Guerra Mundial. En lo que sigue, se hard un breve resumen del articulo de
Kjeldsen [6]. Si el lector estd interesado puede consultar dicho articulo para profundizar atin més en este
tema. Basicamente, el teorema de Karush-Kuhn-Tucker tuvo dos origenes muy distintos.

En primer lugar, hay que hablar del matemaético estadounidense William Karush (1917-1997), quien cursé
los estudios de matemadticas en la Universidad de Chicago y cuyo trabajo de fin de méster tenia como titulo
«Minima of functions of several variables with inequalities as side conditions» (1939) [5]. La motivacién de
Karush era extender un articulo publicado el afio anterior por el que, en aquel momento, era el jefe del
Departamento de Matemadticas de la Universidad de Chicago, A. Bliss, y que tenia por titulo «Normality
and abnormality in the calculus of variations» [2]. El resultado que demostré Karush en su trabajo en
1939 pertenece indudablemente al campo de la programacién no lineal, pero esta drea no existia en aquel
momento.

El Departamento de Matematicas de la Universidad de Chicago, fundado con la apertura de la misma en
1892, estaba dirigido por E. Moore junto con G. Bolza y H. Maschke, quienes condujeron al departamento a
ser uno de los mas influyentes en matemaéticas en Estados Unidos, especialmente en célculo de variaciones.
Bolza estaba profundamente interesado en esta rama de las matematicas' y cre6 un amplio y fuerte grupo
de investigacién dedicado tnica y exclusivamente al célculo de variaciones. Este grupo fue conocido
posteriormente como la Escuela de Chicago en célculo de variaciones y estaba formada tanto por profesores
como por alumnos interesados.

'Hay que mencionar que Bolza se interes6 en el célculo de variaciones tras asistir a una conferencia de K. Weierstrass en 1879.
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En 1908, Maschke falleci6 y, dos afios después, Bolza regresé a Alemania, su pais natal. Chicago perdi6 asi
a dos lideres matematicos, lo que se tradujo en un declive que acabé con la llegada al departamento de un
nuevo equipo liderado por A. Bliss. Entre 1927 y 1941, el nuevo departamento y, sobre todo, Bliss, que fue
alumno de Bolza, continuaron con la tradicién de los anteriores lideres y, de nuevo, el departamento se
caracterizé por un intenso estudio en célculo de variaciones que ocupd6 la mayor parte de la investigacion
matematica en Chicago. De hecho, entre 1927 y 1937, Bliss dirigi6 treinta y cinco tesis doctorales, de las
cuales treinta y cuatro pertenecian al cédlculo de variaciones.

Como estudiante en Chicago, Karush fue producto de esta tradicién. En su trabajo, Karush demostré una
condicién necesaria para la existencia de minimo local de una funcién de varias variables f = f(x, ..., x,,)
sujeta a desigualdades de la forma g,(x) > 0, ..., g,,(x) > 0 con n, m € N. Karush llevé a cabo su trabajo
en 1939 mientras que la Escuela de Chicago se centraba en problemas de cdlculo de variaciones con
restricciones de desigualdad, donde se minimizaban funcionales de la forma

b
Flg] = f F(x, p(x), @' (x)) dx

en el conjunto D = {¢ € C'(a,b) : p(a) = A, p(b) = B} para A, B € R fijos, a < by F una funcién conocida.

Asi pues, el trabajo de Karush fue concebido como una versién finitodimensional de los problemas que se
atacaban en el célculo de variaciones y, por lo tanto, en el ambiente de la Escuela de Chicago, carecia de
interés y pas6 desapercibido. Nadie lo animé a publicarlo y quedé en el olvido durante muchos afos.

En segundo lugar, encontramos a los matematicos Albert W. Tucker (Canad4, 1905-1995) y Harold W. Kuhn
(California, 1925-2014), que eran, respectivamente, profesor y alumno en la Universidad de Princeton.
Kuhn y Tucker dieron una conferencia en verano de 1950 en Berkeley (Simposio de Berkeley), California,
donde enunciaron y demostraron su descubrimiento (lo que hoy en dia conocemos por teorema de
Karush-Kuhn-Tucker).

En esta conferencia aparece por primera vez en la historia el nombre programacion no lineal. El objetivo
de Kuhn y Tucker era generalizar la programacién lineal, que ya habia surgido afios antes de la mano de
Dantzig. A diferencia de Karush, Kuhn y Tucker no tuvieron ningtin inconveniente, adquirieron fama casi
instantdnea en el mundo de las matemadticas y la gente empez6 a referirse al resultado como el teorema
de Kuhn-Tucker a secas.

Lo que Kuhn y Tucker no sabian es que su resultado no era para nada novedoso. Karush, once afios antes,
obtuvo practicamente lo mismo, solo que él utilizaba otras herramientas y notacién en la demostracion.
En 1975, cuando Kuhn y Tucker se enteraron de que el teorema ya habia sido probado por Karush en 1939,
le escribieron inmediatamente por carta para reconocer su trabajo y prioridad en este asunto.

Se trata, pues, de un descubrimiento multiple y hoy en dia la comunidad matemadtica se refiere al resultado
como teorema de Karush-Kuhn-Tucker, apareciendo el apellido Karush en primer lugar ya que este lo
demostré once afios antes que Kuhn y Tucker; pero, ;por qué el resultado de Karush pasé desapercibido y
tan solo once afios después el mismo resultado tuvo tanta fama y reconocimiento? Pues bien, la respuesta
a esta pregunta, segiin la profesora e historiadora de matemadticas T. H. Kjeldsen, estd en el contexto
histérico y social en el que naci6 el teorema. El fin de la Segunda Guerra Mundial supuso también la
igualdad entre matemadtica pura y matematica aplicada. Antes de la guerra, la matematica pura era la
que gobernaba y dominaba el mundo de las matematicas pero, durante la guerra, muchos matematicos
dedicados hasta entonces a la investigacién en matemaética aplicada fueron contratados por diversas
organizaciones involucradas en la guerra, como, por ejemplo, el Ejército, para que disefiaran métodos
de planificacién de programas, una herramienta de las Fuerzas Armadas para llevar a cabo enormes
planteamientos logisticos.

Es mads, el propio G. Dantzig, contratado por las Fuerzas Armadas en 1941, fue el principal responsable
de lo que hoy en dia se conoce como programacion lineal (que nacié durante la guerra bajo el nombre
de programacion en estructura lineal) y del famoso y sencillo método que resuelve un programa lineal, a
saber, el método simplex (ideado por el propio Dantzig). Mds informacién sobre este método puede verse
en el articulo de Peressini, Sullivan y Uhl [12] si el lector estd interesado.

Tras la guerra, Dantzig utiliz6 sus estudios acerca de la programacion lineal para resolver el problema del
puente aéreo de Berlin: a mediados de 1948, en plena Guerra Fria, la URSS bloqueé las comunicaciones
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terrestres entre las zonas occidentales alemanas ocupadas por los Aliados y la ciudad de Berlin, y Dantzig,
utilizando la programacion lineal, disefi6 un plan de abastecimiento aéreo minimizando los costes que, en
pocos meses, consigui6 igualar a los suministros realizados por carretera y ferrocarril antes del bloqueo.

Los paises se percataron de que para conseguir ser una potencia mundial debian ser fuertes no solo en el
ejército, sino también en ciencia e investigacidn, y fue ahi donde aument6 la importancia de la matemadtica
aplicada y, en especial, de la programacion lineal. Tiene sentido, entonces, que, en ese ambiente, la
conferencia sobre programacion no lineal de Kuhn y Tucker en 1950 fuera acogida de manera excelente y
que, sin embargo, al trabajo de Karush (anterior a la Segunda Guerra Mundial) no se le diera la importancia
correspondiente. Kjeldsen [6] y Kuhn [7] ofrecen informacién sobre todo esto y més. Ademads, Prékopa [13]
permite al lector encontrar la relacién de estos problemas de optimizacién con principios de la fisica, asi
como la demostracién del lema de Farkas, una de las principales herramientas que permitié a Karush
demostrar su resultado.

Volviendo ya al contenido matematico, se definen a continuacién lo que se entiende por un programa
mixto, un punto factible y un punto regular, con lo que estaremos en disposicién de enunciar y demostrar
el teorema de Karush-Kuhn-Tucker.

Definicion 4 (programa mixto). Dados n, p, q € N, 2 un subconjunto abierto y no vaciode R*y1+ p+q
funciones reales f, gy, ..., 9p» hy, ..., hq de clase C! definidas en Q, un programa mixto es un problema de
optimizacién condicionada de la siguiente forma:

minimizar f(x) sujeto a maximizar f(x) sujeto a
~ 91(x) =0,..., gp(x) =0, . 91(x) =0,...,gp(x) =0,
(PM7) (PM¥)
h(x)<0,.., hq(x) <0, h(x)<0,.., hq(x) <0,
X € Q; x € Q.

En lo que sigue, escribiremos (PM) para referirnos indistintamente a (PM™) o (PMH).

La funcién f se denomina funcién objetivo del problema (PM) y las igualdades {g;(x) =0 : i = 1,..., p}
y desigualdades {h;j(x) <0 : j = 1,..., q} se denominan restricciones de igualdad y desigualdad de (PM),
respectivamente.

Definicion 5 (punto factible). Un punto factible para el problema (PM) es un punto x* € Q tal que
gi(x*) =0yhj(x*) <Oparatodoi=1,..,pyj=1,..,q.

Definicion 6 (punto regular). Un punto regular para el problema (PM) es un punto factible x* € Q de
(PM) tal que el conjunto de vectores siguiente es linealmente independiente:

{Vgi(x"), Vii(x*) e R" 1 i €11, ..., p}, j € J(x")},

donde J(x*) = {k € {1, ...,q} : hi(x*) =0}

Nota 7. Noétese que, bajo las hipdtesis del teorema de Lagrange, el punto x* es regular.

La siguiente version del teorema de Karush-Kuhn-Tucker y la demostracién aqui expuestas no son méas
que una traduccioén del articulo de McShane [10].

Teorema 8 (Karush-Kuhn-Tucker, 1939 y 1950). En la situacién de la definicion 4, si f tiene un minimo
(resp. maximo) condicionado por gi(x) = 0 parai = 1,..,p y por hj(x) < 0 para j = 1,...,q, entonces
existen niimeros reales 1y, 1,, ..., /1p,,u1, Mg € R, no todos nulos, tales que

p q
0} 2V F(X)+ D 4Vgi(x) + Y wVhi(x) = 0.
i=1 j=1
Ademas,
() 29 >0y uj >0 (resp. u; < 0) para todo j = 1,...,q.

() wihi(x*) =0 para j=1,..,q.
() Si x* es un punto regular, entonces se puede tomar A, = 1.
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Demostracién. A continuacién, se demuestra el teorema para el caso de minimo condicionado. El caso de
maximo condicionado se deduce de inmediato de este ya que basta aplicarlo a la funcién —f.

Sin pérdida de generalidad asumimos que x* = 0, f(x*) = 0 (esto siempre es posible tras considerar
una traslacién adecuada) y que, para algin z € N con 0 < z < g, se tiene h;(x*) = 0,...,h,(x*) =0y
h, 1 (x*) <0,..., he(x*) < 0 (basta ordenar las funciones h;, ..., h, de forma que las z primeras se anulen
en x* y las restantes sean menores que cero en x*). N6tese que el caso z = 0 corresponde a que en todas
las desigualdades se dé la desigualdad estricta, hj(x*) < 0 para todo j = 1, ..., q, mientras que el caso z = q
corresponde a que en todas se dé la igualdad, h;(x*) = 0 paratodo j =1,...,q.

Por ser x* = 0 un punto interior de Q, existe ¢ > 0 tal que la bola abierta B(0, €) de centro el origen y
radio ¢ estd contenida en (2, y es inmediato que la bola cerrada B(0, ¢;) de centro el origen y radio ¢; = ¢/2
estd contenida en Q. Por el teorema de conservacion del signo, existe ¢, > 0 tal que las restricciones h;

con j = z + 1,..., q son negativas en B(0, ¢,). Sea g, = min{e,, ¢,}; entonces, la bola cerrada B(0, ¢;) esté
contenida en Qy las restricciones h; para j = z + 1, ..., q son negativas en B(0, &).

Lema9. Paracadae> 0 conc¢ < g, existe N € N tal que

3) fx) + |Ix|]> + N(Z gi(x)* + Z h+(x)2) >0 VxeSe),
i=1
donde ki (x) = max{h;(x), 0} para cada j = 1,...,z y S(¢) = {x € R" : ||x|| = ¢}.
Demostracion. Razonemos por reduccion al absurdo y supongamos que el enunciado es falso:
Existe ¢ € (0,¢,] de forma que a cada N € N le corresponde un punto xy € $(§) con
FOen) + 1Penll? + N (3P, gien)? + 25, b (e )?) < 0.

Tomamos una sucesién de nimeros naturales {N,, },,cn creciente y tendiendo a infinito y la sucesién de
los correspondientes puntos {x,,},,cn €n S(€) de manera que

p z
“) FGom) + 1%mll* + Ny (Z giCm)* + 2, hj+(xm)2) <0 VmeN.

i=1 j=1

Como {x,,},,en €S una sucesion acotada de vectores de R”, el teorema de Bolzano-Weierstrass garantiza la
existencia de una sucesion parcial de {x,,},,cn convergente a un punto x° € R". Supongamos, sin pérdida
de generalidad, que dicha sucesion parcial es desde un principio la sucesion original {x,,},,cn ¥, €n virtud
de la continuidad de la funcién objetivo f y de la funcién norma en R", se tiene que

lim f(x,,) = f(x)y
1%°]] = || 1Hm X, || = 1im ||| = lim & = €.

Dividiendo ahora ambos miembros de la desigualdad (4) por N,,, obtenemos que

It bl (Z e+ Z h+(xm>z) <0 vmeN.

Tomando limite cuando m tiende a infinito en la expresion anterior y usando que lim N,,, = oo, lim f(x,,) =

f( m) _ [l ml®
Now = lim o

f(x%) ylim ||x,,,||? = &, lo que implica que lim 172> = 0, se sigue que

Z gi(x°)* + Z K (x%)* <0,
j=1
de donde se deduce que x° satisface que g;(x°) = O parai = 1,.., py h*(x°) = 0 para j = 1, .., z. Asi que
lim f(x,,) = f(x°) > f(x* = 0) = 0, pero por (4) se desprende que f(x,,) < —& < 0 para todo m € N,
luego lim f(x,,) = f(x°) < 0y se llega a una contradiccion. L]
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Lema 10. Para cadae > 0 con ¢ < ¢, existen un punto X = (Xi,...,x,) € R" y un vector unitario

(Agy A1y ey Apy M1, e, 1) €ON COmMpoORNENtES Ay, s, ..., Uy NO NEGativas tales que ||x|| < ey

p Z
(5) Ao [Dif @) + 2% | + D AiDkgi(®) + ) wiDi®) =0 Vk=1,..,n
j=1

i=1

Demostracion. Sea £ € (0, g] fijo pero arbitrario y N € IN el ntimero natural dado por el lema 9. Considérese
la funcién F: B(0,€) C Q — R definida por

p z
F(x) = f(x) + ||x||> + N(z gGix?+ Y, hj+(x)2) Vx € B(0,?).
j=1

i=1

Como F es continua y E(O, £), compacto, el teorema de Weierstrass asegura la existencia de un punto
X € B(0, £) donde F alcanza su minimo global; en particular, F(xX) < F(x* = 0) = 0, y el lema 9 afirma que
[[x]| < & (x es un punto interior de B(0, £)). Asi, todas las derivadas parciales de primer orden de F deben
anularse en Xx:

14 z
(6) Dif(X) + 2% + ZN(Z 9:(X)Dgi(®) + D, hf(f)thj(x)) =0 Vk=1,..,n,

i=1 j=1
donde se ha usado que la funcién (h;’)2 (j =1,..., 2) es diferenciable en B(0, £) con
Dy(h")*(x) = 2h;* (x)Dychi(x) Vx € B(0,¢)

para cualquier k = 1, ..., n, lo cual se demuestra en el libro de Peressini, Sullivan y Uhl [12, capitulo 6]
teniendo en cuenta que
hy(x) + |i(x)|

> Vx € B(0,¢).

hj+ x) =

1/2
Tomando 7 = [1 + 4N? < le g:(x)* + Z;zl h;'(J_r)z)] > 0y definiendo

_ ht(x)
1 i(x J
/10:;; /1i=2N@ (i=1,...,p), Iuj: 2N T

0 j=z+1,..,q

j=L..%

es facil comprobar que el vector (19, 4y, ..., 4p, M1, ..., 4z) €8 unitario, Ay y 4; (j = 1, ..., 2) son no negativos y
dividiendo ambos miembros de la condicién (6) por 7 se consigue la igualdad (5). n

Finalmente, tomamos una sucesién decreciente de nimeros reales y positivos {5,,},,en tendiendo a
cero con 6, < ¢,. Para cada m € N, elegimos un punto x,, € R" con ||x,,,|| < J,, Y un vector unitario
(Ao.m> A1,mo -+ Apms H1,mo -+ » Mzmo 0, .., 0) con componentes Ag , ¥ Kj,m (j = 1, ..., Z) N0 negativas tales que
se cumple la igualdad (5) (esto es posible por el lema 10). De nuevo, por el teorema de Bolzano-Weierstrass,
existe una sucesion parcial para la cual los vectores unitarios convergen a un limite (dg, 4y, ..., 4p, {1, -, Ug)-

Como {X,,;};nen = X* = 0, la ecuacion (5) se cumple para este vector limite y esto demuestra el teorema
salvo el apartado (111), que se comenta a continuacién: si x* es un punto regular, no puede ser que 4, = 0,
pues entonces la condicién (2) contradice la independencia lineal de los vectores Vg, (x°), ..., Vgp(x*),
Vhy(x*),..., Vh,(x*), y esto concluye la demostracion del teorema. [

Esta demostracion se le debe a Edward J. McShane (1904-1989) y fue publicada en un articulo para
The American Mathematical Monthly en el afio 1973 [10], y es realmente asombrosa: iinicamente aplica
teoremas elementales del anélisis matematico como son el teorema de Weierstrass, el teorema de Bolzano-
Weierstrass y la condicién necesaria de existencia de extremo en un punto interior.

Notese que sig = 0y p > 0, entonces el problema (PM) incluye solo restricciones de igualdad y el clasico
meétodo de los multiplicadores de Lagrange aporta una condicién necesaria de existencia de solucién del
programa, y el caso extremo p = q = 0 da lugar a un problema de optimizacién libre.
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En honor a Karush, Kuhn y Tucker, la ecuacion (2) junto con los apartados (1) y (11) del teorema 8 reciben
el nombre de condiciones de Karush-Kuhn-Tucker, los escalares 4, ... ,/1p (asociados a las restricciones
de igualdad) se denominan multiplicadores de Lagrange y los escalares y,, ..., y (asociados a las restric-
ciones de desigualdad) se denominan multiplicadores de Karush-Kuhn-Tucker. Al igual que el teorema
de Lagrange, es conveniente advertir que el teorema de Karush-Kuhn-Tucker solo aporta una condicién
necesaria, y no suficiente, de existencia de solucién del programa (PM).

Obsérvese que no se impone ninguna hipdtesis sobre el nimero de variables n y el ntimero de restricciones
Py q, adiferencia del teorema de Lagrange, donde se exigia que el nimero de restricciones de igualdad m
fuese menor que el namero de variables n. En el caso q = 0 (solamente restricciones de igualdad estdn
presentes), las condiciones (1) y (11) del ecuacién (2) carecen de sentido.

En la practica, si se sabe de antemano que existe un punto x* € Q que es solucién de (PM), entonces x*
cumple las siguientes condiciones:

Condicion estacionaria: 1,V f(x) + Zf=1 A;Vgi(x) + Z;?:l K Vhi(x) = 0.
Condicion de factibilidad: g;(x*) = O parai=1,..,pyhj(x*) <Oparaj=1,..,q.
Condicion de holgura: wjhj(x*) = 0 para j = 1,...,q.

Condicion de signo: 4, > 0y y; > 0 para todo j = 1, ..., q (para minimo condicionado) o y; < 0 para todo
j =1,..,q (para maximo condicionado).

A continuacioén, se expone un primer ejemplo sencillo de aplicacién del teorema de Karush-Kuhn-Tucker.
Ejemplo 11. Resolver el siguiente problema de optimizacion:

optimizar f(x,y,z) = x + y + zZ sujeto a
my2)=0-17+22<1,
hy(x,y,2) =x*+(y—-1?%+2z><3.

Por el teorema de Weierstrass, existe soluciéon (méximo y minimo) del programa considerado y las condi-
ciones de Karush-Kuhn-Tucker son las siguientes:

Condicion estacionaria: Condicion de factibilidad:
1+ 2upx =0, {(y—1)2+22§1,
1+ 2u(y =1 +2u,(y = 1) =0, x>+ (-1 +2"<3.

1+ 2,2+ 2u,z2=0.

Condicién de holgura: Condicién de signo:
w[y-1D*+22—-1] =0, U1, Mo > 0 —> minimo local,
Mo [X2+ (=12 +2z2—-3] =0. Uy, My < 0 — maximo local.
A partir de la condicién de holgura se distinguen cuatro casos:
u, =0, (caso1)
M =0 2 2, 2 .
x*+(y—-1#+z"—3=0; (caso1)
M, =0, (caso 111)
-1 +z2-1=0
=1 X2+ (y—-12+z2-3=0, (caso1v)

pero la primera ecuacién de la condicién estacionaria obliga a que u, # 0, asi que los solo se deben
comprobar los casos 11 y 1v.

Caso 11: para el caso 11, un sencillo célculo més o menos breve proporciona los siguientes dos puntos de
Karush-Kuhn-Tucker con sus correspondientes multiplicadores:

1
P1=(].,2,].), ﬂ:(o,_é),

1
P, = (~1,0,-1), w=(o, E)'
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Caso 1v: para el caso 1v, un sencillo calculo mds o menos breve proporciona los siguientes cuatro puntos
de Karush-Kuhn-Tucker con sus correspondientes multiplicadores:

(f”w 7

f f) ”z( 22 ﬁ)

Finalmente, se aplican las dos condiciones atin no usadas (factibilidad y signo) y se resumen los resultados
obtenidos en el cuadro 1.

P6=( 2,1—

Cuadro 1: Resumen de los resultados del ejemplo 11.

P M Factibilidad Signo Conclusion

R - -

P, (0,3) NO - -

P (—i, —?) SI Negativo Maéximo condicionado
P, (2% —$> si NO -

P; (—% 2%) S NO )

Py (2—\1/5, ﬁ) St Positivo Minimo condicionado

4. Programacion convexa y concava

En esta tltima seccién se expone lo que se entiende por programa convexo y cdncavo y se prueba que la
condicion necesaria de existencia de solucién para programas mixtos que aporta el teorema de Karush-
Kuhn-Tucker es también condicion suficiente bajo hip6tesis de convexidad o concavidad. Antes de ello,
recordemos el siguiente resultado que caracteriza a las funciones diferenciables que son convexas o
céncavas.

Proposicion 12 (caracterizacion de funciones convexas y céncavas). Seann € N, Q c R" un subconjunto
abierto, convexo y no vacio de R" y f: Q — R una funcién real y diferenciable en Q. Entonces,
* f es convexa siysolo si f(x) +(Vf(x),y —x) < f(y) paratodo x,y € Q.
* f es estrictamente convexa si y solo si f(x) +(Vf(x),y —x) < f(y) paratodo x,y € Q conx # y.
* f esconcavasiysolosi f(x)+(Vf(x),y—x)> f(y) paratodo x,y € Q.
* f es estrictamente céncava siy solo si f(x) + (Vf(x),y —x) > f(y) paratodo x,y € Q conx # y.
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Definicion 13 (programa convexo). Dados n,m € N, Q C R" un subconjunto abierto, convexo y no
vacio de R"y f, hy, ..., h,, funciones reales, diferenciables y convexas en , un programa convexo es un
problema de minimizacién condicionada de la siguiente forma:

minimizar f(x) sujeto a
(PCT) h(x) <0,..,h,(x) <0,
x € Q.

Definicion 14 (programa céncavo). Dados n,m € N, Q C R" un subconjunto abierto, convexo y no
vacio de R"y f, hy, ..., h,, funciones reales, diferenciables y céncavas en , un programa céncavo es un
problema de maximizacién condicionada de la siguiente forma:

maximizar f(x) sujeto a
(PC*) h(x)<0,.., h,(x) <0,
x € Q.

Teorema 15 (condicién suficiente para programas convexos). Si x* € Q es un punto factible y regular
para el programa convexo y cumple las condiciones de Karush-Kuhn-Tucker, entonces x* es solucién del
programa convexo, esto es, x* es un minimo global de f condicionado a h;(x) < 0 parak = 1,..., m.

Demostraciéon. Como x* es un punto regular por hipétesis, se puede tomar 4, = 1. Por hipétesis, existen
escalares g, ..., 4,, € Ry no todos nulos tales que V f(x*) + ZZ‘ZI W Vh(x*) = 0. Como y; > 0 para
cadak=1,..,myh(x) <Oparacadax € Qyk =1, ..., m, se tiene que y;h(x) < 0paracadax € Qy
k =1,...,m, y esto, junto con la proposicién 12, permite escribir lo siguiente para cualquier punto factible
x e

)2 f0) + ) pchi(x)
k=1

> (f) + (V)2 = x%) + D i (Bye(x™) + (VI (x7), x — x*))

k=1
= f(x*) + (VF(x), x = x*) + D i) +(Q i Vhi(x*), x — x¥)
k=1 0 k=1
= f(x*) + (VF(x*), x = x*) + (O mVhe(x¥), x — x¥)
k=1

= F) + (V) + D) s Vig(x#), x — x*) = f(x),
k=1

0

lo que significa que x* es un minimo global de f condicionado a hy(x) < 0 para cada k = 1, ..., m, como se
queria. n

Una demostracién andloga a la recién expuesta probaria la condicién suficiente para programas céncavos.
Animamos al lector a intentarlo.

Nota 16. En la situacion del teorema 15, de la proposicién 12 se deduce que, si la funcién objetivo f de
(PC™) (resp. (PCY)) es estrictamente convexa (resp. estrictamente céncava), entonces el minimo global
(resp. méximo global) de (PC™) (resp. (PC™)) es tnico.

Como comentario final, hay que destacar el alcance que tuvo y tienen los resultados aqui expuestos, con
mencién especial a la programacién convexa. La convexidad es una herramienta eficaz que aporta una
condicién suficiente a la hora de resolver ciertos problemas de optimizaciéon y, ademas, grandes ramas
dentro de la programacién, como la programacién lineal (donde la funcién a optimizar es una funcién
lineal), geométrica (donde la funcién a optimizar es un posinomioz) o cuadratica (donde la funcion a

2Un posinomio tiene la misma expresion que un polinomio en varias variables X, ..., X,;, pero aqui las variables son solo positivas,
los coeficientes son solo positivos y los exponentes son reales (positivos, negativos o cero).
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optimizar es una funcién cuadréatica), pueden atacarse aplicando el teorema 15. Todo esto puede verse
detalladamente en el trabajo final de grado de Martinez Sanchez [9], asi como la programacién convexa
dual, que a grandes rasgos, trata de asociar a cada programa convexo de minimizacién (PC™) un programa
de maximizacioén libre (sin restricciones) llamado programa convexo dual y que, a menudo, es mas fécil de
resolver que el propio (PC™) y cuyas soluciones pueden usarse para generar soluciones de (PC™). Véase el
libro de Peressini, Sullivan y Uhl [12] para mds informaci6n al respecto.
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