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Resumen: Este artículo tiene como objetivo presentar y estudiar los llamados
códigos de Reed-Muller binarios. Estos son un tipo muy especial de códigos que,
además, han jugado un papel fundamental en nuestra historia, puesto que fueron
los responsables de que se obtuvieran las primeras fotografías en blanco y negro
de la superficie marciana.

El artículo comienza con una breve introducción que tiene como objetivo situar
este en contexto, así como fijar algunas de las notaciones básicas. Después, se hace
un rápido repaso al mundo de los códigos desde un punto de vista matemático,
estudiando todas las nociones básicas necesarias para la correcta comprensión del
artículo. Con esto se pretende que cualquier lector mínimamente familiarizado con
las matemáticas pueda disfrutar de la lectura. Para terminar, a modo de aplicación
práctica, aparecen enlaces a programas diseñados en Mathematica que permiten
interactuar con la familia de códigos estudiada.

Abstract: This paper aims to present and study the so-called binary Reed-Muller
codes. These are a very special type of codes that have played a fundamental role
in our history, since they were responsible for obtaining the first black and white
photographies of the Martian surface.

The paper begins with a brief introduction that aims to place the work in context,
as well as to fix some of the basic notations. Later on, we quickly review the world
of codes from a mathematical point of view, studying all the basic notions that will
be necessary for the correct understanding of the paper. With this, we hope that
any reader minimally familiarized with mathematics will be able to enjoy reading
the paper. To finish, as a practical application, we include links to algorithms
designed in Mathematica that allow us to work with the studied code family.
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Códigos de Reed-Muller: las matemáticas detrás de las primeras fotografías del planeta rojo

1. Introducción
Este artículo tiene como objetivo estudiar los códigos de Reed-Muller. Esta es una de las familias más
antiguas y mejor conocidas entre los códigos lineales. En concreto, son un tipo muy especial de códigos
detectores y correctores de errores, con ricas propiedades algebraicas, que se utilizan habitualmente en
la transmisión de información. Los estudios que se van a tratar en el artículo se situan en una de las
aplicaciones más actuales del álgebra: la teoría de la información, cuyas bases fueron establecidas por
Claude Elwood Shannon1 [5], quien, a día de hoy, es considerado el padre de toda esta teoría. Hoy día, la
teoría de la información es la rama de las matemáticas y la computación que se ocupa del estudio de la
información y de todo lo relacionado con ella.

Supongamos que un emisor desea enviar un mensaje 𝒙 a través de un canal para que lo reciba un receptor
(proceso que se conoce por transmisión de información). A lo largo de este proceso, el mensaje 𝒙 suele
verse alterado debido al «ruido» del canal, de manera que el mensaje recibido por el receptor pasa a ser 𝒙′,
donde, en general, se tiene que 𝒙′ ≠ 𝒙. Aquí es donde entran los llamados códigos detectores y correctores
de errores. La idea consiste en que, antes de enviar el mensaje 𝒙, el emisor lo codifica como 𝒄, añadiéndole
información redundante. De esta manera, si en el canal se produce un error 𝒆 debido al cual se recibe el
mensaje alterado 𝒄′ = 𝒄 + 𝒆, tras decodificar este, el receptor debería ser capaz de recuperar 𝒄 y, de ahí,
deducir 𝒙. El objetivo que se busca con todo esto es el de lograr que este proceso tenga éxito de la manera
lo más eficiente posible (tanto en tiempo como en memoria).

Salvo que se diga lo contrario, nuestros mensajes serán vectores (que llamaremos palabras) del �𝑞-espacio
vectorial finito �𝑛𝑞 , siendo 𝑞 = 𝑝𝑡 con 𝑝 primo (�𝑞 es lo que llamaremos alfabeto, mientras que a sus
elementos los denominaremos letras). Por simplicidad, se denota a las palabras de nuestro alfabeto por

𝒙 = (𝑥1, 𝑥2,… , 𝑥𝑛) ≡
not.

𝑥1𝑥2 … 𝑥𝑛.

De esta manera, podemos definir matemáticamente un código como un subconjunto no vacío de palabras
(a las cuales nos referiremos de manera natural por palabras código) de un mismo alfabeto.

La idea es hacer un estudio completo de los códigos de Reed-Muller en el caso binario. Concretamente,
hablar de las tres construcciones conocidas para los mismos, así como del método de decodificación
propio por el cual son tan interesantes. En primer lugar, se incluye un rápido repaso en teoría de códigos
lineales, haciendo especial hincapié en aquello que hará falta para la correcta comprensión del artículo.
Hecho esto, entramos en materia con el objeto de estudio y, una vez terminado, aparecen algunos de
los programas diseñados en Mathematica para el Trabajo de Fin de Grado de De Arriba De La Hera [1].
Salvo que se diga lo contrario, todas las demostraciones de los resultados que aquí se utilizan pueden
encontrarse en el mismo. Además, se da por hecho que el lector está familiarizado con los conceptos y
resultados básicos del álgebra y la geometría, sobre todo en los casos finitos. También conviene tener
un mínimo de conocimiento de combinatoria, dado que a lo largo del artículo aparecen en repetidas
ocasiones resultados en los que es necesario hacer uso de coeficientes binomiales, así como algunas de
las relaciones más importantes que se conocen entre los mismos.

2. Repaso a la teoría de códigos lineales
A primera vista, parece muy complicado trabajar con la definición de código dada desde un punto de vista
matemático. Es por esta razón que resulta natural restringirse a familias de códigos más manejables y
fáciles de implementar. En concreto, nos centramos en los llamados códigos lineales.

2.1. Nociones básicas

Definición 1. Dados 𝑠 ≤ 𝑛 números naturales, llamamos código lineal de longitud 𝑛 y dimensión 𝑠 sobre
�𝑞 a un �𝑞-subespacio vectorial de �𝑛𝑞 de dimensión 𝑠. Nos referimos a estos por códigos lineales 𝑞-arios
de longitud 𝑛 y dimensión 𝑠. ◀

1Matemático, ingeniero eléctrico y criptógrafo americano; 30 abril, 1916 - 24 febrero, 2001.

46 https://temat.es/

https://temat.es/


De Arriba De La Hera

Sea 𝒞 un código lineal 𝑞-ario de longitud 𝑛 y dimensión 𝑠. La principal ventaja que tiene el uso de códigos
lineales es que, por tratarse de subespacios vectoriales, admiten bases de la forma ℬ = {𝒄1,… , 𝒄𝑠}, de
modo que toda palabra código de 𝒞 puede expresarse de manera única como combinación lineal de estas
palabras básicas. Así, escribiendo 𝒄𝑖 = 𝑐𝑖1 … 𝑐𝑖𝑛 para todo 𝑖 ∈ {1,… , 𝑠}, podemos construir la conocida como
matriz generadora del código lineal, la cual se corresponde con

𝐺 =
⎛
⎜
⎜
⎝

𝑐11 𝑐12 ⋯ 𝑐1𝑛
𝑐21 𝑐22 ⋯ 𝑐2𝑛
⋮ ⋮ ⋮
𝑐𝑠1 𝑐𝑠2 ⋯ 𝑐𝑠𝑛

⎞
⎟
⎟
⎠

∈ Mat𝑠×𝑛(�𝑞).

Es obvio que para toda palabra código 𝒄 ∈ 𝒞 que tomemos existen únicos escalares 𝛼1,… ,𝛼𝑠 ∈ �𝑞 tales
que 𝒄 = (𝛼1 ⋯ 𝛼𝑠)𝐺. Por tanto, para dar un código lineal, basta dar una matriz generadora del mismo.

Se define por distancia de Hamming entre dos palabras 𝒙 e 𝒚 de igual longitud al entero no negativo

(1) 𝑑(𝒙,𝒚) ≔ |{𝑖 ∈ {1,… , 𝑛} ∣ 𝑥𝑖 ≠ 𝑦𝑖}| .

Por otra parte, se define como peso de una palabra 𝒙 al entero no negativo

(2) 𝜔(𝒙) ≔ |{𝑖 ∈ {1,… , 𝑛} ∣ 𝑥𝑖 ≠ 0}| .

Dado un código 𝒞 arbitrario (no necesariamente lineal), a partir de (1) y (2) podemos introducir

𝑑 ≡
not.

𝑑(𝒞) ≔ mín {𝑑(𝒄, 𝒄′) ∣ 𝒄, 𝒄′ ∈ 𝒞, 𝒄 ≠ 𝒄′}

y
𝜔 ≡

not.
𝜔(𝒞) ≔ mín {𝜔(𝒄) ∣ 𝒄 ∈ 𝒞, 𝒄 ≠ 𝟎} ,

donde 𝑑 se conoce como distancia mínima del código, mientras que 𝜔 es el llamado peso mínimo del
mismo. Si 𝒞 es un código lineal, se comprueba fácilmente que 𝑑 = 𝜔.

Un código lineal 𝒞 detecta hasta 𝑡 errores si, recibida 𝒚 = 𝒄 + 𝒆 (siendo 𝒄 la palabra código enviada y 𝒆 el
error dado en la transmisión, el cual se representa también como una palabra), con 0 < 𝜔(𝒆) ≤ 𝑡, entonces
podemos asegurar que 𝒚 ∉ 𝒞. A su vez, un código lineal 𝒞 corrige hasta 𝑡 errores si, recibida 𝒚, existe a lo
más una palabra código 𝒄 ∈ 𝒞 satisfaciendo que 𝑑(𝒚, 𝒄) ≤ 𝑡. No resulta difícil percatarse de que cualquier
código 𝒞 detecta hasta 𝑑 − 1 errores, mientras que corrige hasta ⌊𝑑−12 ⌋.

Finalmente, se define como código dual de un código lineal 𝒞 ⊆ �𝑛𝑞 de dimensión 𝑠 al conjunto

𝒞⟂ ≔ {𝒙 ∈ �𝑛𝑞 ∣ ⟨𝒙, 𝒄⟩ = 0 ∀ 𝒄 ∈ 𝒞} ,

donde ⟨⋅, ⋅⟩ denota el producto escalar estándar en �𝑛𝑞 . Este vuelve a ser un código lineal 𝑞-ario de longitud
𝑛, pero de dimensión 𝑛 − 𝑠 en este caso. Por tanto, se cumple que dim(𝒞) + dim(𝒞⟂) = 𝑛. Más aún,
este hecho nos permite afirmar que 𝒞⟂ admite una matriz generadora 𝐻 ∈ Mat(𝑛−𝑠)×𝑛(�𝑞). A esta se
la conoce como matriz de control del código lineal 𝒞 inicial. Entre las propiedades más importantes
de 𝐻 destaca que podemos definir 𝒞 a partir de esta. En efecto, no resulta complicado comprobar que
𝒞 = {𝒙 ∈ �𝑛𝑞 ∣ 𝒙𝐻⊤ = 𝟎}. Otra propiedad a tener en cuenta es que (𝒞⟂)⟂ = 𝒞. Esto se debe a que toda matriz
generadora 𝐺 y de control 𝐻 para el código lineal 𝒞 están relacionadas mediante la igualdad 𝐺𝐻⊤ = 0 (o,
equivalentemente, 𝐻𝐺⊤ = 0).

Ejemplo 2. El ejemplo típico son los códigos de Hamming. Pese a que estos pueden construirse sobre
cualquier alfabeto, su construcción binaria es muy sencilla: dados 𝑠 un natural arbitrario y 𝑛 = 2𝑠 − 1,
el código de Hamming binario de orden 𝑠 (longitud 𝑛 y dimensión 𝑠) tiene por matriz de control aquella
cuyas columnas son las 𝑛 palabras no nulas de �𝑠2 escritas en forma ascendente (es decir, la representación
binaria ordenada de los números del 1 al 𝑛). En todos los casos la distancia mínima es 3. ◀

Ejemplo 3. Otro ejemplo interesante son los códigos de Hadamard. Dado 𝑠 un natural, este es el código
lineal binario de longitud 𝑛 = 2𝑠 y dimensión 𝑠 cuya matriz generadora se construye por columnas como
sigue: para cada 𝑖 ≤ 𝑛 natural, la 𝑖-ésima columna se corresponde con los bits de la representación binaria
del número entero 𝑖. Este es, como ya veremos, un caso especial de código de Reed-Muller binario. ◀
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2.2. Procesos de codificación y decodificación
Ya hemos comentado al comienzo que un proceso de codificación no es más que aquel a través del cual
añadimos información redundante a nuestras palabras con el fin de que, al emplear el correspondiente
proceso de decodificación, podamos recuperar estas si se produce algún error durante la transmisión de
información. Matemáticamente, esto significa que transformamos cada palabra que queremos transmitir
en palabras código. Esto no resulta una tarea sencilla en general (pues no parece existir un procedimiento
estándar a través del cual se asocia a cada una de estas palabras una palabra código). Sin embargo, cuando
tenemos códigos lineales entre manos, sí que se tiene un método bastante general gracias a que en estos
casos se tiene una matriz generadora del código. En efecto, basta multiplicar esta con cada palabra a
transmitir para obtener palabras código con las que trabajar en cada caso.

2.2.1. Codificación por matrices generadoras dadas en forma estándar

Ya hemos dicho que para dar un código lineal 𝒞 es suficiente dar una matriz generadora. Nos preguntamos
ahora: ¿se puede obtener una matriz generadora de expresión lo más sencilla posible? La respuesta a
esta pregunta nos la da el resultado del álgebra lineal que nos dice que toda matriz 𝐺 ∈ Mat𝑠×𝑛(�𝑞) (con
𝑠 ≤ 𝑛) de rango máximo 𝑠 puede llevarse, realizando operaciones elementales en filas y columnas, a una
matriz de la forma (𝐼𝑠 ∣ 𝐵) con 𝐵 ∈ Mat𝑠×(𝑛−𝑠)(�𝑞). A esta se la conoce por forma estándar de 𝐺. Sin
embargo, en general, para que el código lineal que tenga a esta por matriz generadora coincida con 𝒞,
deben realizarse estas transformaciones elementales solo por filas. Luego no todo código lineal admite
una matriz generadora de este tipo. La importancia de las matrices generadoras dadas en forma estándar
radica en lo fácil que resulta codificar con ellas ya que, dada una palabra 𝒙 ≡ 𝑥1 … 𝑥𝑠 ∈ �𝑠𝑞 arbitraria, esta
se codifica como

𝒙 (𝐼𝑠 ∣ 𝐵) = (𝑥1 … 𝑥𝑠 𝑐𝑠+1 … 𝑐𝑛⏟⎵⏟⎵⏟
redundancias

) ∈ 𝒞,

donde es evidente que esta se corresponde con una palabra código en la que las 𝑠 primeras letras son,
precisamente, las de la palabra original 𝒙. Si 𝐺 = (𝐼𝑠 ∣ 𝐵) ∈ Mat𝑠×𝑛(�𝑞) es una matriz generadora para un
cierto código lineal, entonces 𝐻 = (−𝐵⊤ ∣ 𝐼𝑛−𝑠) ∈ Mat(𝑛−𝑠)×𝑛(�𝑞) es una matriz de control para el mismo.

2.2.2. Métodos generales de decodificación

Recordemos que el principal objetivo de la decodificación es recuperar las palabras enviadas durante
la transmisión de información que pueden haberse visto alteradas a lo largo de este proceso. Para ello,
el método de decodificación debe ser capaz de detectar y, si es posible, corregir los errores que puedan
haberse dado. Matemáticamente, recibida una palabra donde se ha dado un error de peso no nulo, hemos
de ser capaces de detectar que esta no es una palabra código y hallar «aquellas más próximas» para corregir
este. Cuando solo existe una palabra código en dichas condiciones, la decodificación es única. Existen dos
métodos de decodificación generales válidos para todo código lineal 𝒞 ⊆ �𝑛𝑞 con distancia mínima 𝑑.

Primero se tiene el llamado método de decodificación basado en líderes. Este se basa en la relación de
equivalencia sobre �𝑛𝑞 siguiente:

∀𝒙,𝒚 ∈ �𝑛𝑞 , 𝒙ℜ𝒚⟺ 𝒙− 𝒚 ∈ 𝒞.

Supongamos que se desea decodificar 𝒛 ∈ �𝑛𝑞 . Se buscan en [𝒛] (clase representada por 𝒛 en la relación de
equivalencia anterior) las palabras de menor peso posible (los líderes de [𝒛]). Sea una de estas 𝒆𝒛. Entonces,
se decodifica 𝒛 por 𝒛 − 𝒆𝒛, que es una palabra código (se toma como error al líder elegido). Esta palabra 𝒛
admite decodificación única en caso de que 𝜔(𝒆𝒛) ≤ ⌊𝑑−12 ⌋. Este método es útil cuando resulta sencillo
enumerar explícitamente las palabras del código.

Otro método de decodificación alternativo válido para cuando conocemos la matriz de control 𝐻 para 𝒞 es
el llamado método de decodificación basado en síndromes. Este, definiendo 𝑆(𝒙) ≔ 𝒙𝐻⊤ como el síndrome
de cada palabra 𝒙 ∈ �𝑛𝑞 respecto de 𝐻, se basa en la relación de equivalencia sobre �𝑛𝑞 siguiente:

∀𝒙,𝒚 ∈ �𝑛𝑞 , 𝒙 ∼ 𝒚⟺ 𝑆(𝒙) = 𝑆(𝒚).
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Supongamos que se desea decodificar 𝒛 ∈ �𝑛𝑞 . Si 𝑆(𝒛) = 𝟎, se tiene que 𝒛 es una palabra código y la
decodificamos tal cual. En caso contrario, hay que buscar en ̄𝒛 (clase representada por 𝒛 en la relación de
equivalencia anterior) una palabra 𝒆𝒛 de peso lo mínimo posible, para decodificar 𝒛 como 𝒛 − 𝒆𝒛, que es
claramente una palabra código. Para obtener 𝒆𝒛 en la práctica, construimos una tabla con los síndromes
de las palabras del espacio vectorial total, ordenadas por pesos de menor a mayor. Habitualmente, se
construye una tabla con los síndromes de las palabras con peso hasta ⌊𝑑−12 ⌋. A esta se la conoce por tabla
de síndromes. Si el síndrome de nuestra palabra coincide con alguno de la tabla, podemos asegurar que la
decodificación será única. Sin embargo, esto no es así cuando el peso de la palabra líder es mayor que
⌊𝑑−12 ⌋. Este método es útil cuando es fácil calcular una matriz de control del código.
Existen otros métodos de decodificación propios para ciertos tipos de códigos lineales más eficaces que
estos dos, como puede ser el método de decodificación cíclica, válido para los llamados códigos cíclicos.
Más adelante aparecerá otro método de decodificación, que tiene especial importancia cuando se trabaja
con códigos de Reed-Muller binarios. Este es el llamado método de decodificación por mayoría.

Ejemplo 4. Consideremos el código de Hamming binario de orden 3. Una matriz de control para este
código es

𝐻 = (
0 0 0 1 1 1 1
0 1 1 0 0 1 1
1 0 1 0 1 0 1

) .

Para encontrar las palabras del código, basta con resolver las ecuaciones determinadas por 𝐻 siguientes:

⎧
⎨
⎩

+ 𝑥4 + 𝑥5 + 𝑥6 + 𝑥7 = 0;
+ 𝑥2 + 𝑥3 + 𝑥6 + 𝑥7 = 0;

+ 𝑥1 + 𝑥3 + 𝑥5 + 𝑥7 = 0.

Podemos obtener una base tomando 𝑥3, 𝑥5, 𝑥6 y 𝑥7 como variables libres. Dando a tres de estas el valor 0
y 1 a la restante, obtenemos ℬ = {1110000, 1001100, 0101010, 1101001}. Denotando al código por ℋ(3),
tenemos que

ℋ(3) = { 0000000 1110000 1001100 0101010 1101001 0111100 1011010 0011001
1100110 0100101 1000011 0010110 1010101 0110011 0001111 1111111 } .

Considerando la palabra 1010101, que pertenece al código, vamos a reemplazar el último 1 por un 0. Ahora,
empleando los dos métodos que se acaban de explicar, vamos a recuperar la palabra original.

• Aplicando, por un lado, el método de decodificación basado en líderes, tenemos que calcular la clase
de equivalencia [1010100] ≡ {𝒙 ∣ 𝒙 − 1010100 ∈ ℋ(3)}. Esta es

{ 1010100 0100100 0011000 1111110 0111101 1101000 0001110 1001101
0110010 1110001 0010111 1000010 𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟏 1100111 1011011 0101011 } .

Como hay una única palabra de peso 1, la decodificación es única, y es 1010101.
• Si, por el contrario, aplicamos el método de decodificación basado en síndromes, calculamos tanto
𝑆(1010100) = (1010100)𝐻⊤ = (111) como los síndromes de las palabras con peso hasta 1, para ver
cuáles coinciden con este. Omitiendo la palabra nula, tenemos la siguiente tabla de síndromes:

palabras 1000000 0100000 0010000 0001000 0000100 0000010 0000001
síndromes 001 010 011 100 101 110 𝟏𝟏𝟏

Como hay una única palabra de mismo síndrome, la decodificación es única, y es 1010101.

En resumen, la decodificación ha sido la que cabía esperar empleando ambos métodos. ◀

2.3. Algunas construcciones de códigos lineales
Se incluyen a continuación tres construcciones interesantes de códigos lineales. Resulta un buen ejercicio
de repaso comprobar que, efectivamente, lo son, así como que se cumplen todas las propiedades que
se van a enunciar para las mismas. Todas estas comprobaciones pueden encontrarse en el trabajo de
De Arriba De La Hera [1, capítulo 1, Problemas Resueltos].
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Ejemplo 5 (código suma). Sean 𝒞1,𝒞2 ⊆ �𝑛𝑞 dos códigos lineales con distancia mínima 𝑑𝑖, dimensión 𝑘𝑖 y
matriz generadora 𝐺𝑖 ∈ Mat𝑘𝑖×𝑛(�𝑞), respectivamente, siendo 𝑖 ∈ {1, 2}. Se demuestra que la suma de 𝒞1 y
𝒞2, dada por

𝒞1 + 𝒞2 ≔ {𝒄1 + 𝒄2 ∣ 𝒄𝑖 ∈ 𝒞𝑖 con 𝑖 ∈ {1, 2}} ,

es un código lineal 𝑞-ario con distancia mínima 𝑑 ≤ mín{𝑑1, 𝑑2}. Se puede probar, además, que, si
𝒞1 ∩ 𝒞2 = {𝟎}, entonces dim(𝒞1 + 𝒞2) = 𝑘1 + 𝑘2 y una matriz generadora de 𝒞1 + 𝒞2 viene dada por

𝐺 = (𝐺1
𝐺2
). ◀

Ejemplo 6 (código concatenación). Sean 𝒞𝑖 ⊆ �
𝑛𝑖
𝑞 códigos lineales de longitud 𝑛𝑖, distancia mínima 𝑑𝑖,

dimensión 𝑘𝑖, matriz generadora 𝐺𝑖 ∈ Mat𝑘𝑖×𝑛𝑖(�𝑞) y matriz de control 𝐻𝑖 ∈ Mat(𝑛−𝑘𝑖)×𝑛(�𝑞), respectiva-
mente, siendo 𝑖 ∈ {1, 2}. Se demuestra que la concatenación de 𝒞1 con 𝒞2, dada por

𝒞1 ∗ 𝒞2 ≔ {𝒄1 ∗ 𝒄2 = 𝑐11 … 𝑐1𝑛1𝑐21 … 𝑐2𝑛2 ∣ 𝒄𝑖 ∈ 𝐶𝑖 con 𝑖 ∈ {1, 2}},

es un código lineal 𝑞-ario de longitud 𝑛1 + 𝑛2, dimensión 𝑘1 + 𝑘2, distancia mínima 𝑑 = mín{𝑑1, 𝑑2} y
matrices generadora y de control

𝐺 = (𝐺1 0
0 𝐺2

) y 𝐻 = (𝐻1 0
0 𝐻2

). ◀

Ejemplo 7 (construcción de Plotkin). Sean 𝒞1,𝒞2 ⊆ �𝑛𝑞 dos códigos lineales de distancia mínima 𝑑𝑖, dimen-
sión 𝑘𝑖, matriz generadora 𝐺𝑖 ∈ Mat𝑘𝑖×𝑛(�𝑞) y matriz de control 𝐻𝑖 ∈ Mat(𝑛−𝑘𝑖)×𝑛(�𝑞), respectivamente,
siendo 𝑖 ∈ {1, 2}. Se demuestra que el conjunto definido por

𝒞1 ⊛ 𝒞2 ≔ {(𝒄1 ∣ 𝒄1 + 𝒄2) ∣ 𝒄𝑖 ∈ 𝒞𝑖 con 𝑖 ∈ {1, 2}} ,

donde (𝒄1 ∣ 𝒄1 + 𝒄2) ≔ 𝒄1 ∗ (𝒄1 + 𝒄2) = 𝒄1 ∗ 𝒄1 + 𝟎 ∗ 𝒄2 para todo 𝒄1 ∈ 𝒞1, 𝒄2 ∈ 𝒞2, es un código lineal 𝑞-ario
de longitud 2𝑛, dimensión 𝑘1 + 𝑘2, distancia mínima 𝑑 = mín{2𝑑1, 𝑑2} y matrices generadora y de control

𝐺 = (𝐺1 𝐺1
0 𝐺2

) y 𝐻 = ( 𝐻1 0
−𝐻2 𝐻2

). ◀

Nota 8. El código lineal presentado en el ejemplo 7 jugará un papel muy importante cuando tratemos la
segunda de las construcciones para los códigos de Reed-Muller binarios. ◀

3. Códigos de Reed-Muller binarios

3.1. Aspectos históricos
Los códigos de Reed-Muller son una familia infinita de códigos lineales, que toman su nombre de los
dos matemáticos que los propusieron en el año 1954, prácticamente al mismo tiempo, en dos trabajos
independientes: Irving Stoy Reed2 y David Eugene Muller3. Ambos se ocuparon de introducir estos en el
caso binario. Hoy se sabe que el primero en realizar la primera de las construcciones para estos códigos en
su forma binaria fue Muller [3], mientras que su estudio en detalle y la sencilla decodificación por la que
son tan conocidos e importantes en este caso binario es obra de Reed [4].

Los códigos de Reed-Muller tienen una gran importancia en la historia. Su estudio en la década de los
años 50 fue fundamental para que en los años posteriores se hiciesen grandes avances en la exploración
espacial. Así, desde 1969 hasta 1977, todas las naves espaciales de la NASA iban equipadas con un código
de Reed-Muller binario de longitud 32, dimensión 6 y distancia mínima 16. Se escogió dicho código dado
que el cociente entre la dimensión del mismo y su longitud es (relativamente) pequeño para la amplia
distancia mínima que posee. Por esta razón podemos decir que nos encontramos ante un código de bajo
coste y buenas capacidades para corregir errores.

2Matemático e ingeniero estadounidense; 12 noviembre, 1923 - 11 septiembre, 2012.
3Matemático e informático teórico estadounidense; 2 noviembre, 1924 - 27 abril, 2008.
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Una de las misiones más destacadas que se llevó a cabo con el uso de estos códigos, y que pasó a la
historia por su gran impacto, fue la realizada en los años 70 por la sonda Mariner 9, ya que esta fue la
primera que permitió la observación fotográfica de la superficie marciana. Esta sonda fue lanzada el 30 de
mayo del 1971, llegando a su destino el 13 de noviembre del mismo año, convirtiéndose así en la primera
nave espacial en orbitar un planeta distinto al nuestro. Científicamente, esta misión, que constituyó una
continuación de las observaciones adquiridas por las sondas Mariner 6 y 7, tenía como objetivo mostrar
las primeras fotografías de Marte. En un principio la misión se complicó debido a las grandes tormentas
de arena que se dieron sobre todo el conjunto de la superficie del planeta. Sin embargo, en 1972, cuando
por fin amainaron dichas tormentas, se obtuvieron estas primeras fotografías en blanco y negro, las cuales
cambiaron completamente la visión que se tenía hasta entonces del planeta rojo (figura 1). La sonda tomó
fotografías en blanco y negro de 600 × 600 = 360 000 píxeles, donde a cada píxel se le asignó una 6-tupla
para representar el brillo. Cada píxel era codificado como una palabra de longitud 32 (se emplearon 26
bits de redundancia). Fue necesario usar un código con palabras de gran longitud, pues los errores de
transmisión debían minimizarse al máximo dada la enorme distancia que los mensajes recorrían desde
Marte a la Tierra. Era, además, imprescindible, dado el tiempo requerido por cada transmisión, que la
decodificación fuese posible en la mayor parte de los casos y con garantías de unicidad.

Figura 1: Imágenes, facilitadas por la NASA bajo dominio público, captadas por la sonda Mariner 9.

3.2. Construcciones y propiedades principales
Como ya se ha adelantado, existen tres formas de introducir los códigos de Reed-Muller binarios. Cada una
de ellas resulta importante por motivos distintos, como ya iremos comprobando a lo largo del artículo.

3.2.1. Construcción original de Muller

Esta es la primera construcción conocida, debida a D. E. Muller. Además de la referencia principal [1],
ha sido necesario también consultar las notas de Iranzo Aznar y Pérez Monasor [2, Lección 7] para la
redacción de esta parte por motivos que se entenderán más adelante (véase la nota 19). Para introducir
esta construcción en su versión original, es necesaria la conocida como teoría de Boole, la cual se pretende
estudiar brevemente a continuación.
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Definición 9. Sea 𝑚 un número natural. Una aplicación 𝑓∶ �𝑚2 → �2 es una función booleana de 𝑚
variables. Se denota al conjunto de todas las funciones booleanas de 𝑚 variables por 𝔅𝑚. ◀

Observación 10. Podemos dotar a 𝔅𝑚 con una estructura de anillo conmutativo y unitario. Más aún, se
tiene que este conjunto también posee estructura de �2-espacio vectorial. En definitiva, nos encontramos
ante una �2-álgebra conmutativa y unitaria, la cual se conoce usualmente por álgebra de Boole. ◀

A partir de este momento, y salvo que se diga lo contrario, vamos a trabajar con el álgebra �𝑚2 dado 𝑚 un
entero no negativo, y tendremos siempre que 𝑛 = 2𝑚.

Observación 11. Si se fija un orden en los 𝑛 elementos de �𝑚2 , es posible describir toda función booleana
𝑓∶ �𝑚2 → �2 de manera unívoca a través de una tabla con todos los elementos de �𝑚2 y los respectivos
valores que toma 𝑓 en cada uno de estos. A esta se la conoce por tabla de verdad asociada a 𝑓. Además,
fijado un orden �𝑚2 = {𝒗1,… , 𝒗𝑛} y dada 𝑓 ∈ 𝔅𝑚 arbitraria, inducimos la siguiente notación:

𝑓𝑖 ≡
not.

𝑓(𝒗𝑖), ∀ 𝑖 ∈ {1,… , 𝑛}.

Llamaremos a este valor coordenada 𝑖-ésima de 𝑓 bajo el orden establecido en �𝑚2 . En estas condiciones,
toda aplicación 𝑓 ∈ 𝔅𝑚 puede identificarse de manera unívoca empleando tablas de verdad con la
correspondiente palabra 𝒇 ≡ 𝑓1 …𝑓𝑛 ∈ �𝑛2 . Así, lo natural es trabajar con el conjunto �𝑚2 = {𝒗1,… , 𝒗𝑛}
ordenado cuando se tengan funciones booleanas. A 𝒇 ∈ �𝑛2 se la conoce por palabra característica de 𝑓
bajo el orden establecido. En particular, se deduce de este hecho que |𝔅𝑚| = 2𝑛 < ∞. ◀

Definición 12. Definimos el anillo de los polinomios booleanos de 𝑚 indeterminadas como el cociente

𝒫𝑚 ≡
not.

�2[𝑥1,… , 𝑥𝑚]
(𝑥21 − 𝑥1,… , 𝑥2𝑚 − 𝑥𝑚)

.

Cada clase de equivalencia 𝐹 = 𝐹 + (𝑥21 − 𝑥1,… , 𝑥2𝑚 − 𝑥𝑚) ∈ 𝒫𝑚 posee un único representante

𝐹∗ ≡
not.

∑𝑎𝑖1…𝑖𝑚𝑥
𝑖1
1 ⋯𝑥𝑖𝑚𝑚 ∈ �2[𝑥1,… , 𝑥𝑚] (𝑎𝑖1…𝑖𝑚 ∈ �2) ,

verificando que 𝑖1,… , 𝑖𝑚 ∈ {0, 1}. Esta se conoce por forma reducida del polinomio 𝐹. Además, es evidente
que esta está unívocamente determinada aplicando a cada monomio de 𝐹 las reglas

𝑥𝑖𝑥𝑗 = 𝑥𝑗𝑥𝑖⏟⎵⎵⏟⎵⎵⏟
conmutatividad en �2[𝑥1,…,𝑥𝑚]

y 𝑥2𝑖 = 𝑥𝑖,⏟⎵⏟⎵⏟
pequeño teorema de Fermat en �2

para cualesquiera 𝑖, 𝑗 ∈ {1,… ,𝑚} diferentes, hasta que los factores del polinomio resultante sean todos
distintos. Resulta natural definir en estas condiciones el grado de un polinomio booleano como el grado,
entendido en el sentido usual, del correspondiente polinomio en su forma reducida. ◀

Observación 13. No es complicado percatarse de que 𝒫𝑚 tiene también estructura de espacio vectorial sobre
�2. De hecho, el conjunto ℬ = {𝑥𝑟11 ⋯𝑥𝑟𝑚𝑚 ∣ 𝑟𝑖 ∈ {0, 1} ∀ 𝑖 ∈ {1,… ,𝑚}} es una base de este (en particular, 𝒫𝑚
es finito como espacio vectorial). Así, dado que el número de monomios booleanos de 𝑚 indeterminadas
y grado 𝑘 es (𝑚𝑘 ) trivialmente, no resulta complicado comprobar que |𝒫𝑚| = 2𝑚. ◀

De ahora en adelante, y salvo que se diga lo contrario, nos restringimos al uso de polinomios en forma
reducida cuando tratemos con los elementos de 𝒫𝑚 y vamos a suponer que tenemos fijado un orden
�𝑚2 = {𝒗1,… , 𝒗𝑛}. En particular, utilizar palabras en �𝑛2 y funciones booleanas de 𝑚 variables resulta
equivalente. Razonando por inducción sobre 𝑚, el número de indeterminadas, obtenemos el siguiente
resultado, necesario para probar el que sigue y que resulta clave para llevar a cabo esta construcción.

Lema 14. Sea 𝐹 ∈ �2[𝑥1,… , 𝑥𝑚] un polinomio arbitrario no necesariamente dado en forma reducida. Si
se cumple que 𝐹(𝑢1,… , 𝑢𝑚) = 0 para todo 𝑢1,… , 𝑢𝑚 ∈ �2, entonces 𝐹∗ = 0.

Teorema 15. Los conjuntos 𝔅𝑚 y 𝒫𝑚 son isomorfos como �2-álgebras conmutativas y unitarias, a través
de la aplicación que asocia a cada polinomio booleano 𝐹 la única función booleana 𝑓 tal que

𝐹(𝑢1, 𝑢2,… , 𝑢𝑚) = 𝑓(𝒖), ∀𝒖 = (𝑢1, 𝑢2,… , 𝑢𝑚) ∈ �𝑚2 .

En consecuencia, cada polinomio en forma reducida tiene asociada una, y solo una, palabra de �𝑛2 .
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Demostración. Veamos en primer lugar que la aplicación

(3)
𝜓𝑚∶ �2[𝑥1,… , 𝑥𝑚] ⟶ �𝑛2

𝐹 ⟼ 𝜓𝑚(𝐹) ≔ 𝒇 ≡ 𝑓1 …𝑓𝑛

es un epimorfismo de álgebras sobre �2. El único paso no trivial es comprobar la sobreyectividad. Para
ello, dado 𝒙 ∈ �𝑛2 arbitrario, suponiendo que 𝒗𝑖 = (𝛼𝑖1,… ,𝛼𝑖𝑚) ∈ �𝑚2 para todo 𝑖 ∈ {1,… , 𝑛}, definimos

𝐹𝒗𝑖(𝑥1,… , 𝑥𝑚) ≔
𝑚
∏
𝑗=1

(1 − (𝑥𝑗 − 𝛼𝑖𝑗)) ∈ �2[𝑥1,… , 𝑥𝑚], ∀ 𝑖 ∈ {1,… , 𝑛}.

Por el pequeño teorema de Fermat, se tiene que, para todo 𝒘 = (𝑤1,… ,𝑤𝑚) ∈ �𝑚2 y todo 𝑖 ∈ {1,… , 𝑛},

𝐹𝒗𝑖(𝑤1,… ,𝑤𝑚) = { 1, si 𝒘 = 𝒗𝑖;
0, si 𝒘 ≠ 𝒗𝑖.

De esta manera, resulta inmediato comprobar, por cómo se define la aplicación (3), si escribimos las
imágenes explícitamente, que el conjuntoℬ = {𝜓𝑚(𝐹𝒗𝑖) ∣ 𝑖 ∈ {1,… , 𝑛}} se corresponde con la base canónica
de �𝑛2 . En consecuencia, existen escalares 𝑘𝑖 ∈ �2 para cada 𝑖 ∈ {1,… , 𝑛} tales que

𝒙 =
𝑛
∑
𝑖=1

𝑘𝑖𝜓𝑚(𝐹𝒗𝑖) = 𝜓𝑚 (
𝑛
∑
𝑖=1

𝑘𝑖𝐹𝒗𝑖) .

Así, tomando 𝐹 = ∑𝑛
𝑖=1 𝑘𝑖𝐹𝒗𝑖, es evidente que 𝜓𝑚(𝐹) = 𝒙. Queda así probada la sobreyectividad de (3).

Hecho esto, aplicando el primer teorema de isomorfía para álgebras, se sigue que

�2[𝑥1,… , 𝑥𝑚]
Ker(𝜓𝑚)

≅ Im(𝜓𝑚) ≡ �𝑛2 .

Basta probar, por tanto, queKer(𝜓𝑚) = (𝑥21−𝑥1,… , 𝑥2𝑚−𝑥𝑚) y habremos terminado. El contenido no trivial
es Ker(𝜓𝑚) ⊆ (𝑥21 −𝑥1,… , 𝑥2𝑚 −𝑥𝑚) y se argumenta por reducción al absurdo: dado 𝐹 ∈ Ker(𝜓𝑚) arbitrario,
vamos a suponer que 𝐹 ∉ (𝑥21 − 𝑥1,… , 𝑥2𝑚 − 𝑥𝑚) para llegar a una contradicción. En estas condiciones,
suponiendo que 𝑅 es la forma reducida de 𝐹, se tiene que la clase de equivalencia para 𝐹 puede escribirse
como 𝐹 = 𝑅 + (𝑥21 − 𝑥1,… , 𝑥2𝑚 − 𝑥𝑚), donde 𝑅 ≠ 0 necesariamente. Pero, como 𝜓𝑚(𝐹) = 𝟎 por hipótesis,
estamos ante las condiciones del lema 14, luego 𝐹∗ = 𝑅 = 0, en contra de la suposición hecha. ▪

Sea 𝑟 un número natural tal que 𝑟 ≤ 𝑚. Denotaremos por 𝒫𝑚(𝑟) al conjunto de los polinomios booleanos
de𝑚 indeterminadas en 𝒫𝑚 con grado menor o igual que 𝑟. Este es trivialmente un �2-subespacio vectorial
de 𝒫𝑚 de dimensión finita. Empleando entonces el teorema 15 que acabamos de probar, estamos en
condiciones de dar la siguiente definición importante.

Definición 16. Se define por código de Reed-Muller binarioℛℳ(𝑟,𝑚) de orden 𝑟 y longitud 𝑛 a la imagen
directa de 𝒫𝑚(𝑟) a través de la aplicación dada en (3). Dicho de otra manera, este es el conjunto de todas
las palabras binarias de longitud 𝑛 asociadas a todos los polinomios booleanos de 𝑚 indeterminadas
mediante el isomorfismo dado en el teorema 15 con grado menor o igual que 𝑟. ◀

Nota 17. Por convenio, escribiremos que ℛℳ(ℓ,𝑚) = {0… 0} para todo entero ℓ < 0. Además, por la
definición, es inmediato que ℛℳ(𝑚,𝑚) = �𝑛2 y ℛℳ(0,𝑚) = {0… 0, 1… 1}. ◀

Observación 18. Esta definición es independiente del orden fijado sobre �𝑚2 . En otras palabras, dado un
código de Reed-Muller binario construido bajo un cierto orden en �𝑚2 fijado, al cambiar dicho orden,
obtenemos otro código de Reed-Muller binario, con los mismos parámetros que el inicial (estos solo se
diferencian en que se han permutado entre sí las letras de un número finito de posiciones fijadas en todas
las palabras del código). Cuando dos códigos están relacionados tal y como se acaba de explicar, se dice
que son códigos equivalentes por permutación. ◀

Nota 19. Esta construcción fue generalizada a cualquier cuerpo finito �𝑞 en 1968. El lector interesado en
ello puede consultar el trabajo de De Arriba De La Hera [1, capítulo 2] y las referencias ahí recogidas para
comprender esta generalización. ◀
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Proposición 20. El código de Reed-Muller binario ℛℳ(𝑟,𝑚) es un código lineal de longitud 𝑛 sobre �2.
Manteniendo las notaciones introducidas en el teorema 15, una matriz generadora para este es

(4) 𝐺(𝑟,𝑚) ≡
not.

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

𝜓𝑚(1)
𝜓𝑚(𝑥1)

⋮
𝜓𝑚(𝑥𝑚)
𝜓𝑚(𝑥1𝑥2)

⋮
𝜓𝑚(𝑥𝑚−𝑟+1 … 𝑥𝑚)

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

.

En consecuencia, la dimensión como �2-subespacio vectorial de �𝑛2 viene dada por la fórmula

(5) dim(ℛℳ(𝑟,𝑚)) =
𝑟
∑
𝑘=0

(
𝑚
𝑘
).

Además, no resulta complicado comprobar que ℛℳ(𝑟,𝑚)⟂ = ℛℳ(𝑚 − 𝑟 − 1,𝑚).

Demostración. Basta probar que todas las palabras de �𝑛2 asociadas a los monomios reducidos de 𝒫𝑚(𝑟)
constituyen una base de ℛℳ(𝑟,𝑚). Nos es suficiente ver que estas generan un sistema linealmente
independiente argumentando por reducción al absurdo y haciendo uso del lema 14. Una vez se tiene esto,
con un simple argumento combinatorio, obtenemos la fórmula dada para la dimensión. Finalmente, la
igualdad entre códigos lineales se deduce de la inclusión ℛℳ(𝑚 − 𝑟 − 1,𝑚) ⊆ ℛℳ(𝑟,𝑚)⟂ dado que la
suma de las dimensiones de ℛℳ(𝑚 − 𝑟 − 1,𝑚) y ℛℳ(𝑟,𝑚) es 2𝑚. ▪

Ejemplo 21. Vamos a construir empleando la definición dada el código ℛℳ(1, 3). Para ello, vamos a fijar
el orden �32 = {000, 001, 010, 011, 100, 101, 110, 111}. Hecho esto, tenemos que obtener 𝒫3(1), esto es, los
polinomios booleanos de 3 indeterminadas que tengan grado menor o igual que 1. Estos son los siguientes:

0, 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥1 + 𝑥2, 𝑥1 + 𝑥3, 𝑥2 + 𝑥3, 𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3,
1, 1 + 𝑥1, 1 + 𝑥2, 1 + 𝑥3, 1 + 𝑥1 + 𝑥2, 1 + 𝑥1 + 𝑥3, 1 + 𝑥2 + 𝑥3, 1 + 𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3.

Así, ya podemos enumerar las palabras del código de Reed-Muller deseado, y tenemos que estas son

{ 00000000 00001111 00110011 01010101 00111100 01011010 01100110 01101001
11111111 11110000 11001100 10101010 11000011 10100101 10011001 10010110 } .

A partir de esto, podemos obtener una matriz generadora para el código inmediatamente, y tenemos por
la fórmula (5) que la dimensión de este es 4. ◀

3.2.2. Construcción recursiva de Plotkin

Nos basamos en la construcción de Plotkin recogida en el ejemplo 7 para obtener una construcción
recursiva de los códigos de Reed-Muller binarios, solo válida para un cierto orden en los elementos de �𝑚2 .

Definición 22. Dada la expansión binaria 𝑖0 + 2𝑖1 + 22𝑖2 +⋯+ 2𝑚−2𝑖𝑚−2 + 2𝑚−1𝑖𝑚−1 de un cierto entero 𝑖,
con 𝑖0, 𝑖1,… , 𝑖𝑚−2, 𝑖𝑚−1 ∈ {0, 1}, asociamos a 𝑖 + 1 el elemento (𝑖𝑚−1, 𝑖𝑚−2,… , 𝑖2, 𝑖1, 𝑖0) ∈ �𝑚2 . Esto es,

1 ⟶ (0, 0,… , 0, 0, 0);
2 ⟶ (0, 0,… , 0, 0, 1);
3 ⟶ (0, 0,… , 0, 1, 0);
4 ⟶ (0, 0,… , 0, 1, 1);
5 ⟶ (0, 0,… , 1, 0, 0);
⋮ ⋮ ⋮

2𝑚 − 2 ⟶ (1, 1,… , 1, 0, 1);
2𝑚 − 1 ⟶ (1, 1,… , 1, 1, 0);
2𝑚 ⟶ (1, 1,… , 1, 1, 1).

Al orden inducido por esta asociación sobre �𝑚2 lo llamaremos orden canónico de �𝑚2 . ◀
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Supondremos a lo largo de todo este apartado que tenemos fijado el orden canónico para los elementos de
�𝑚2 . Además, mantendremos la notación 𝜓𝑚 introducida en el teorema 15 para la aplicación (3). Nuestro
primer objetivo pasa por estudiar las propiedades fundamentales que se tienen bajo este orden, las cuales
se recogen en los resultados siguientes, y nos permiten escribir ℛℳ(𝑟,𝑚) como construcción de Plotkin
entre ℛℳ(𝑟,𝑚− 1) y ℛℳ(𝑟 − 1,𝑚− 1). Hecho esto, podremos obtener expresiones dependientes de 𝑟 y𝑚
tanto para la distancia mínima como para una matriz generadora de todos los códigos de Reed-Muller
binarios (esto último solo para cuando se tiene el orden canónico) de manera recursiva.

Lema 23. Se tiene la siguiente tabla de verdad:

𝜓𝑚(𝑥𝑚) = 0101010101010101… 010101;
𝜓𝑚(𝑥𝑚−1) = 001100110011001… 0110011;
𝜓𝑚(𝑥𝑚−2) = 00001111000011… 00001111;

⋮ ⋮ ⋮
𝜓𝑚(𝑥2) = 00… 011… 100… 011… 11;
𝜓𝑚(𝑥1) = 00000… 0000⏟⎵⎵⎵⏟⎵⎵⎵⏟

2𝑚−1
11111… 1111⏟⎵⎵⎵⏟⎵⎵⎵⏟

2𝑚−1
.

Lema 24. Sea 𝐹 un polinomio booleano en cuya expresión no aparece la indeterminada 𝑥1 y que, por
tanto, podemos ver como polinomio de 𝑚− 1 indeterminadas. Si la palabra binaria asociada en este caso
es 𝒇 = 𝑓1 …𝑓2𝑚−1, entonces se tiene que la palabra binaria asociada a 𝐹 como polinomio booleano de 𝒫𝑚
es la concatenación 𝒇 ∗ 𝒇 = 𝑓1 …𝑓2𝑚−1𝑓1 …𝑓2𝑚−1.

Estos dos resultados son fundamentales para probar el que sigue a continuación, que es característico de
esta construcción. Las demostraciones para ambos son inmediatas: para el primero, basta construir las
tablas de verdad para el orden canónico de �𝑚2 asociadas a los monomios booleanos 𝑥𝑖 como elementos
de 𝒫𝑚, mientras que el segundo se sigue de construir las tablas de verdad para el orden canónico de �𝑚2
asociadas al polinomio dado en el enunciado, visto como elemento tanto de 𝒫𝑚 como de 𝒫𝑚−1, y, hecho
esto, comparar estas dos palabras para ver que la segunda concatenada consigo misma es la primera.

Teorema 25. Dado un número natural 𝑟 tal que 0 < 𝑟 < 𝑚, se cumple que

(6) ℛℳ(𝑟,𝑚) = ℛℳ(𝑟,𝑚− 1) ⊛ ℛℳ(𝑟 − 1,𝑚− 1).

Demostración. Veamos primero que ℛℳ(𝑟,𝑚) ⊆ ℛℳ(𝑟,𝑚 − 1) ⊛ ℛℳ(𝑟 − 1,𝑚 − 1). Sea 𝒙 ∈ ℛℳ(𝑟,𝑚)
una palabra código, asociada al polinomio booleano 𝐹 de 𝑚 indeterminadas y grado menor o igual que 𝑟.
Podemos expresar 𝐹 en función de dos polinomios booleanos de 𝑚− 1 indeterminadas 𝐺 y 𝐻 por

(7) 𝐹(𝑥1,… , 𝑥𝑚) = 𝐺(𝑥2,… , 𝑥𝑚) + 𝑥1𝐻(𝑥2,… , 𝑥𝑚),

donde 𝐺 tiene grado menor o igual que 𝑟 y 𝐻, grado menor o igual que 𝑟 − 1. Supongamos que 𝒙𝐺 y 𝒙𝐻 son
las palabras binarias asociadas a estos polinomios, respectivamente, los cuales estamos viendo como si
fuesen polinomios booleanos de𝑚−1 indeterminadas. Es evidente, por definición, que 𝒙𝐺 ∈ ℛℳ(𝑟,𝑚−1)
y 𝒙𝐻 ∈ ℛℳ(𝑟 − 1,𝑚− 1). Ahora, por el lema 24, se tiene que 𝒙𝐺 ∗ 𝒙𝐺 y 𝒙𝐻 ∗ 𝒙𝐻 son las palabras binarias
asociadas a nuestros polinomios booleanos, respectivamente, vistos como si tuvieran 𝑚 indeterminadas.
Aplicando entonces 𝜓𝑚 a (7), por el lema 23 se tiene, por ser este un homomorfismo de álgebras, que

𝒙 = 𝜓𝑚(𝐹) = 𝜓𝑚(𝐺) + 𝜓𝑚(𝑥1)𝜓𝑚(𝐻) = 𝒙𝐺 ∗ 𝒙𝐺 + 𝟎 ∗ 𝒙𝐻 ∈ ℛℳ(𝑟,𝑚− 1) ⊛ ℛℳ(𝑟 − 1,𝑚− 1).

Para obtener la igualdad basta ver que ambos códigos tienen la misma dimensión. En efecto, por (5) y la
fórmula de Pascal, por como viene dada la fórmula correspondiente a la dimensión en la construcción de
Plotkin recogida en el ejemplo 7,

dim(ℛℳ(𝑟,𝑚)) =
𝑟
∑
𝑘=0

(
𝑚
𝑘
) = (

𝑚
0
) +

𝑟
∑
𝑘=1

(
𝑚
𝑘
) = (

𝑚 − 1
0

) +
𝑟
∑
𝑘=1

(
𝑚 − 1
𝑘

) +
𝑟
∑
𝑘=1

(
𝑚 − 1
𝑘 − 1

)

=
𝑟
∑
𝑘=0

(
𝑚 − 1
𝑘

) +
𝑟−1
∑
𝑘=0

(
𝑚 − 1
𝑘

) = dim(ℛℳ(𝑟,𝑚− 1) ⊛ ℛℳ(𝑟 − 1,𝑚− 1))

por las propiedades de los coeficientes binomiales y haciendo el correspondiente cambio de variable. ▪
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Definición 26. Dado 𝑟 un entero tal que 0 ≤ 𝑟 ≤ 𝑚, se define recursivamente ℛℳ(𝑟,𝑚) para el orden
canónico de �𝑚2 teniendo en cuenta el caso base de la nota 17 y empleando la fórmula (6). ◀

Proposición 27. Dado 𝑟 natural tal que 0 ≤ 𝑟 ≤ 𝑚, la distancia mínima de ℛℳ(𝑟,𝑚) es 2𝑚−𝑟.

Demostración. Consecuencia del ejemplo 7, calculando primero esta a mano en el caso base. ▪

Lema 28. Se tiene que 𝐺(0,𝑚) = (1 1 ⋯ 1) y 𝐺(𝑚,𝑚) = (𝐺(𝑚 − 1,𝑚)
0 ⋯ 0 1 ).

Demostración. Ambas igualdades son consecuencia inmediata de cómo viene dada la matriz generadora
correspondiente en (4). La primera se debe a que la aplicación 𝜓𝑚 verifica que 𝜓𝑚(1) = 𝟏. La segunda
se sigue de que 𝜓𝑚 es un homomorfismo de álgebras y el lema 23, pues tenemos de esta manera que
𝜓𝑚(𝑥1⋯𝑥𝑚) = 𝜓𝑚(𝑥1)⋯𝜓𝑚(𝑥𝑚) = 0… 01 y el resto de polinomios que quedan tienen por palabras
características a las del código ℛℳ(𝑚 − 1,𝑚), cuya matriz generadora es 𝐺(𝑚 − 1,𝑚). ▪

Proposición 29. Dado 𝑟 natural tal que 0 ≤ 𝑟 ≤ 𝑚, se tiene que la matriz generadora de ℛℳ(𝑟,𝑚) viene
dada de manera recursiva a partir de las matrices generadoras de ℛℳ(𝑟,𝑚− 1) y ℛℳ(𝑟 − 1,𝑚− 1) como
sigue:

(8) 𝐺(𝑟,𝑚) = (𝐺(𝑟,𝑚− 1) 𝐺(𝑟,𝑚− 1)
0 𝐺(𝑟 − 1,𝑚− 1)).

Demostración. Consecuencia del ejemplo 7, teniendo en cuenta que tenemos por caso base los dos casos
recogidos en el lema 28. ▪

Ejemplo 30. Usando la proposición 29 que acabamos de demostrar, vamos a construir 𝐺(1, 3). Esto es,
vamos a dar la matriz generadora de ℛℳ(1, 3) para el orden canónico de �𝑚2 . De esta manera, podemos
enumerar las palabras de ℛℳ(1, 3) para este orden fácilmente. En virtud de lo que hemos visto, por
inducción, se tiene que

𝐺(1, 3) = (𝐺(1, 2) 𝐺(1, 2)
0 𝐺(0, 2)) = (

𝐺(1, 1) 𝐺(1, 1) 𝐺(1, 1) 𝐺(1, 1)
0 0 𝐺(0, 1) 0 0 𝐺(0, 1)
0 0 0 0 1 1 1 1

)

=
⎛
⎜
⎜
⎝

𝐺(0, 1) 𝐺(0, 1) 𝐺(0, 1) 𝐺(0, 1)
0 1 0 1 0 1 0 1
0 0 1 1 0 0 1 1
0 0 0 0 1 1 1 1

⎞
⎟
⎟
⎠

=
⎛
⎜
⎜
⎝

1 1 1 1 1 1 1 1
0 1 0 1 0 1 0 1
0 0 1 1 0 0 1 1
0 0 0 0 1 1 1 1

⎞
⎟
⎟
⎠

.

Además, por la fórmula dada en la proposición 27, se tiene que la distancia mínima es 23−1 = 22 = 4. Así,
hemos concluido que este es un código de Reed-Muller binario cuya longitud y dimensión vienen a ser
8 y 4, respectivamente, con distancia mínima 4 también. Por tanto, pese a las buenas capacidades para
corregir errores, este código no resulta ser de bajo coste. Sin embargo, es posible dar con otro código que
es lo bastante eficaz en estos dos aspectos, como se va a comprobar al final del artículo. ◀

Nota31. Cabe resaltar que el orden dado en la definición 22 no es único. A saber, en las mismas condiciones
enunciadas, también podemos tomar el orden inducido por la asignación

1 ⟶ (0, 0, 0,… , 0, 0);
2 ⟶ (1, 0, 0,… , 0, 0);
3 ⟶ (0, 1, 0,… , 0, 0);
4 ⟶ (1, 1, 0,… , 0, 0);
5 ⟶ (0, 0, 1,… , 0, 0);
⋮ ⋮ ⋮

2𝑚 − 2 ⟶ (1, 0, 1,… , 1, 1);
2𝑚 − 1 ⟶ (0, 1, 1,… , 1, 1);
2𝑚 ⟶ (1, 1, 1,… , 1, 1).

Este orden parece más «coherente» y los resultados se cumplen exactamente igual, cambiando algunos
detalles. Sin embargo, se ha tomado el otro debido al funcionamiento interno del comando Tuples en
Mathematica, ya que este genera automáticamente el orden dado en la definición 22. ◀
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3.2.3. Construcción geométrica

Para terminar, vamos a obtener información adicional acerca de los códigos de Reed-Muller binarios desde
un punto de vista geométrico. Para ello, se emplea el �2-espacio vectorial �𝑚2 como geometría finita, que
se denota por 𝐸𝐺(𝑚, 2). Obtenemos así una caracterización geométrica de ℛℳ(𝑟,𝑚).

Definición 32. Dados un subespacio vectorial 𝑉 de �𝑚2 y un punto 𝒂 ∈ 𝐸𝐺(𝑚, 2), una variedad afín que
pasa por 𝒂 y tiene dirección 𝑉 es la clase de equivalencia 𝒂+ 𝑉 = {𝒂 + 𝒗 ∣ 𝒗 ∈ 𝑉}. Llamaremos dimensión
de la variedad 𝒂 + 𝑉 a la del subespacio vectorial 𝑉. Si esta es 𝑘, diremos que 𝒂 + 𝑉 es una 𝑘-variedad. ◀

Observación 33. Un subconjunto de 𝐸𝐺(𝑚, 2) es una 𝑘-variedad si y solo si este es el conjunto de soluciones
para un sistema de 𝑚− 𝑘 ecuaciones lineales sobre �2 en 𝑚 variables con rango 𝑚− 𝑘. Esto se observa
mediante equivalencias teniendo en cuenta que, dado 𝑉 un �2-subespacio vectorial de �𝑚2 de dimensión
𝑘 (esto es, lo que hemos definido por código lineal binario de longitud 𝑚 y dimensión 𝑘) con 𝐻 matriz de
control, entonces 𝒙 es palabra código si y solo si se tiene que 𝒙𝐻⊤ = 0. ◀

Sea 𝐹 un polinomio booleano de 𝑚 indeterminadas. Fijado un orden 𝐸𝐺(𝑚, 2) = {𝒗1,… , 𝒗𝑛} en nuestra
geometría finita, asociamos a este, además de la correspondiente palabra binaria 𝒇, el subconjunto

𝑆𝐹 ≡
not.

{𝒗 ∈ �𝑚2 ∣ 𝑓(𝒗) = 1} = {𝒗𝑖 ∣ 𝑓𝑖 = 1} ⊆ 𝐸𝐺(𝑚, 2).

Mediante este proceso se obtienen todos los subconjuntos de la geometría finita 𝐸𝐺(𝑚, 2). Así, diremos
que 𝐹 es el polinomio booleano asociado a 𝑆𝐹 y 𝒇 es la palabra característica asociada a 𝑆𝐹. Nuestro
objetivo es describir los códigos de Reed-Muller binarios en términos de las variedades afines de 𝐸𝐺(𝑚, 2).

Proposición 34. Si 𝑆 ⊆ 𝐸𝐺(𝑚, 2) es una 𝑘-variedad, el correspondiente polinomio booleano asociado a
esta tiene grado 𝑚−𝑘. Aunque el recíproco no es cierto en general, sí que lo es para monomios booleanos.

Demostración. La 𝑘-variedad 𝑆 es el conjunto de soluciones para un sistema de 𝑚− 𝑘 ecuaciones lineales
en 𝑚 variables con rango 𝑚 − 𝑘 por la observación 33, en las cuales podemos suponer sin pérdida de
generalidad que en la parte derecha tenemos un 1 en todos los casos. Una solución de este sistema lo es
también de la ecuación que resulta de multiplicar todos los polinomios de la parte izquierda e igualarlos
a 1. El polinomio resultante tiene grado 𝑚− 𝑘. En conclusión, como 𝑆 es el conjunto de soluciones para
la ecuación que se sigue de igualar este a 1, el polinomio booleano asociado a 𝑆 tiene grado 𝑚 − 𝑘. El
recíproco es trivialmente cierto si se tienen monomios booleanos. Para cualquier otro caso, basta dar un
contraejemplo: existen polinomios booleanos 𝐹 de grado 𝑘 ≥ 2 tales que el subconjunto 𝑆𝐹 ⊆ 𝐸𝐺(𝑚, 2) no
es una (𝑚− 𝑘)-variedad. Sea 𝐹 = 𝑥1𝑥2 + 𝑥3 un polinomio booleano de 3 variables y grado 2. Por reducción
al absurdo, si 𝑆𝐹 es una variedad afín, como 𝐹 es de grado 2, esta es una recta afín. Pero

𝑆𝐹 = {(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) ∈ �32 | 𝑥1𝑥2 + 𝑥3 = 1} = {(1, 1, 0), (0, 0, 1), (1, 0, 1), (0, 1, 1)},

lo cual es absurdo, ya que las rectas afines tienen exactamente dos puntos. ▪

Teorema 35. El código de Reed-Muller binario ℛℳ(𝑟,𝑚) es el subespacio vectorial generado por todas
las palabras características asociadas a las variedades afines de 𝐸𝐺(𝑚, 2) con dimensión al menos 𝑚− 𝑟.

Demostración. Sea 𝒙 la palabra característica asociada a una variedad afín 𝑆𝒙 de dimensión al menos
𝑚− 𝑟. Supongamos que 𝐹𝒙 es el polinomio booleano que tiene asociada esta palabra característica. En
virtud de la proposición 34, se tiene que este polinomio booleano tiene grado menor o igual que 𝑟. Así,
por como se definen los códigos de Reed-Muller binarios, se tiene que 𝒙 ∈ ℛℳ(𝑟,𝑚). Recíprocamente,
sea 𝐹 el polinomio booleano asociado a una palabra 𝒙𝐹 ∈ ℛℳ(𝑟,𝑚). Sabemos que este tiene grado
𝑠 ≤ 𝑟. Supongamos que 𝐹 = ∑𝑙

𝑖=1 𝑃𝑖, siendo 𝑃𝑖 con 𝑖 ∈ {1,… , 𝑙} los monomios booleanos en los que se
descompone 𝐹. Obsérvese que estos tienen grado deg(𝑃𝑖) ≤ 𝑠 para todo 𝑖 ∈ {1,… , 𝑙}. Por la linealidad de
nuestra aplicación 𝜓𝑚 se tiene que 𝒙𝐹 = ∑𝑙

𝑖=1 𝒙𝑃𝑖 es la palabra característica asociada a 𝐹. Ahora bien, por
la segunda parte de la proposición 34, cada 𝒙𝑃𝑖 es la palabra característica asociada a una variedad afín de
dimensión 𝑚− deg(𝑃𝑖) ≥ 𝑚 − 𝑠. Por tanto, la palabra 𝒙𝐹 es suma de palabras características de variedades
afines con dimensión al menos 𝑚− 𝑠 ≥ 𝑚 − 𝑟. ▪

Definición 36. Dado 𝑟 un entero tal que 0 ≤ 𝑟 ≤ 𝑚, se define geométricamente ℛℳ(𝑟,𝑚) como el
subespacio vectorial generado por todas las palabras características asociadas a las variedades afines de
𝐸𝐺(𝑚, 2) con dimensión al menos 𝑚− 𝑟. ◀
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La siguiente es una consecuencia importante del teorema 35, empleando la parte final de la proposición 20,
necesaria para entender la decodificación en los códigos de Reed-Muller binarios.

Corolario 37. Todas las palabras características asociadas a conjuntos que sean (𝑟 + 1)-variedades de
𝐸𝐺(𝑚, 2) son elementos de ℛℳ(𝑟,𝑚)⟂.

3.3. Métodos de codificación y decodificación en códigos de Reed-Muller binarios
Para terminar, vamos a estudiar los métodos de codificación y decodificación propios para códigos de
Reed-Muller binarios. Recogemos en una tabla los dos algoritmos que describen estos dos procesos.

Empezamos estableciendo un procedimiento de codificación basado en el resultado general siguiente
que permite obtener un orden para los elementos de �𝑚2 tal que ℛℳ(𝑟,𝑚) admite una matriz generadora
dada en forma estándar.

Proposición 38. Toda matriz binaria 𝐺 ∈ Mat𝑠×𝑛(�2) de rango máximo 𝑠 ≤ 𝑛 puede llevarse, realizando
operaciones elementales por filas y permutaciones en las columnas, a una matriz dada en forma estándar.

Demostración. Sea 𝐺 = (𝑔𝑖𝑗)(𝑖,𝑗)∈({1,…,𝑠}×{1,…,𝑛}) ∈ Mat𝑠×𝑛(�2). Como el rango de 𝐺 coincide con el número
de filas 𝑠, necesariamente en cada una de estas ha de existir al menos un elemento no nulo.

1. Si 𝑔11 = 1, para cada 𝑖 ∈ {2,… , 𝑠}, sustituimos cada fila 𝑖-ésima de 𝐺 por la fila 𝑖-ésima de 𝐺 menos
su primera fila. De esta forma, a través de operaciones elementales por filas, transformamos 𝐺 en

(9)
⎛
⎜
⎜
⎝

1 ∗ ⋯ ∗
0
⋮ 𝐵
0

⎞
⎟
⎟
⎠

,

que sigue teniendo rango 𝑠, siendo 𝐵 ∈ Mat(𝑠−1)×(𝑛−1)(�2).
2. Si 𝑔11 = 0, ha de existir una columna 𝑗 de 𝐺 tal que 𝑔1𝑗 = 1. Permutamos las columnas 1 y 𝑗 de 𝐺

entre sí. La matriz que así obtenemos está en las condiciones descritas en el paso 1 anterior.

En cualquier caso, obtenemos una matriz del tipo (9). Estudiamos ahora la posición (2, 2) de esta nueva
matriz. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que 𝑔22 = 1. Así, realizando una vez más operaciones
elementales por filas, podemos llevar esta matriz a una de la forma

⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

1 0 ∗ ⋯ ∗
0 1 ∗ ⋯ ∗
0 0
⋮ ⋮ 𝐷
0 0

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

,

que vuelve a ser una matriz de rango 𝑠, donde 𝐷 ∈ Mat(𝑠−2)×(𝑛−2)(�2). Reiterando este proceso un total de
𝑠 veces, obtenemos finalmente una matriz dada en forma estándar. ▪

Corolario 39. Dado el código de Reed-Muller binario ℛℳ(𝑟,𝑚), existe un orden para los elementos de
�𝑚2 tal que ℛℳ(𝑟,𝑚) admite una matriz generadora dada en forma estándar.

Demostración. Basta hacer uso de la proposición 38 con una matriz generadora, teniendo en cuenta que
permutar dos columnas de esta entre sí equivale a intercambiar la posición de dos letras en todas las
palabras del código ℛℳ(𝑟,𝑚). Por la observación 18, esto no cambia el código de Reed-Muller binario. ▪

Definición 40. Resulta natural referirnos al orden de �𝑚2 obtenido por aplicación del corolario 39 como
orden estándar de �𝑚2 respecto de ℛℳ(𝑟,𝑚). Este dista mucho de ser único en general. ◀

La mayor ventaja que tienen los códigos de Reed-Muller binarios es su fácil decodificación por el llamado
algoritmo de Reed. Este toma como base un método muy práctico y eficiente de decodificación para cierto
tipo de códigos lineales, del cual hemos comentado algo al comienzo. Su principal característica es que no
emplea síndromes, pues detecta directamente las posiciones donde se han producido los errores.
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3.3.1. Algoritmo de Reed

Hay muchas formas de presentar el algoritmo de Reed, pero la mejor manera de hacerlo es en términos de
la geometría finita 𝐸𝐺(𝑚, 2). Supongamos que, fijado un orden 𝐸𝐺(𝑚, 2) = {𝒗1,… , 𝒗𝑛}, se ha enviado una
palabra código 𝒄 ∈ ℛℳ(𝑟,𝑚), a partir de la cual recibimos 𝒚 = 𝒄 + 𝒆. Asumiendo que 𝜔(𝒆) ≤ 2𝑚−𝑟−1 − 1,
este tiene que ser capaz de determinar las posiciones 𝑖 ∈ {1, 2,… , 𝑛} en las que se hayan cometido errores
durante la transmisión (puesto que, conocidas estas, dado que estamos en el caso binario, la decodificación
será trivial). Para ello, reformularemos el problema empleando las 0-variedades de 𝐸𝐺(𝑚, 2).

Definición 41. Sea 𝑆 una 𝑘-variedad con palabra característica asociada 𝒙𝑆. Recibida 𝒚 = 𝒄 + 𝒆 tal que
𝒄 ∈ ℛℳ(𝑟,𝑚), con 𝜔(𝒆) ≤ 2𝑚−𝑟−1−1, la paridad de 𝑆 respecto de 𝒚 no es más que la paridad, en el sentido
binario usual (donde 0 representa par, mientras que 1, impar), de ⟨𝒙𝑆, 𝒆⟩ ≡ 𝜔(𝒙𝑆𝒆) ∈ �2. ◀

En estas circunstancias, por como vienen dadas las palabras características de las 0-variedades, determinar
si la 𝑖-ésima coordenada de 𝒚 es correcta o no para cada 𝑖 ∈ {1, 2,… , 𝑛} equivale a calcular la paridad
correspondiente a la 0-variedad 𝑆 = {𝒗𝑖}. Desafortunadamente, esta no puede ser evaluada directamente.
Afortunadamente, tenemos el siguiente resultado, que es consecuencia inmediata del corolario 37.

Proposición 42. Bajo las condiciones enunciadas, si 𝑆 es una (𝑟 + 1)-variedad con palabra característica
asociada 𝒙𝑆, se tiene que la paridad de 𝑆 respecto de 𝒚 coincide con la de 𝜔(𝒙𝑆𝒚).

La idea consiste en utilizar el conocimiento de las paridades respecto de 𝒚 con todas las (𝑟 + 1)-variedades
para determinar la paridad respecto de 𝒚 del resto de 𝑘-variedades, con 𝑘 ≤ 𝑟. Para ello, se procede por
«lógica mayoritaria». Esto es, dada una 𝑘-variedad 𝑆 para la que conocemos todas las paridades respecto
de 𝒚 en las (𝑘 + 1)-variedades que la contienen, diremos que su paridad respecto de 𝒚 coincide con
aquella que tienen la mayoría de estas variedades afines. El resultado que demuestra la veracidad de este
mecanismo es la segunda clave del algoritmo de Reed y requiere de otros dos resultados técnicos.

Lema 43. Para cada 𝑘-variedad 𝑆 = 𝒂 + 𝑉 de 𝐸𝐺(𝑚, 2) y cada punto 𝒃 ∈ 𝐸𝐺(𝑚, 2) − 𝑆 que consideremos,
existe una única variedad afín de dimensión 𝑘 + 1 que contiene tanto a 𝑆 como a 𝒃.

Lema 44. Cada 𝑘-variedad de 𝐸𝐺(𝑚, 2), con 𝑘 < 𝑚, está contenida exactamente en 2𝑚−𝑘 − 1 variedades
afines de dimensión 𝑘 + 1.

El primero de estos dos es un análogo al quinto postulado de Euclídes para nuestra geometría finita. Es,
por tanto, un resultado de existencia y unicidad, cuya prueba es similar a la que se da para este en un curso
de geometría elemental. El segundo, por otro lado, se sigue del anterior haciendo un rápido argumento de
combinatoria entre variedades afines.

Teorema 45 (criterio de la lógica mayoritaria, CLM). Bajo estas condiciones, dada una 𝑘-variedad 𝑆,
con 𝑘 ≤ 𝑟, se tiene que la paridad de 𝑆 respecto de 𝒚 coincide con la que tienen la mayoría de las
(𝑘 + 1)-variedades que contienen a 𝑆.

Demostración. Por el lema 44, tenemos que 𝑆 está contenida en 2𝑚−𝑘 − 1 variedades afines de dimensión
𝑘+ 1, donde cada una de estas viene determinada de forma unívoca dando un punto exterior a 𝑆 en virtud
del lema 43. Por hipótesis, dado que el número de errores en 𝒚 no supera los 2𝑚−𝑟−1 − 1, existen a lo más
2𝑚−𝑟−1− 1 variedades afines de dimensión 𝑘+ 1 que contienen a 𝑆 determinadas por los puntos exteriores
correspondientes a una coordenada incorrecta de 𝒚. El resto de las (𝑘 + 1)-variedades tienen la propiedad
de que no contienen puntos exteriores a 𝑆 correspondientes a coordenadas erróneas de 𝒚 por la unicidad
probada en el lema 43. En efecto, si alguna de estas variedades afines contiene algún punto exterior a 𝑆
correspondiente a una coordenada errónea de 𝒚, necesariamente debería ser una de las anteriores debido
a esta unicidad. Así, por la definición 41, estas tienen la misma paridad respecto de 𝒚 que 𝑆. En resumen,
por todo lo mencionado, el número de (𝑘 + 1)-variedades con la misma paridad respecto de 𝒚 que 𝑆 es al
menos de (2𝑚−𝑘 − 1) − (2𝑚−𝑟−1 − 1). El resultado a partir de aquí se debe a que trivialmente se cumple la
desigualdad 2𝑚−𝑘 − 2𝑚−𝑟−1 ≥ 2𝑚−𝑟−1, pues 𝑘 ≤ 𝑟. ▪

Ejemplo 46. Supongamos recibida la palabra 01100001, codificada mediante el orden canónico de �32
en ℛℳ(1, 3), donde se ha producido un error. Vamos a decodificarla mediante el algoritmo de Reed.
Primero calculamos la paridad de los planos afines de 𝐸𝐺(3, 2) = {𝒗1, 𝒗2, 𝒗3, 𝒗4, 𝒗5, 𝒗6, 𝒗7, 𝒗8} empleando
la proposición 42. Se tiene la tabla siguiente:
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plano palabra paridad plano palabra paridad
{𝒗1, 𝒗2, 𝒗3, 𝒗4} 11110000 par {𝒗2, 𝒗3, 𝒗5, 𝒗8} 01101001 impar
{𝒗1, 𝒗2, 𝒗5, 𝒗6} 11001100 impar {𝒗2, 𝒗3, 𝒗6, 𝒗7} 01100110 par
{𝒗1, 𝒗2, 𝒗7, 𝒗8} 11000011 par {𝒗2, 𝒗4, 𝒗5, 𝒗7} 01011010 impar
{𝒗1, 𝒗3, 𝒗5, 𝒗7} 10101010 impar {𝒗2, 𝒗4, 𝒗6, 𝒗8} 01010101 par
{𝒗1, 𝒗3, 𝒗6, 𝒗8} 10100101 par {𝒗3, 𝒗4, 𝒗5, 𝒗6} 00111100 impar
{𝒗1, 𝒗4, 𝒗5, 𝒗8} 10011001 impar {𝒗3, 𝒗4, 𝒗7, 𝒗8} 00110011 par
{𝒗1, 𝒗4, 𝒗6, 𝒗7} 10010110 par {𝒗5, 𝒗6, 𝒗7, 𝒗8} 00001111 impar

Ahora, por el criterio de la lógica mayoritaria, se calculan las paridades correspondientes a las rectas afines.
Estas son las siguientes:

recta paridad recta paridad recta paridad recta paridad
{𝒗1, 𝒗2} par {𝒗2, 𝒗3} par {𝒗3, 𝒗5} impar {𝒗4, 𝒗8} par
{𝒗1, 𝒗3} par {𝒗2, 𝒗4} par {𝒗3, 𝒗6} par {𝒗5, 𝒗6} impar
{𝒗1, 𝒗4} par {𝒗2, 𝒗5} impar {𝒗3, 𝒗7} par {𝒗5, 𝒗7} impar
{𝒗1, 𝒗5} impar {𝒗2, 𝒗6} par {𝒗3, 𝒗8} par {𝒗5, 𝒗8} impar
{𝒗1, 𝒗6} par {𝒗2, 𝒗7} par {𝒗4, 𝒗5} impar {𝒗6, 𝒗7} par
{𝒗1, 𝒗7} par {𝒗2, 𝒗8} par {𝒗4, 𝒗6} par {𝒗6, 𝒗8} par
{𝒗1, 𝒗8} par {𝒗3, 𝒗4} par {𝒗4, 𝒗7} par {𝒗7, 𝒗8} par

De la misma forma, si obtenemos la paridad de cada punto, se observa que el único impar es el 𝒗5. En
definitiva, concluimos que el único error dado durante la transmisión de información se encuentra en la
quinta posición. Por tanto, decodificamos la palabra recibida como 01101001. ◀

Dados los parámetros 𝑟 y 𝑚 del código de Reed-Muller binario, calculamos la matriz generadora dada en
forma estándar con la que vamos a trabajar. Hecho esto, para cada palabra 𝒙 a codificar, procedemos a su
codificación tal y como ya se explicó en su momento al comienzo del artículo.

Algoritmo 1 (Cálculo de la matriz estándar).
1: subrutina MATRIZ ESTÁNDAR(𝑟,𝑚)
2: calcular matriz generadora usando la proposición 29
3: si la matriz ya está en forma estándar, entonces
4: no hacer nada
5: en caso contrario
6: aplicar procedimiento de la proposición 38
7: fin si
8: devolver la matriz 𝐺 dada en forma estándar
9: fin subrutina

Algoritmo 2 (Codificación).
1: subrutina CODIFICAR(𝐺,𝒙)
2: devolver el producto 𝒙𝐺
3: fin subrutina

Dado el código de Reed-Muller binario ℛℳ(𝑟,𝑚), recibida una palabra 𝒚 arbitraria, se describen los pasos
a seguir para su decodificación mediante el algoritmo de Reed.

Algoritmo 3 (Decodificación).
1: subrutina DECODIFICAR(𝒚,𝑟,𝑚)
2: si la palabra 𝒚 tiene más de 2𝑚−𝑟−1 − 1 errores, entonces
3: no se puede decodificar de manera única
4: en caso contrario
5: calcular la paridad respecto de 𝒚 para las (𝑟 + 1)-variedades de 𝐸𝐺(𝑚, 2) por la proposición 42
6: para 𝑘 desde 𝑟 hasta 0 hacer
7: calcular la paridad respecto de 𝒚 para todas las 𝑘-variedades de 𝐸𝐺(𝑚, 2) usando el CLM
8: fin para
9: corregir las coordenadas de 𝒚 correspondientes a todas las 0-variedades impares respecto de 𝒚

10: devolver la palabra corregida
11: fin si
12: fin subrutina
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A. Anexo: algunos programas en Mathematica
Para terminar, se incluye el archivo con los programas en Mathematica (junto con un PDF generado a
partir de este) que son útiles para llevar a cabo la codificación y decodificación en códigos de Reed-Muller
binarios. En particular, estamos interesados en el código ℛℳ(1, 5) utilizado por la NASA cuando se llevo a
cabo la misión del Mariner 9 (véase el ejemplo 47). Todos estos programas tienen como objetivo realizar los
procedimientos de codificación y decodificación de manera eficaz para dicho código en especial, aunque
resulten válidos para todos los de la forma ℛℳ(1,𝑚) con 𝑚 número natural arbitrario. Ambos archivos se
pueden encontrar aquí:

Programa en Mathematica: https://temat.es/articulo/2019-p45/a-anexocodrm-nb (anexocodrm.nb)
Código en PDF: https://temat.es/articulo/2019-p45/a-anexocodrm-pdf (anexocodrm.pdf)

Ejemplo 47. Vamos a aplicar estos algoritmos para comprobar que ℛℳ(1, 5) es el código de Reed-Muller
binario que empleó la sonda Mariner 9 para obtener las primeras fotografías de la superficie marciana.
Lo primero es observar que este es un código lineal de longitud 32. Calculamos una matriz generadora
escribiendo en Mathematica la instrucción correspondiente, obteniendo así

que tiene rango máximo 6 (coincide con el número de filas). Por consiguiente, esta es también la dimensión
del código. La distancia mínima se obtiene a partir de la fórmula dada en la proposición 27, y es 16. En
definitiva, este es el código de Reed-Muller binario mencionado al comienzo del artículo. Vamos a hacer
un ejemplo de decodificación. Supongamos que se está enviando información codificada en ℛℳ(1, 5)
mediante el orden estándar de �52 y que recibimos la palabra 10011101010001101110010010001001 que
no tiene más de siete errores. Vamos a decodificar esta mediante el algoritmo de Reed. Escribiendo la
instrucción correspondiente en Mathematica, obtenemos la palabra 10010001111001100110011010011001
(obsérvese que hemos sido capaces de corregir los siete errores que se habían dado durante la transmisión
de información). Así, como se sabe que esta ha sido codificada mediante una matriz dada en forma
estándar y nuestro código es de dimensión 6, como ya hemos comprobado, la palabra original enviada es
100100. ◀
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   3.622264817015625*^9, 3.62226481784375*^9}, {3.760173699462524*^9, 
   3.7601737444703646`*^9}, 3.7601773891639423`*^9, 3.7601775902174187`*^9, 
   3.760177763399721*^9},ExpressionUUID->"c51d50fc-dad3-4264-9008-\
79753621ef32"],

Cell[BoxData[
 RowBox[{
  RowBox[{"subvariedad", "[", 
   RowBox[{"S_", ",", "T_"}], "]"}], ":=", 
  RowBox[{"Module", "[", 
   RowBox[{
    RowBox[{"{", 
     RowBox[{
      RowBox[{"n", "=", 
       RowBox[{"Length", "[", "S", "]"}]}], ",", 
      RowBox[{"s", "=", 
       RowBox[{"Length", "[", "T", "]"}]}], ",", "i", ",", "j", ",", 
      RowBox[{"verificar", "=", "0"}]}], "}"}], ",", 
    RowBox[{
     RowBox[{"For", "[", 
      RowBox[{
       RowBox[{"i", "=", "1"}], ",", 
       RowBox[{"i", "\[LessEqual]", "n"}], ",", 
       RowBox[{"i", "++"}], ",", 
       RowBox[{
        RowBox[{"For", "[", 
         RowBox[{
          RowBox[{"j", "=", "1"}], ",", 
          RowBox[{"j", "\[LessEqual]", "s"}], ",", 
          RowBox[{"j", "++"}], ",", 
          RowBox[{"If", "[", 
           RowBox[{
            RowBox[{
             RowBox[{"S", "[", 
              RowBox[{"[", "i", "]"}], "]"}], "\[Equal]", 
             RowBox[{"T", "[", 
              RowBox[{"[", "j", "]"}], "]"}]}], ",", 
            RowBox[{
             RowBox[{"j", "=", 
              RowBox[{"s", "+", "1"}]}], ";", 
             RowBox[{"verificar", "=", "1"}]}]}], "]"}]}], "]"}], ";", 
        RowBox[{"If", "[", 
         RowBox[{
          RowBox[{"verificar", "\[Equal]", "0"}], ",", 
          RowBox[{"Return", "[", "False", "]"}], ",", 
          RowBox[{"verificar", "=", "0"}]}], "]"}]}]}], "]"}], ";", 
     RowBox[{"Return", "[", "True", "]"}]}]}], "]"}]}]], "Input",
 CellGroupingRules->{"GroupTogetherGrouping", 10005.},
 CellChangeTimes->{
  3.601726318921875*^9, 3.601888328838707*^9, 3.7601737790993567`*^9, 
   3.7601773891639423`*^9, 3.7601775902174187`*^9, {3.760177752324299*^9, 
   3.760177763399721*^9}},
 CellLabel->"In[5]:=",ExpressionUUID->"e0e52e7b-8920-48ed-b3eb-826cd6d05914"]
}, Closed]],

Cell[CellGroupData[{

Cell[TextData[{
 StyleBox["Funci\[OAcute]n ",
  FontWeight->"Bold"],
 StyleBox["pesopalabra",
  IgnoreSpellCheck->True,
  FontWeight->"Bold",
  FontSlant->"Italic"],
 StyleBox["(x)",
  FontWeight->"Bold"],
 ". Dada la palabra ",
 StyleBox["x",
  FontWeight->"Bold"],
 " binaria, devuelve su peso."
}], "Text",
 CellDingbat->"\[EmptySmallCircle]",
 CellGroupingRules->{"GroupTogetherGrouping", 10006.},
 CellChangeTimes->{{3.6017995839375*^9, 3.601799674953125*^9}, 
   3.621931629578125*^9, {3.7601738045366583`*^9, 3.7601738342795362`*^9}, 
   3.760177406831604*^9, 3.7601775902174187`*^9, {3.760177752324299*^9, 
   3.760177776865307*^9}},ExpressionUUID->"d1f2abe0-5aca-489f-b137-\
970de8c732fb"],

Cell[BoxData[
 RowBox[{
  RowBox[{"pesopalabra", "[", "palabra_", "]"}], ":=", 
  RowBox[{"Module", "[", 
   RowBox[{
    RowBox[{"{", 
     RowBox[{
      RowBox[{"cont", "=", "0"}], ",", "i", ",", 
      RowBox[{"longitud", "=", 
       RowBox[{"Length", "[", "palabra", "]"}]}]}], "}"}], ",", 
    RowBox[{
     RowBox[{"For", "[", 
      RowBox[{
       RowBox[{"i", "=", "0"}], ",", 
       RowBox[{"i", "<", "longitud"}], ",", 
       RowBox[{
        RowBox[{"i", "++"}], ";", 
        RowBox[{"If", "[", 
         RowBox[{
          RowBox[{
           RowBox[{"palabra", "[", 
            RowBox[{"[", "i", "]"}], "]"}], "\[NotEqual]", "0"}], ",", 
          RowBox[{"cont", "++"}]}], "]"}]}]}], "]"}], ";", 
     RowBox[{"Return", "[", "cont", "]"}]}]}], "]"}]}]], "Input",
 CellGroupingRules->{"GroupTogetherGrouping", 10006.},
 CellChangeTimes->{
  3.601801578140625*^9, {3.601801879640625*^9, 3.601801880125*^9}, 
   3.6018883325103235`*^9, 3.760173865459371*^9, 3.760177406831604*^9, 
   3.7601775902174187`*^9, 3.760177776865307*^9},
 CellLabel->"In[6]:=",ExpressionUUID->"0aadc316-3489-413e-8fb2-b275c76f54df"]
}, Closed]],

Cell[CellGroupData[{

Cell[TextData[{
 StyleBox["Funci\[OAcute]n ",
  FontWeight->"Bold"],
 StyleBox["paridadbase",
  IgnoreSpellCheck->True,
  FontWeight->"Bold",
  FontSlant->"Italic"],
 StyleBox["(x,orden,",
  FontWeight->"Bold"],
 StyleBox["S",
  FontWeight->"Bold",
  FontSlant->"Italic"],
 StyleBox[")",
  FontWeight->"Bold"],
 ". Dadas la palabra ",
 StyleBox["x",
  FontWeight->"Bold"],
 " binaria a decodificar, un orden para las palabras de la geometr\[IAcute]a \
finita ",
 StyleBox["EG",
  FontSlant->"Italic"],
 "(m,2) y ",
 StyleBox["S ",
  FontSlant->"Italic"],
 "un ",
 StyleBox["plano af\[IAcute]n",
  FontWeight->"Bold"],
 " de esta, devuelve su paridad respecto de ",
 StyleBox["x",
  FontWeight->"Bold"],
 " para el orden dado, calculada usando la ",
 StyleBox["Proposici\[OAcute]n 15",
  FontWeight->"Bold"],
 "."
}], "Text",
 CellDingbat->"\[EmptySmallCircle]",
 CellGroupingRules->{"GroupTogetherGrouping", 10007.},
 CellChangeTimes->{{3.601801713046875*^9, 3.6018017159375*^9}, {
   3.60180237278125*^9, 3.6018023776875*^9}, {3.6018024146875*^9, 
   3.60180242128125*^9}, {3.622264820984375*^9, 3.62226482140625*^9}, {
   3.7601740826351476`*^9, 3.760174157210125*^9}, 3.760177419668494*^9, 
   3.7601777882540483`*^9},ExpressionUUID->"d276b6e1-66e3-4ac7-8635-\
5d835e7905d9"],

Cell[BoxData[
 RowBox[{
  RowBox[{"paridadbase", "[", 
   RowBox[{"x_", ",", "S_", ",", "orden_"}], "]"}], ":=", 
  RowBox[{"Module", "[", 
   RowBox[{
    RowBox[{"{", 
     RowBox[{
      RowBox[{"palabra", "=", 
       RowBox[{"palabrasociada", "[", 
        RowBox[{"orden", ",", "S"}], "]"}]}], ",", "peso"}], "}"}], ",", 
    RowBox[{
     RowBox[{"peso", "=", 
      RowBox[{"pesopalabra", "[", 
       RowBox[{"x", "*", "palabra"}], "]"}]}], ";", 
     RowBox[{"If", "[", 
      RowBox[{
       RowBox[{
        RowBox[{"Mod", "[", 
         RowBox[{"peso", ",", "2"}], "]"}], "\[Equal]", "0"}], ",", 
       RowBox[{"Return", "[", "\"\<par\>\"", "]"}], ",", 
       RowBox[{"Return", "[", "\"\<impar\>\"", "]"}]}], "]"}]}]}], 
   "]"}]}]], "Input",
 CellGroupingRules->{"GroupTogetherGrouping", 10007.},
 CellChangeTimes->{3.601801728015625*^9, 3.6018883345883017`*^9, 
  3.760173909039257*^9, 3.760177419668494*^9, 3.7601777882540483`*^9},
 CellLabel->"In[7]:=",ExpressionUUID->"b108b929-c445-4709-bf41-51d1b105f9c5"]
}, Closed]],

Cell[CellGroupData[{

Cell[TextData[{
 StyleBox["Funci\[OAcute]n ",
  FontWeight->"Bold"],
 StyleBox["casobase",
  IgnoreSpellCheck->True,
  FontWeight->"Bold",
  FontSlant->"Italic"],
 StyleBox["(x,orden,",
  FontWeight->"Bold"],
 StyleBox["variedadesmaximas",
  IgnoreSpellCheck->True,
  FontWeight->"Bold"],
 StyleBox[")",
  FontWeight->"Bold"],
 ". Dadas la palabra ",
 StyleBox["x",
  FontWeight->"Bold"],
 " binaria a decodificar, un orden para los elementos de la geometr\[IAcute]a \
finita ",
 StyleBox["EG",
  FontSlant->"Italic"],
 "(m,2) y un ",
 StyleBox["conjunto formado por planos afines ",
  FontWeight->"Bold"],
 "de esta, devuelve un listado con las paridades de todos estos, obtenidas \
mediante la subrutina",
 StyleBox[" ",
  FontWeight->"Bold"],
 StyleBox["paridadbase",
  IgnoreSpellCheck->True,
  FontWeight->"Bold",
  FontSlant->"Italic"],
 StyleBox["(x,orden,",
  FontWeight->"Bold"],
 StyleBox["S",
  FontWeight->"Bold",
  FontSlant->"Italic"],
 StyleBox[")",
  FontWeight->"Bold"],
 " anterior para cada plano af\[IAcute]n ",
 StyleBox["S",
  FontSlant->"Italic"],
 "."
}], "Text",
 CellDingbat->"\[EmptySmallCircle]",
 CellGroupingRules->{"GroupTogetherGrouping", 10008.},
 CellChangeTimes->{{3.601801767453125*^9, 3.601801804453125*^9}, 
   3.62193163109375*^9, {3.7601742006570396`*^9, 3.7601743057571692`*^9}, 
   3.7601774313376417`*^9, 3.7601775902174187`*^9, 
   3.7601777993136883`*^9},ExpressionUUID->"385a66ca-a0c2-4f53-b417-\
04f24d6331ca"],

Cell[BoxData[
 RowBox[{
  RowBox[{"casobase", "[", 
   RowBox[{"x_", ",", "orden_", ",", "variedadesmaximas_"}], "]"}], ":=", 
  RowBox[{"Module", "[", 
   RowBox[{
    RowBox[{"{", 
     RowBox[{"n", ",", "i", ",", 
      RowBox[{"P", "=", 
       RowBox[{"{", "}"}]}]}], "}"}], ",", 
    RowBox[{
     RowBox[{"n", "=", 
      RowBox[{"Length", "[", "variedadesmaximas", "]"}]}], ";", 
     RowBox[{"For", "[", 
      RowBox[{
       RowBox[{"i", "=", "1"}], ",", 
       RowBox[{"i", "\[LessEqual]", "n"}], ",", 
       RowBox[{"i", "++"}], ",", 
       RowBox[{"P", "=", 
        RowBox[{"AppendTo", "[", 
         RowBox[{"P", ",", 
          RowBox[{"{", 
           RowBox[{
            RowBox[{"variedadesmaximas", "[", 
             RowBox[{"[", "i", "]"}], "]"}], ",", 
            RowBox[{"paridadbase", "[", 
             RowBox[{"x", ",", 
              RowBox[{"variedadesmaximas", "[", 
               RowBox[{"[", "i", "]"}], "]"}], ",", "orden"}], "]"}]}], 
           "}"}]}], "]"}]}]}], "]"}], ";", 
     RowBox[{"Return", "[", "P", "]"}]}]}], "]"}]}]], "Input",
 CellGroupingRules->{"GroupTogetherGrouping", 10008.},
 CellChangeTimes->{{3.601801829578125*^9, 3.601801917046875*^9}, {
   3.6018885696655016`*^9, 3.6018885746495256`*^9}, 3.760173919052435*^9, 
   3.7601774313376417`*^9, 3.7601775902174187`*^9, 3.7601777993136883`*^9},
 CellLabel->"In[8]:=",ExpressionUUID->"a7267164-9b27-445c-b559-97599169bf71"]
}, Closed]],

Cell[CellGroupData[{

Cell[TextData[{
 StyleBox["Funci\[OAcute]n ",
  FontWeight->"Bold"],
 StyleBox["casogeneral",
  IgnoreSpellCheck->True,
  FontWeight->"Bold",
  FontSlant->"Italic"],
 StyleBox["(x,orden,variedades,",
  FontWeight->"Bold"],
 StyleBox["variedadesparidad",
  IgnoreSpellCheck->True,
  FontWeight->"Bold"],
 StyleBox[")",
  FontWeight->"Bold"],
 ". Dadas la palabra ",
 StyleBox["x",
  FontWeight->"Bold"],
 " binaria a decodificar, un orden para los elementos de la geometr\[IAcute]a \
finita ",
 StyleBox["EG",
  FontSlant->"Italic"],
 "(m,2) y dos conjuntos, uno con todas las variedades afines de ",
 StyleBox["EG",
  FontSlant->"Italic"],
 "(m,2) de una cierta dimensi\[OAcute]n, y otro con todas las variedades \
afines de ",
 StyleBox["EG",
  FontSlant->"Italic"],
 "(m,2) que tengan dimensi\[OAcute]n una unidad m\[AAcute]s, junto sus \
respectivas paridades respecto de ",
 StyleBox["x",
  FontWeight->"Bold"],
 " para el orden dado, devuelve las paridades del primero de estos conjuntos \
respecto de ",
 StyleBox["x",
  FontWeight->"Bold"],
 " para el or",
 StyleBox["den da",
  IgnoreSpellCheck->True],
 "do, calculadas mediante el ",
 StyleBox["CLM",
  FontWeight->"Bold"],
 "."
}], "Text",
 CellDingbat->"\[EmptySmallCircle]",
 CellGroupingRules->{"GroupTogetherGrouping", 10009.},
 CellChangeTimes->{{3.601802435296875*^9, 3.60180249046875*^9}, {
   3.601802547546875*^9, 3.601802590484375*^9}, {3.601803111578125*^9, 
   3.601803190390625*^9}, {3.7601743318679495`*^9, 3.7601744490983086`*^9}, 
   3.760177447599383*^9, 3.7601775902174187`*^9, 
   3.7601778076087914`*^9},ExpressionUUID->"18f793c5-0b13-4677-bd7d-\
6218a9b7c3b3"],

Cell[BoxData[
 RowBox[{
  RowBox[{"casogeneral", "[", 
   RowBox[{
   "x_", ",", "orden_", ",", "variedades_", ",", "variedadesparidad_"}], 
   "]"}], ":=", 
  RowBox[{"Module", "[", 
   RowBox[{
    RowBox[{"{", 
     RowBox[{
      RowBox[{"n", "=", 
       RowBox[{"Length", "[", "variedades", "]"}]}], ",", 
      RowBox[{"s", "=", 
       RowBox[{"Length", "[", "variedadesparidad", "]"}]}], ",", "i", ",", 
      "j", ",", "T", ",", 
      RowBox[{"P", "=", 
       RowBox[{"{", "}"}]}]}], "}"}], ",", 
    RowBox[{
     RowBox[{"For", "[", 
      RowBox[{
       RowBox[{"i", "=", "1"}], ",", 
       RowBox[{"i", "\[LessEqual]", "n"}], ",", 
       RowBox[{"i", "++"}], ",", 
       RowBox[{
        RowBox[{"T", "=", 
         RowBox[{"{", "}"}]}], ";", 
        RowBox[{"For", "[", 
         RowBox[{
          RowBox[{"j", "=", "1"}], ",", 
          RowBox[{"j", "\[LessEqual]", "s"}], ",", 
          RowBox[{"j", "++"}], ",", 
          RowBox[{"If", "[", 
           RowBox[{
            RowBox[{"subvariedad", "[", 
             RowBox[{
              RowBox[{"variedades", "[", 
               RowBox[{"[", "i", "]"}], "]"}], ",", 
              RowBox[{"variedadesparidad", "[", 
               RowBox[{"[", 
                RowBox[{"j", ",", "1"}], "]"}], "]"}]}], "]"}], ",", 
            RowBox[{"T", "=", 
             RowBox[{"AppendTo", "[", 
              RowBox[{"T", ",", 
               RowBox[{"variedadesparidad", "[", 
                RowBox[{"[", 
                 RowBox[{"j", ",", "2"}], "]"}], "]"}]}], "]"}]}]}], "]"}]}], 
         "]"}], ";", 
        RowBox[{"If", "[", 
         RowBox[{
          RowBox[{
           RowBox[{"Count", "[", 
            RowBox[{"T", ",", "\"\<par\>\""}], "]"}], ">", 
           RowBox[{"Count", "[", 
            RowBox[{"T", ",", "\"\<impar\>\""}], "]"}]}], ",", 
          RowBox[{"P", "=", 
           RowBox[{"AppendTo", "[", 
            RowBox[{"P", ",", 
             RowBox[{"{", 
              RowBox[{
               RowBox[{"variedades", "[", 
                RowBox[{"[", "i", "]"}], "]"}], ",", "\"\<par\>\""}], "}"}]}],
             "]"}]}], ",", 
          RowBox[{"P", "=", 
           RowBox[{"AppendTo", "[", 
            RowBox[{"P", ",", 
             RowBox[{"{", 
              RowBox[{
               RowBox[{"variedades", "[", 
                RowBox[{"[", "i", "]"}], "]"}], ",", "\"\<impar\>\""}], 
              "}"}]}], "]"}]}]}], "]"}]}]}], "]"}], ";", 
     RowBox[{"Return", "[", "P", "]"}]}]}], "]"}]}]], "Input",
 CellGroupingRules->{"GroupTogetherGrouping", 10009.},
 CellChangeTimes->{3.601879714453125*^9, 3.601888576774376*^9, 
  3.760173927691205*^9, 3.760177447599383*^9, 3.7601775902174187`*^9, 
  3.7601778076087914`*^9},
 CellLabel->"In[9]:=",ExpressionUUID->"692d230e-4cd8-4d01-9631-6ab26a659505"]
}, Closed]],

Cell[CellGroupData[{

Cell[TextData[{
 "Ahora, ",
 StyleBox["necesitamos determinar todos los planos y rectas afines",
  FontWeight->"Bold"],
 ", as\[IAcute] como ",
 StyleBox["puntos",
  FontWeight->"Bold"],
 ", de ",
 StyleBox["EG",
  FontSlant->"Italic"],
 "(m,2); definiendo funciones que determinan las correspondientes variedades \
afines. Una vez hecho esto, con la ayuda de estas, podemos generar el \
siguiente ",
 StyleBox["conjunto que posee todos los planos, rectas y puntos",
  FontWeight->"Bold"],
 " (estos \[UAcute]ltimos vistos como 0-variedades) ",
 StyleBox["afines ",
  FontWeight->"Bold"],
 "de ",
 StyleBox["EG",
  FontSlant->"Italic"],
 "(m,2), en dicho orden."
}], "Text",
 CellGroupingRules->{"GroupTogetherGrouping", 10010.},
 CellChangeTimes->{{3.601886622439384*^9, 3.6018866248922577`*^9}, {
   3.6018866660442934`*^9, 3.601886773502039*^9}, {3.601886810373263*^9, 
   3.601886870023404*^9}, {3.601886928423673*^9, 3.601886951546305*^9}, {
   3.601887216584489*^9, 3.6018872602683544`*^9}, {3.621931308171875*^9, 
   3.62193131684375*^9}, {3.622264840859375*^9, 3.622264850265625*^9}, {
   3.622264967125*^9, 3.6222649818125*^9}, {3.760174469799631*^9, 
   3.760174491363312*^9}, {3.760177230784839*^9, 3.760177282166354*^9}, {
   3.7601774660669575`*^9, 3.760177472737238*^9}, 3.7601775902174187`*^9, {
   3.7601781169923096`*^9, 3.7601781451936107`*^9}, {3.760182287934871*^9, 
   3.760182296417444*^9}},ExpressionUUID->"88435ab9-44b7-4a31-8d6b-\
66ec16c4c44a"],

Cell[BoxData[{
 RowBox[{
  RowBox[{"m", " ", "=", " ", "5"}], ";", " ", 
  RowBox[{"r", " ", "=", " ", "1"}], ";", 
  RowBox[{"puntos", " ", ":=", " ", 
   RowBox[{"Tuples", "[", 
    RowBox[{
     RowBox[{"{", 
      RowBox[{"0", ",", " ", "1"}], "}"}], ",", " ", "m"}], "]"}]}]}], "\n", 
 RowBox[{
  RowBox[{"puntosvar", "[", "i_", "]"}], " ", ":=", " ", 
  RowBox[{"{", 
   RowBox[{"Mod", "[", 
    RowBox[{
     RowBox[{"puntos", "[", 
      RowBox[{"[", "i", "]"}], "]"}], ",", " ", "2"}], "]"}], "}"}]}], "\n", 
 RowBox[{
  RowBox[{"recta", "[", 
   RowBox[{"i_", ",", " ", "j_"}], "]"}], " ", ":=", " ", 
  RowBox[{"Union", "[", 
   RowBox[{"Mod", "[", 
    RowBox[{
     RowBox[{"Table", "[", 
      RowBox[{
       RowBox[{
        RowBox[{"puntos", "[", 
         RowBox[{"[", "i", "]"}], "]"}], " ", "+", " ", 
        RowBox[{"l", " ", 
         RowBox[{"(", 
          RowBox[{
           RowBox[{"puntos", "[", 
            RowBox[{"[", "j", "]"}], "]"}], " ", "-", " ", 
           RowBox[{"puntos", "[", 
            RowBox[{"[", "i", "]"}], "]"}]}], ")"}]}]}], ",", " ", 
       RowBox[{"{", 
        RowBox[{"l", ",", " ", "0", ",", " ", "1"}], "}"}]}], "]"}], ",", " ",
      "2"}], "]"}], "]"}]}], "\n", 
 RowBox[{
  RowBox[{"plano", "[", 
   RowBox[{"i_", ",", " ", "j_", ",", " ", "h_"}], "]"}], " ", ":=", " ", 
  RowBox[{"Union", "[", 
   RowBox[{"Flatten", "[", 
    RowBox[{
     RowBox[{"Mod", "[", 
      RowBox[{
       RowBox[{"Table", "[", 
        RowBox[{
         RowBox[{
          RowBox[{"puntos", "[", 
           RowBox[{"[", "i", "]"}], "]"}], " ", "+", " ", 
          RowBox[{"l", " ", 
           RowBox[{"(", 
            RowBox[{
             RowBox[{"puntos", "[", 
              RowBox[{"[", "j", "]"}], "]"}], " ", "-", " ", 
             RowBox[{"puntos", "[", 
              RowBox[{"[", "i", "]"}], "]"}]}], ")"}]}], " ", "+", " ", 
          RowBox[{"k", " ", 
           RowBox[{"(", 
            RowBox[{
             RowBox[{"puntos", "[", 
              RowBox[{"[", "h", "]"}], "]"}], " ", "-", " ", 
             RowBox[{"puntos", "[", 
              RowBox[{"[", "i", "]"}], "]"}]}], ")"}]}]}], ",", " ", 
         RowBox[{"{", 
          RowBox[{"k", ",", " ", "0", ",", " ", "1"}], "}"}], ",", " ", 
         RowBox[{"{", 
          RowBox[{"l", ",", " ", "0", ",", " ", "1"}], "}"}]}], "]"}], ",", 
       " ", "2"}], "]"}], ",", " ", "1"}], "]"}], "]"}]}]}], "Input",
 CellGroupingRules->{"GroupTogetherGrouping", 10010.},
 CellChangeTimes->{{3.601886629766759*^9, 3.601886630813526*^9}, 
   3.6018869888549843`*^9, {3.6018870260386763`*^9, 3.6018872050073276`*^9}, {
   3.6018874292542934`*^9, 3.6018874333320794`*^9}, {3.6018875706019077`*^9, 
   3.6018875830071254`*^9}, 3.6018885833051662`*^9, {3.760173941250275*^9, 
   3.760173987367247*^9}, {3.7601774660669575`*^9, 3.760177472737238*^9}, 
   3.7601775902174187`*^9, {3.760177862508957*^9, 3.7601778773333263`*^9}, 
   3.7601781451936107`*^9, {3.760182422124266*^9, 3.7601824480116043`*^9}},
 CellLabel->"In[10]:=",ExpressionUUID->"02f55bc6-dbe2-498d-a618-8b942fc79ac8"],

Cell[BoxData[
 RowBox[{
  RowBox[{"variedades", "=", "\[IndentingNewLine]", 
   RowBox[{"{", 
    RowBox[{
     RowBox[{"Union", "[", 
      RowBox[{"Select", "[", 
       RowBox[{
        RowBox[{"Flatten", "[", 
         RowBox[{
          RowBox[{"Table", "[", 
           RowBox[{
            RowBox[{"plano", "[", 
             RowBox[{"i", ",", "j", ",", "h"}], "]"}], ",", 
            RowBox[{"{", 
             RowBox[{"i", ",", 
              RowBox[{
               RowBox[{"2", "^", "m"}], "-", "2"}]}], "}"}], ",", 
            RowBox[{"{", 
             RowBox[{"j", ",", 
              RowBox[{"i", "+", "1"}], ",", 
              RowBox[{
               RowBox[{"2", "^", "m"}], "-", "1"}]}], "}"}], ",", 
            RowBox[{"{", 
             RowBox[{"h", ",", 
              RowBox[{"i", "+", "2"}], ",", 
              RowBox[{"2", "^", "m"}]}], "}"}]}], "]"}], ",", "2"}], "]"}], 
        ",", 
        RowBox[{
         RowBox[{
          RowBox[{"Length", "[", "#", "]"}], "\[Equal]", 
          RowBox[{"2", "^", "2"}]}], "&"}]}], "]"}], "]"}], ",", 
     RowBox[{"Union", "[", 
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● Función matgencaniter(r,m).  Dados dos enteros r  y  m tales que 0 ≤  r  ≤  m,  devuelve la matriz
generadora de RM(r,m) calculada a través de la Proposición 9  para el orden canónico de F2


m.


In[1]:= matgencaniter[r_, m_] :=


módulo
Module[{lista = {}, i, j},


para cada
For[i = 0, i ≤ m, i++,


para cada
For[j = 0, j ≤ i, j++,


If[j  0, lista =
añade al final
AppendTo[lista,


tuplas
Tuples[{1}, 2^i]],


si
If[i  j, lista =


AppendTo[lista,
junta
Join[lista[[-1]],


junta
Join[


tuplas
Tuples[{0}, 2^i - 1], {{1}}, 2]]];


lista =
elimina
Delete[lista, 1], lista =


añade al final
AppendTo[lista,


Join[
junta
Join[lista[[2]],


arreglo constante
ConstantArray[0, {


longitud
Length[lista[[1]]],


Length[lista[[2]][[1]]]}]],
junta
Join[lista[[2]], lista[[1]]], 2]];


lista =
elimina
Delete[lista, 1]]];


If[i  m && j  r,
retorna
Return[lista[[-1]]]]]]]


● Función fostandar(r,m). Dados dos enteros r y m tales que 0 ≤ r ≤ m, devuelve la forma estándar
de la matriz obtenida comenzando con la que genera  matgencaniter(r,m), siguiendo los pasos
dados en la Proposición 13, así como el orden estándar de F2


m correspondiente. 


In[2]:= formordstandar[r_, m_] :=
módulo
Module[


{G = matgencaniter[r, m], n, s, i = 1, j, k, H, aux, A, lista}, n =
longitud
Length[G[[1]]];


s =
longitud
Length[G];


A = G;


lista =
tuplas
Tuples[{0, 1},


logaritmo
Log[2, n]];


mientras
While[i ≤ s,


si
If[A[[i, i]]  1,


para cada
For[j = 1, j ≤ s, j++,


si
If[A[[j, i]]  1 && i ≠ j, A[[j]] =


operación módulo
Mod[A[[j]] - A[[i]], 2]]];


i++, H =
transposición
Transpose[A];


para cada
For[k = i, k ≤ n , k++,


si
If[A[[i, k]]  1, aux = H[[k]];


H[[k]] = H[[i]];


H[[i]] = aux;


aux = lista[[k]];


lista[[k]] = lista[[i]];


lista[[i]] = aux;


A =
transposición
Transpose[H];


k = n + 1]]]];


retorna
Return[{A, lista}]]







● Función codificar(x,r,m). Dados dos enteros r y m tales que 0 ≤ r ≤ m, así como la palabra binaria x
a codificar mediante el código RM(r,m) de longitud dim(RM(r,m)) = ∑k=0


r m
k


 , devuelve su codificación


usando la matriz generadora dada en forma estándar de RM(r,m) generada por fostandar(r,m).


In[3]:= codificar[x_, G_] :=
módulo
Module[{},


retorna
Return[


op⋯
Mod[


producto escalar
Dot[x, G], 2]]]


El objetivo es diseñar el algoritmo de Reed en su versión más sencilla. Fijados m un entero 
positivo arbitrario, así como un orden para los elementos de la geometría finita EG(m,2) (en la 
práctica, se toma el orden estándar devuelto por fostandar(r,m), se trata de realizar un programa 
que devuelva la única decodificación de una palabra binaria a través del código de Reed-Muller 
binario RM(1,m). Para que el proceso funcione, esta debe tener a lo sumo 2m-2-1 errores. Son 
necesarias las subrutinas siguientes:


◦ Función  palabrasociada(orden,S).  Dados  un  orden  para  los  elementos  de  la  geometría  finita
EG(m,2) y S una variedad afín de esta, devuelve la palabra asociada a S para el orden dado.


In[4]:= palabrasociada[orden_, S_] :=


módulo
Module[{n =


longitud
Length[S], l =


longitud
Length[orden], i, j, palabra = {}, verificar = 0},


para cada
For[j = 1, j ≤ l, j++,


⋯
For[i = 1, i ≤ n, i++,


si
If[orden[[j]]  S[[i]], palabra =


añade al final
AppendTo[palabra, 1];


i = n + 1;


verificar = 1]];


si
If[verificar  0, palabra =


añade al final
AppendTo[palabra, 0], verificar = 0]];


retorna
Return[palabra]]


◦ Función subvariedad(S,T). Dadas S y T variedades afines, determina si S es subvariedad para T.


In[5]:= subvariedad[S_, T_] :=
módulo
Module[{n =


longitud
Length[S], s =


longitud
Length[T], i, j, verificar = 0},


For[i = 1, i ≤ n, i++,
para cada
For[j = 1, j ≤ s, j++,


si
If[S[[i]]  T[[j]], j = s + 1;


verificar = 1]];


si
If[verificar  0,


retorna
Return[


falso
False], verificar = 0]];


Return[
verdadero
True]]


◦ Función pesopalabra(x). Dada la palabra x binaria, devuelve su peso.


In[6]:= pesopalabra[palabra_] :=


módulo
Module[{cont = 0, i, longitud =


longitud
Length[palabra]},


para cada
For[i = 0, i < longitud, i++;


si
If[palabra[[i]] ≠ 0, cont++]];


retorna
Return[cont]]
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◦ Función  paridadbase(x,orden,S).  Dadas  la  palabra  x  binaria  a  decodificar,  un  orden  para  las
palabras de la geometría finita EG(m,2) y S un plano afín de esta, devuelve su paridad respecto de x
para el orden dado, calculada usando la Proposición 15.


In[7]:= paridadbase[x_, S_, orden_] :=


módulo
Module[{palabra = palabrasociada[orden, S], peso}, peso = pesopalabra[x * palabra];


If[
operación módulo
Mod[peso, 2]  0,


retorna
Return["par"],


retorna
Return["impar"]]]


◦ Función  casobase(x,orden,variedadesmaximas).  Dadas  la  palabra  x  binaria  a  decodificar,  un
orden para los elementos de la geometría finita EG(m,2) y un conjunto formado por planos afines
de esta, devuelve un listado con las paridades de todos estos, obtenidas mediante la subrutina
paridadbase(x,orden,S) anterior para cada plano afín S.


In[8]:= casobase[x_, orden_, variedadesmaximas_] :=


módulo
Module[{n, i, P = {}}, n =


longitud
Length[variedadesmaximas];


For[i = 1, i ≤ n, i++, P =
añade al final
AppendTo[P,


{variedadesmaximas[[i]], paridadbase[x, variedadesmaximas[[i]], orden]}]];


retorna
Return[P]]


◦ Función  casogeneral(x,orden,variedades,variedadesparidad).  Dadas  la  palabra  x  binaria  a
decodificar, un orden para los elementos de la geometría finita EG(m,2) y dos conjuntos, uno con
todas las variedades afines de EG(m,2) de una cierta dimensión, y otro con todas las variedades
afines de EG(m,2) que tengan dimensión una unidad más, junto sus respectivas paridades respecto
de x para el orden dado, devuelve las paridades del primero de estos conjuntos respecto de x para
el orden dado, calculadas mediante el CLM.


In[9]:= casogeneral[x_, orden_, variedades_, variedadesparidad_] :=


módulo
Module[{n =


longitud
Length[variedades], s =


longitud
Length[variedadesparidad], i, j, T, P = {}},


para cada
For[i = 1, i ≤ n, i++, T = {};


para cada
For[j = 1, j ≤ s, j++,


si
If[subvariedad[variedades[[i]],


variedadesparidad[[j, 1]]], T =
añade al final
AppendTo[T, variedadesparidad[[j, 2]]]]];


si
If[


conteo
Count[T, "par"] >


conteo
Count[T, "impar"], P =


añade al final
AppendTo[P,


{variedades[[i]], "par"}], P =
añade al final
AppendTo[P, {variedades[[i]], "impar"}]]];


retorna
Return[P]]


Ahora, necesitamos determinar todos los planos y rectas afines, así como puntos, de EG(m,2);
definiendo funciones que determinan las correspondientes variedades afines. Una vez hecho esto,
con la ayuda de estas, podemos generar el siguiente conjunto que posee todos los planos, rectas
y puntos (estos últimos vistos como 0-variedades) afines de EG(m,2), en dicho orden.
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In[10]:= m = 5; r = 1; puntos :=
tuplas
Tuples[{0, 1}, m]


puntosvar[i_] := {
operación módulo
Mod[puntos[[i]], 2]}


recta[i_, j_] :=


unión
Union[


op⋯
Mod[


tabla
Table[puntos[[i]] + l (puntos[[j]] - puntos[[i]]), {l, 0, 1}], 2]]


plano[i_, j_, h_] :=


unión
Union[


aplana
Flatten[


op⋯
Mod[


tabla
Table[puntos[[i]] + l (puntos[[j]] - puntos[[i]]) +


k (puntos[[h]] - puntos[[i]]), {k, 0, 1}, {l, 0, 1}], 2], 1]]


In[14]:= variedades =


{
unión
Union[


selecc⋯
Select[


aplana
Flatten[


tabla
Table[plano[i, j, h], {i, 2^m - 2},


{j, i + 1, 2^m - 1}, {h, i + 2, 2^m}], 2],
longitud
Length[#]  2^2 &]],


Union[
selecc⋯
Select[


aplana
Flatten[


tabla
Table[recta[i, j], {i, 2^m - 1}, {j, i + 1, 2^m}], 1],


longitud
Length[#]  2 &]],


unión
Union[


selecc⋯
Select[


tabla
Table[puntosvar[i], {i, 2^m}],


longitud
Length[#]  1 &]]};


Hecho esto, estamos en condiciones de dar la subrutina clave de este algoritmo, que llamaremos
decodificarReed(x,orden,var). Esta, recibiendo la palabra x  binaria a decodificar, un orden para
los elementos de la geometría finita EG(m,2) y un conjunto con las variedades necesarias  para
realizar la decodificación (el que acabamos de construir), devuelve la decodificación de x a través
del código de Reed-Muller binario RM(1,m) empleando el algoritmo de Reed.


In[15]:= decodificarReed[x_, orden_, var_] :=


módulo
Module[{n =


longitud
Length[var], S = casobase[x, orden, var[[1]]], s = 2, l =


longitud
Length[x],


i, y = {}, j},
mientras
While[s ≠ n + 1, S = casogeneral[x, orden, var[[s]], S];


s++];


para cada
For[i = 1, i ≤ l, i++, j =


posición
Position[


unión
Union[orden], orden[[i]]][[1, 1]];


si
If[S[[j, 2]]  "impar",


y =
añade al final
AppendTo[y,


operación módulo
Mod[x[[i]] + 1, 2]], y =


añade al final
AppendTo[y, x[[i]]]]];


retorna
Return[y]]


NOTA:  Los  programas  presentados  son  válidos  para  cualquier  código  de  Reed-Muller  binario
RM(r,m) con 0 ≤ r ≤ m arbitrarios; salvo el correspondiente al algoritmo de Reed que, como se ha
diseñado, solo es válido para r≐1. Este puede generalizarse a cualquier entero r en las condiciones
usuales si se definen las correspondientes funciones para determinar las variedades afines de la
geometría finita EG(m,2) con dimensión superior a 2 en orden ascendente. Basta incluir estas, por
delante, en el conjunto que se define para guardar las variedades afines según su dimensión.
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Para terminar, se incluyen aquí las líneas de código necesarias para ejecutar el Ejemplo 10.


In[16]:= G = matgencaniter[1, 5];


G //
forma de matriz
MatrixForm


lista = formordstandar[1, 5];


orden = lista[[2]];


y = {1, 0, 0, 1, 1, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 0,


0, 1, 1, 0, 1, 1, 1, 0, 0, 1, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 1};


decodificarReed[y, orden, variedades]


Out[17]//MatrixForm=


1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1
0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1
0 0 0 0 1 1 1 1 0 0 0 0 1 1 1 1 0 0 0 0 1 1 1 1 0 0 0 0 1 1 1 1
0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1


Out[21]= {1, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 1, 1, 1, 1, 0, 0, 1,


1, 0, 0, 1, 1, 0, 0, 1, 1, 0, 1, 0, 0, 1, 1, 0, 0, 1}
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