Algebras de Boole y la dualidad de Stone
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y ya para finalizar, probaremos que todo espacio de Stone X es homeomorfo al
espacio de los ultrafiltros del dlgebra de los clopen sobre X.
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Algebras de Boole y la dualidad de Stone

1. Introduccion

Llamadas asi en honor al matematico inglés autodidacta George Boole, las dlgebras de Boole aparecieron
por primera vez como estructura algebraica en un pequefo panfleto [1] publicado en 1847 en respuesta
a la controversia generada entre el profesor Augustus De Morgan y sir William Hamilton acerca de la
llamada «cuantificacién del predicado» y, mds tarde, en 1854, como parte de su trabajo mds importante,
An investigation of the laws of thought, on which are founded the mathematical theories of logic and
probabilities [2]. Boole intent6 reducir la l6gica a un dlgebra sencilla que solo utilizara dos cantidades (0, 1)
y tres operaciones bésicas (y, o, no).

Sin embargo, en la actualidad estos trabajos tinicamente poseen interés histérico, pues, a pesar de los
pequenos avances que realizaron Schroder, Lowenheim y Huntington a principios de siglo, se considera
que la teoria moderna de élgebras de Boole se inicié en 1930 con las aportaciones de Marshall Stone y
Alfred Tarski. Desde entonces ha habido un desarrollo constante de este campo. Asi, en 1948, el matematico
estadounidense Claude Shannon demostré que las dlgebras de Boole se podian aplicar para optimizar el
disefio de los sistemas de conmutacidn telefénica y que los circuitos con relés eran capaces de resolver
problemas relacionados con ellas. De este modo, Boole se convirti6, con la ayuda de Shannon, en uno de
los fundadores de la era digital.

Por otra parte, la dualidad topolégica de Stone tiene su origen a la vez que la teoria moderna de dlgebras
de Boole y los espacios de Hausdorff compactos cero-dimensionales, también llamados espacios de Stone,
pues existe una correspondencia entre los homomorfismos entre dlgebras de Boole y las aplicaciones entre
espacios de Stone. Como consecuencia, las cuestiones algebraicas en las dlgebras de Boole se traducen en
topolégicas en los espacios de Stone y viceversa.

2. Algebras de Boole

Las algebras de Boole se definen a partir de una lista de axiomas algebraicos. Ahora nos dedicaremos a
presentar las leyes aritméticas que se derivan de dichos axiomas y algunas nociones bdsicas acerca de estas
estructuras y sobre algunos de sus subconjuntos. Las principales fuentes de referencia para la elaboracién
de este articulo han sido los libros de Koppelberg [5] y Jané [4]. Se recomienda su consulta para una mayor
profundizacién en el tema.

Definicién 1. Un 4dlgebra de Boole es un dlgebra 8 = (B, V®, A%, -%,0%, 1%), donde B # @, que satisface
los siguientes axiomas:
) VX,y€EB, xVy=yVx y XAY=YAX.

N vx,y,z€B, xviyva=xVvyYIVz v xAQPAZD=XAY)AZ

m vx,y,z€B, xVOAZD=&XVYIAXVZ) v xAQVZ=KxAY)V(XAZ).

V) VxeB, xvx=1 y xA-x=0.

V) VxeB, xv0=x y xAl=ux
Observacion 2. Conviene tener en cuenta que los axiomas dados en la definicién anterior dependen
del autor, pues existen varias versiones equivalentes. Esto puede comprobarse consultando el libro de
Koppelberg [5], en donde se enuncian unos axiomas similares que pueden resultar ttiles para probar
algunos de los resultados cuya demostracién no se ha realizado.
Un algebra de Boole se dice que es propia si se cumple que 0% # 1%; en otro caso, diremos que es impropia.

Sia, b € B, decimos que a Vv b es la unién o disyuncién de a 'y b; que a A b es la interseccién o conjuncién
de ay b, y que —a es el complemento de a.

Definicion 3. Una estructura A = (A, V¥, A% =% 0% 1%) es una subdlgebra de un algebra de Boole
B =(B,Vv5 A8 -8,08,1%)si A C B, 0y = Oy, 1y = 1y y las operaciones V¥, A%, =¥ son las restriccio-
nes de V3, A%, -8 a A.
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Para todo conjunto A, el dlgebra potencia P(A) = (P(A),U,n, ~, @, A), donde para cada X C A, X=A \ X,
es un algebra de Boole. P(A) es propia siy solo si A # @.

Mads generalmente, dado un conjunto A, un dlgebra de conjuntos sobre A es una subdlgebra de P(A). Asi,
una coleccién B de subconjuntos de A es el universo de un édlgebra de conjuntos sobre A siy solo si @&, A
son elementos de By paratodo X,Y € BsecumplequeXUY,XNY,A\ X € B.

Ejemplo 4 (dlgebras finitas/cofinitas). Sea X un conjunto cualquiera. Un subconjunto a de X se dice que
es cofinito en X si X \ a es finito. Consideremos

A ={a C X : aesfinito o cofinito}.

Entonces, A es un algebra de conjuntos sobre X, denominada algebra finita/cofinita sobre X. Para compro-
bar que a U b yanb pertenecen a A para a,b € A, nétese que a U b es finita si a y b son finitos, y cofinita
en otro caso. Que anN b € A se sigue de las leyes de De Morgananb = X \ (X \ @) U (X \ b)) puesto que A
es cerrado bajo complementarios y uniones.

Si X tiene una cardinalidad infinita x, entonces tiene un algebra finita/cofinita. Puesto que X tiene exacta-
mente x subconjuntos finitos, todo cardinal infinito se corresponde con la cardinalidad de un dlgeba de
Boole. Un entero no negativo k, sin embargo, cumple esto siy solo si k = 2" para algtin n € N, como se
sigue del corolario 28.

Ejemplo 5 (dlgebra de los clopen). Sea X un espacio topolégico. Un subconjunto de X es un clopen si es
abierto y cerrado. El conjunto de los subconjutos clopen, Clop(X), es un élgebra de conjuntos sobre X,
denominada élgebra de los clopen sobre X.

He aqui algunos primeros resultados en relacién a las dlgebras booleanas cuyas demostraciones, como se
puede apreciar, son sencillas y rutinarias.
Lema 6. Toda dlgebra booleana cumple que
) XVX=XyXAX=X.
N xA0=0yxvl=1.
M) —x es el tinico elementoy € B talquex Ay =0y xVy=1.
V) =—x = x.
V) si —x = -y, entonces x = y.
vl) .0=1y-1=0.
Vi) 2(xVY)=-xA-yy (X Ay)=-xV oy
VIl) xV(XAY)=xyxA(xVYy)=x.
IX) xV(xvy)=1yxA(-xAy)=0.

Demostracion. 1) Haciendo uso de los axiomas de la definicién 1 es sencillo ver que
xVx=xVX)ALl=xVX)A(xVx)=xV(XxA-Xx)=xV0=x.

De forma similar se obtiene el otro resultado.

11) En efecto,
XAO=xA(XAX)=(XAX)AXx=XxA-Xx=0.

De forma similar se obtiene que x v 1 = 1.
111) Supongamos que x Ay = 0y x vV y = 1. Entonces, aplicando los axiomas, se tiene que
Y=YAl=YyA@VX)=QAX) VA X)=XAY)V(XAY)=0V(XAY)
=xXAX)V(EXAY)=(XAX)V(XAY)=XA(XVY)=-XxAl="x.

1v) Aplicando los axiomas se sabe que =x V x = x V 7x = 1 y que =x A x = x A =°x = 0. Por la propiedad
anterior, se tiene que x = —x.
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v) Si mx = -y, entonces x = —7x = Ty = .

vI) Veamos que -0 = 1. Sabemos que x V =x = 1; por tanto, 0 V -0 = 1 y debemos probar que0v 1 = 1:
Ovli=1v0o=(0Ov-0)vo=(0OV0OVH-=0Vv0=0v(-=0Vv0)=(-0v0)v0o==-0v0=0VvV-0=1.
El otro caso se prueba de forma similar.
vin) Se tiene que
xVIAXATY=(xAX)VEAX)DATY=0VEAX))AY=0AY)VHAXATY)
=0V(A YA X)=0V(O0A-X)=0Vv0=0.
La segunda igualdad se obtiene por un argumento anélogo.

vi) Es facil comprobar que
XVEXAY)=xADVEAY)=xAAQVY)=xA(VI)=xAl=x

De forma andloga se obtiene el segundo resultado.
1x) Por ultimo,
xV(xvy)=(xv-x)vy=1vy=1.

La otra igualdad se prueba de forma similar. n
Proposicion 7. En toda dlgebra de Boole se cumple que

D (xvy)V(exA-y)=1.

n (xvy)A(xA-ay)=0.
Demostracion. 1) Tenemos que

xVYIVEXATY) =((xVY)Vx)A(xVY)V-y)
=(yvEv-x)DAxVvVvyY))=QFVDAXxvVI)=1A1=1.

11) Se procede de manera similar. u
Corolario 8 (leyes de De Morgan). Toda dlgebra booleana cumple que

) =(xVy)=-xA-y.

I —~(xAy)=-xV-y.
Demostracion. Basta con aplicar la proposicién anterior y el punto 11) del lema 6. L]

A continuacién enunciaremos un principio general que, en lo que a computacion se refiere, ahorra una
gran cantidad de trabajo.

Definicion 9. Si E es una expresion en un lenguaje cuyos tnicos simbolos no légicos son Vv, A, 7,0, 1,
entonces E’, la expresi6n dual, se obtiene a partir de E al reemplazar los simbolos Vv, A, 0,1 por A, V, 1,0,
respectivamente, dejando fijo .

Una forma alternativa de interpretar E es como funcién de B" en B dada por miltiples composiciones de
VB A8, -8,

Obsérvese que (E’)’ es E y que la expresion dual de cada uno de los axiomas anteriores es un axioma.
Definicion 10. Si B = (B, V3, A%, =%, 0%, 1®) es un dlgebra de Boole, denotaremos como B’ al dlgebra dual

de B, cuyo universo también es B pero tal que VB = AB AT =B 8 = 8 % _ |8 y 1% =03,

Esté claro que (8')' = By que todo enunciado E es verdadero en B siy solo si E’ lo es en 8’. En consecuencia,
B’ satisface los axiomas y es, por tanto, un algebra de Boole. A partir de estas consideraciones podemos
establecer el siguiente principio:
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Proposicion 11 (principio de dualidad). Si E es un enunciado verdadero en toda dlgebra de Boole, su dual
E' también o es.

Demostracion. Sea E tal enunciado y sea 8 un dlgebra de Boole. Veamos que E’ es verdadero en 8.

Dado que B’ es un dlgebra de Boole, se tiene que E es verdadero en %8'. Por tanto, como sabemos que
todo enunciado E es verdadero en B siy solo si E’ lo es en B’, se tiene que E’ es verdadero en (%8')’. Pero
(3B')’ = B. Por tanto, se tiene que, tal y como queriamos probar, E’ es verdadero en B. L]

Seguidamente, definiremos una relacién de orden en las dlgebras de Boole, pero antes debemos probar un
primer resultado.

Lema12. En toda dlgebra de Boole se cumple que
XAYy=X & xVy=).
Demostracion. Supongamos que x A y = x. Haciendo uso de los axiomas se tiene que

Y=YAL=yAxV)=@AX)VEIAX)=(XAY) V(Y AX)
=xVOAX)=xVY)AXVX)=xXVY)ALl=xV).
Para la implicacién contraria deberemos utilizar esto mismo haciendo uso del principio de dualidad. Asi,

sabemos que, si y A x = y, entonces y V x = x. Por dualidad, se tiene que, siy vV x = y, entonces y A x = x.
Y, finalmente, por el axioma 1) de la definicién 1, se tiene que, si x Vy = y, entonces x A y = Xx. n

Definicion 13. Dada un élgebra de Boole %, definimos el orden canénico de B, al que denotaremos como
<3 o simplemente <, como
X<y &< XAy=x.

O, equivalentemente,
X<y &< xVy=)y.

Lema14. El orden canonico de un dlgebra de Boole es un orden parcial, pues
) x <x;
) six <yey<x, entonces x = y;
m) six<yey <z, entonces x < Z.

Demostracion. 1) Como vimos en el lema 6, se tiene que x A x = x. Por tanto, se tiene que x < x por la
definicién de orden.

1) Six < yey < x, por la definicién, se tiene que x = x Ay ey = y A x. Entonces, por el axioma 1), se tiene
que x = y.

1) Si x < yey <z, pordefinicién, x = x Ay ey = y A z. Por tanto,
XAZ=(XAVIAZ=XAQPAZ=XAYy=X.

Asi, x <z. n

Proposicion 15.  Si B es un algebra de Boole,

1) (B, <) es un reticulo, es decir, para cada par de elementos {x, y} existen un supremo, x V'y, y un
infimo, x A y.

1) 1 es el elemento maximo y 0, el minimo de (3B, <).

Demostracion. 1) Veamos que el supremo de {x, y} es x V y. Se tiene que x < x V y, pues
xXVExVvy)=xVX)Vy=xvy.
Sea z una cota superior arbitraria de x e y, es decir, y < 7y x < z. Por tanto,

(xvy)vz=xv(yVvz)=xVvz=2.
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Se tiene, pues, que x V y < z, lo que prueba que x V y es la menor cota superior de {x, y}.
El caso del infimo resulta anédlogo por dualidad.
11) Dado que x vV -x = 1, 1 es el supremo de {x, =x}. En particular, x < 1,V x. n
Lemal6. Six<x' ey <y, entoncesxVy<x'Vy,xAy<x AY y ademds, ~x < -x.
Lema17. En toda dlgebra de Boole B se cumple que
1) x <ysiysolosi-y < -xsiysolosi xA-y=0.
N zAx<ysiysolosix <-zVy.
Definicion 18. Un dlgebra de Boole se dird completa si todo conjunto tiene un supremo.

Definicion 19. Un homomorfismo entre dos dlgebras de Boole 2 y 8B es una aplicacién f: 2 — B tal que,
paratodo x,y € A,

favy) =fVvie), fxAy)=fAfG), fx)=-fx), fO0O=0 y [fA)=L

Un homomorfismo f: 2 — B entre dos dlgebras de Boole es un monomorfismo o embebimiento si es
inyectivo. Y diremos que es epimorfismo si es suprayectivo.

Definicion 20. Un isomorfismo f: % — B entre dlgebras de Boole es un monomorfismo que ademads es
epimorfismo.

Proposicion 21.  Supongamos que % y B son dos dlgebras de Boole y que f es una biyeccion entre ellas.
Entonces, f es un isomorfismo entre las dlgebras 2 y B si y solo si f es un isomorfismo entre los ordenes
A4, <My (B,<).

Demostracion. Por la proposicién 15 tenemos definidos los simbolos légicos en términos del orden. La
demostracion se deja para el lector. n

2.1. Atomos, ultrafiltros y el teorema de Stone

Esta seccion estd destinada a enunciar teorema de Stone, el cual tiene dos versiones, la versién conjuntista
y la topolédgica, cuyas demostraciones veremos més adelante.

Notacién 22. Habitualmente se identifica B con %; por ello, a partir de ahora escribiremos x € 8 cuando
un elemento x pertenezca al dlgebra.

Definicion 23. Llamaremos 4tomo en un dlgebra de Boole a todo elemento a € B distinto de 0 tal que
{b € B : b <a}=1{0,a}. Denotaremos como At al conjunto de los 4tomos de B.

Diremos que B es un élgebra atémica si para todo elemento x € B distinto de 0 existe algin dtomo a tal
que a < x.

Ejemplo 24. Un dlgebra potencia P(X) y el dlgebra finita/cofinita sobre X son atémicas, siendo los d4tomos
los conjuntos unipuntuales {x}, con x € X.

Otro ejemplo de algebra atémica es cualquier dlgebra de Boole finita, dado que si x > 0 en un algebra de
Boole y no existiese ningtin &tomo por debajo de x, habria una sucesién infinita estrictamente decreciente
Xo=x>x;>Xx;>...en¥AT ={xeWA:0<x}=A\{0}

Lema 25. Para todo elemento a € B las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1) aesun dtomo de B;
I) para todo x € B, o bien a < x o bien a < —x, pero no ambos;
M) a> 0y paratodox,y € B,a<xVysiysolosia<xoa<y.

Proposicion 26. Para toda dlgebra de Boole, la aplicacion f: 8 — P(At®) definida por el conjunto
f(x) ={a € AtB : a < x} es un homomorfismo. Serd un embebimiento si B es atémica y un epimorfismo
si es completa.
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Demostracion. Evidentemente, f(0) = @y f(1) = AtB. Por el lema 25 11) se tiene que
fx)={aeAtB :a<x}=AtB\{a € AtB : a <x}=At8\ f(x),

yque f(x vVy) = f(x)U f(y) se obtiene de manera similar aplicando el lema 25 111). Ademéds, se tiene que
f(xAy) = f(x)n f(y) puesto que, por ser x A y el infimo de {x, y},

a<xAysiysolosia<xya<y,

lo cual es cierto para todo a € 8. Por tanto, f es un homomorfismo.

Consideremos ahora 8 un adlgebra atémica y sean x # y en 8. Sin pérdida de generalidad podemos suponer
que x £ y. En tal caso, x A 7y # 0 por el lema 17 1), y existird un dtomo a € B tal que a < x A Y. Se tiene
quea € f(x)ya ¢ f(y)y, por tanto, que f(x) # f(y), siendo f inyectiva.

Por dltimo, f es un epimorfismo si B es completa pues, dado un conjunto de 4tomos A C At %, se tiene
que f(supA) = A. En efecto, obviamente A C f(supA).Y si A # f(sup A), existe un d&tomo a ¢ A tal que
a < supA. En tal caso, como a € A, b < ~a para todo b € A. De ello se tiene que a < supA < —a, es decir,
a < ma, lo cual es absurdo. n

Esta proposicién no solo es una versién mas débil del teorema de Stone, sino que es una descripcién de

las 4lgebras de Boole atémicas completas.

Corolario 27. Toda dlgebra de Boole atémica es isomorfa a un algebra de conjuntos. Toda dlgebra de Boole
completa y atémica es isomorfa a un dlgebra potencia.

Corolario 28. Las dlgebras booleanas finitas son, salvo isomorfismos, las dlgebras potencia de los conjuntos
finitos.

Demostracion. Si 8 es un dlgebra booleana finita, entonces At % es finita y 8 es completa y atémica. Por la
proposiciéon 26, 8B es isomorfa a P(AtB). [
En particular, un 4lgebra de Boole tendrd por cardinal un ndmero natural si y solo si es una potencia de 2.
Corolario 29. Dos dlgebras booleanas finitas son isomortas si y solo si tienen la misma cardinalidad.

Demostracion. Si A y B tienen la misma cardinalidad x, entonces, como % ~ P(At) y B ~ P(AtB), se
tiene que x = 2", donde n = | At | = | At B|. Reciprocamente, toda biyeccién entre At2 y At® da lugar a
un isomorfismo entre P(At ) y P(At %) y, por ende, entre A y B. ]

Pasemos ahora a ver algunas definiciones y propiedades referentes a los filtros y ultrafiltros en 4lgebras de
Boole.

Los ultrafiltros son la principal herramienta en la prueba del teorema de Stone. Estos surgen de manera
natural a partir de los embebimientos de dlgebras de Boole en dlgebras potencia. Veamos, primeramente,
una definicién mads sencilla de lo que es un ultrafiltro en un élgebra booleana.

Sea e: B — P(X) un embebimiento o, para mayor generalidad, un homomorfismo. Entonces, para
cualquier punto x € X, el subconjunto
F={aeB: xece(a)
de B tiene las siguientes propiedades:
e 1€F, 0¢&F,
e aAbeFsiysolosia,b €F,
eavbeFsiysolosiae Fob€F,

e ~ae Fsiysolosia ¢ F.

Los subconjuntos de B con estas propiedades son exactamente los ultrafiltros de 8. Pasemos ahora a la
definicién en base a los filtros del dlgebra.
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Definicion 30. Un ideal en un dlgebra de Boole B es un subconjunto, I, de B tal que para cualesquiera
a,beB

e 0€el

e sia,bel entoncesavbel,

e siaelyb<a, entoncesb €I

Un ideal I es propio si y solo si I # 8. En otro caso se dird impropio.
Definicion 31. Un filtro en un édlgebra de Boole B es un ideal en el dlgebra dual 8B’'. Asi, un subconjunto F
de B es un filtro en B si y solo si para cualesquiera a,b € 8
e 1 E€F
e siaq,b e F,entoncesaAb € F;
e siae Fya < b, entoncesb € F.
Un filtro F es propio siy solo si F # 8. En otro caso se dird impropio. Un filtro F es maximal si es propio

y no existe otro filtro en B que lo contenga como subconjunto propio.

Observacion 32. Para todo ideal I se cumple que 0 € Iy para todo filtro F, que 1 € F. Ademads, un ideal es
propio si y solo si no contiene al 1 y un filtro lo es si y solo si no contiene al 0.

Lema 33. Sea B un dlgebra de Boole. Si X C B, entonces

e X es ideal de B si y solo si {-a : a € X} es filtro en 8.

* X es filtro de B si y solo si {-a : a € X} es ideal de 8.
Si B es un élgebra de Boole, la interseccion de todo conjunto de filtros en 8B es también un filtro en B. Asi,
dado X un subconjunto de B, hay un filtro minimo, F(X), en B que incluye a X, a saber, la interseccién de

todos los filtros en B que incluyen a X. F(X) es el filtro generado por X. Si X es vacio, F(X) = {1%}; si X es
no vacio, F(X) es el conjunto de los elementos b € B tales que x; A..AXx, <bparan>1yx,,..,x, €X.

Del mismo modo, dado que la interseccién de todo conjunto de ideales en B es un ideal en B, si X C B,
hay un menor ideal, I(X), que incluye a X. I(X) es el ideal generado por X. Si X es vacio, I(X) = {0}; si es
no vacio, I(X) es el conjunto de los elementos b € B talesque b < x; V..Vx,paran > 1yx,,..,x, €X.

Definicion 34. Si B es un élgebra de Boole, decimos que un subconjunto X C 8 tiene la propiedad de la
interseccion finita (PIF) si y solo si el infimo de todo subconjunto finito de X es distinto de 0.

Decimos que X tiene la propiedad de la unién finita (PUF) si y solo si el supremo de todo subconjunto
finito de X es distinto de 1.

Definicion 35. Decimos que un ideal I en un algebra de Boole 8B es primo si y solo si es propio y, para
cualesquieraa,b € B,siaAb e IsetienequeaclIobel

Dualmente, un filtro F en un édlgebra 8 es un ultrafiltro si y solo si es propio y, para cualesquiera a, b € B,
siavbe Fsetienequeae Fob eF.

Asi, un ideal es primo si y solo si su filtro dual es un ultrafiltro, y un filtro es un ultrafiltro si y solo si su
ideal dual es primo.

Observacion 36. Otra forma de definirlos y que resulta mucho mads practica a la hora de comprobar si un
conjunto es un ultrafiltro es la siguiente:

Un filtro F en B es un ultrafiltro si para cada x € B se tiene que x € F o =x € F, pero no ambos.

Proposicion 37.  Un filtro es maximal si y solo si es un ultrafiltro.

Demostracién. Para un filtro Fy un elemento a ¢ F, el conjunto {b € 8 : 3z € F,z A —a < b} es un filtro
que extiende a F y contiene a —a. ]
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Teorema 38. Un subconjunto de un algebra de Boole estd contenido en un ultrafiltro si y solo si posee la
propiedad de interseccion finita (PIF).

Demostracion. Por tener la propiedad PIE el filtro generado es propio, luego se tiene que el conjunto
{F C % : X C Fy Ffiltro propio} es no vacio. Aplicando el lema de Zorn y la proposicién 37 se obtiene el
resultado. L]

Corolario 39. Un elemento a de un dlgebra de Boole estd contenido en un ultrafiltro si y solo si a > 0.

Definicion 40. Para un dlgebra de Boole %,
Ult®B = {F C B : F es un ultrafiltro de B}

es el conjunto de los ultrafiltros de 3.

La aplicacién s : 8 — P(Ult B) definida por
s(x)={FeUltB : x e F}

se denomina aplicacién de Stone.

Teorema 41 (de representacion de Stone, version conjuntista). Toda dlgebra de Boole es isomorfa a un
dlgebra de conjuntos.

Demostracion. La prueba de que la aplicacion de Stone s es un homomorfismo de 8 en P(Ult B) es andloga
ala que aparece en la proposicion 26.

Veamos que s es inyectiva. Consideremos x # y en %; sin pérdida de generalidad podemos considerar
x £ y. Por tanto, x Ay > 0, por el lema 17 1). Por el corolario 39, sea F un ultrafiltro que contenga a x A -y,
de modo que, por una definicién de ultrafiltro equivalente a la dada, contendrd a x y a —y. De ese modo, se
tiene que x € Fe y ¢ F, siendo esto tltimo por la observacion 36, lo cual implica que F € s(x) \ s(y). =

Recordemos que un dlgebra de conjuntos es una subdlgebra del dlgebra potencia sobre un conjunto dado.
Esta version del teorema de Stone establece que toda élgebra de Boole 8B es isomorfa a un algebra de
conjuntos, y gracias a la version topolégica que estudiaremos a continuacién veremos que se trata del
dlgebra de los clopen sobre un espacio topolégico.

3. Espacios de Stone

Esta seccion establece la dualidad fundamental entre las dlgebras de Boole y unos espacios topolégicos
especiales, los espacios de Stone. Asi, el dlgebra dual de un espacio de Stone X es Clop(X), el algebra
de los subconjuntos clopen de X, y el espacio dual de un dlgebra de Boole B es el conjunto Ult % de los
ultrafiltros de B, equipado con la llamada topologia de Stone. El resultado de toda esta teoria es que toda
dlgebra de Boole B es isomorfa a Clop(Ult 8) —para ser exactos, la aplicacién s: 8 — P(Ult B) definida
anteriormente es un isomorfismo entre 8 y Clop(Ult 8)—. En particular, obtendremos una versién mas
fuerte del teorema de representacién de Stone.

El algebra Clop(X) de los subespacios clopen de un espacio topoldgico arbitrario es uno de los ejemplos
estandar de dlgebra de conjuntos. Para un espacio conexo X, sin embargo, este dlgebra se reduce a {@, X}.

Recordemos algunos conceptos topolégicos antes de entrar en materia.

Definicion 42. Diremos que 8 C 7 es una base de la topologia 7 si y solo si para todo punto p contenido
en un abierto U existe B € Stalque p € B C U.

Equivalentemente, una familia 8 no vacia de subconjuntos de X formarda base de alguna topologia si se
cumple:

s UB:Bepl=Xx

* Para cualesquiera B, B’ € 3 se verifica que BN B’ = Uf;, para ciertos f3; € 3.
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Ahora introduciremos algunos axiomas de separacién en topologia, ya que haremos uso de ellos més
adelante. Un espacio topolégico X se dice que es

* T, o Hausdorff si para todo x,y € X con x # y existen U,V abiertos talesque x € U,y € Vy
unv=g.

* normal si para todo par de cerrados disjuntos C,C’ C X existen U, V abiertos disjuntos tales que
CcucC cvyunv=g.

e T,siesnormaly T,.

Definicion 43. Un espacio topolégico X es compacto si todo cubrimiento por abiertos de X admite un
subrecubrimiento finito.

Proposicion 44. Si K es compacto y T,, entonces K es T.

Definicion 45. Sea X un espacio topolégico. Diremos que X es cero-dimensional si Clop(X) es una base
de la topologia de X.

Definicion 46. X es un espacio de Stone si es Hausdorff, compacto y cero-dimensional.

Que un espacio sea cero-dimensional es equivalente a que exista una base o subbase para X formada por
conjuntos clopen. Por ejemplo, el espacio de los niimeros irracionales con la topologia heredada de R es
cero-dimensional, teniendo (a, b) N (R \ Q) con a, b € Q como base de clopens.

Ejemplo 47. Veamos algunos ejemplos de espacios de Stone:

1) Todo espacio finito y discreto es de Stone. En particular, denotaremos como 2 al espacio de Stone
2 ={0, 1} con la topologia discreta.

1) Por el teorema de Tychonoff, el espacio producto de cualquier familia de espacios de Stone es de
Stone. En particular, también lo es el espacio 2! para cualquier conjunto de indices I, el cual es
conocido como el espacio de Cantor de peso |I|, para un I infinito.

1) Todo subespacio cerrado de un espacio de Stone es un espacio de Stone.

Definicion 48. Un espacio X diremos que es conexo si Clop(X) = {@, X}, es decir, si X no es la unién de
dos subconjuntos cerrados disjuntos no vacios.

Un espacio topoldgico X es totalmente disconexo si ningtin subespacio con al menos dos elementos es
CONexo.

Teorema 49. Un espacio de Hausdorff compacto es cero-dimensional, y por tanto de Stone, si y solo si es
totalmente disconexo.

Demostracién. Sea X un compacto Hausdorff. Si X es cero-dimensional e Y un subespacio de X con dos
puntos distintos y e y’, entonces existe un clopen A talquey € Aey’ ¢ A. Asique Y NA es un subconjunto
clopen propio no vacio de Y e Y no es conexo. Por consiguiente, X es totalmente disconexo.

Reciprocamente, supongamos que X es totalmente disconexo. Sean pues x € Xy U un entorno abierto de
x; debemos encontrar un clopen F de X tal que x € F C U, probando asi que Clop(X) es una base. Para
ello definimos
F={FeClop(X): xeF}, q=[)F.
FeF

Basta probar que g C Uy que q es clopen. En efecto, dado que X es compacto, U abierto y todo F € F
cerrado, para algin subconjunto finito F’ de F se tiene que (| F’ C Uy podemos considerar F = [ F'.
Veamos que q = {x}; para ello, supongamos que q tiene al menos dos puntos, por lo que no es conexo al
ser X totalmente disconexo. De este modo,

q=q YQq,,

donde q,, g, son cerrados disjuntos no vacios de q. Ahora tenemos que q es un subconjunto cerrado de X;
por tanto, cada g; es cerrado en X. Por la compacidad y, por tanto, normalidad de X, podemos escoger
dos abiertos disjuntos U, U, tales que gq; C U;. Entonces, q C U, U U, y, nuevamente por compacidad,
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F C U,UU, para algin F € ¥. De este modo, tanto U; N F como U, N F son clopen en F'y, por tanto, como
F es clopen, también en X. Dado que x € F, podemos asumir que x € U, N F. Entonces, Uy NF € Fy
q C U, N F. Esto implica que g, C q C Uy, lo cual contradice que g, C U,, que los U, fuesen disjuntos y
que g; fuese no vacio. n

A esto se debe que a los compactos Hausdorff en ocasiones se les denote como compactos totalmente
disconexos o cero-dimensionales de manera indistinta.

Lema 50. Sea X un espacio de Stone.

1) Si B C Clop(X) es una base para X cerrada bajo uniones finitas, entonces B = Clop(X).
1) SiY es un subespacio cerrado de X, entonces Clop(Y) ={anY : a € Clop(X)}.

) Siy, z son subconjuntos cerrados y disjuntos de X, existe un subconjunto clopen de X que separa y
de z, es decir, talquey Cay z C X\ a.

Ahora estamos preparados para probar la version topoldgica del teorema de representacién de Stone.

Recordemos que Ult B es el conjunto de todos los ultrafiltros de un dlgebra de Boole 8B y que la aplicacién
de Stone es un monomorfismo de dlgebras de Boole. En particular, s(8) es una familia de subconjuntos de
Ult B cerrada bajo intersecciones finitas y, por tanto, base de una topologia.

Definicion 51. Para un édlgebra de Boole B se define la topologia de Stone como la tinica topologia en Ult B
que tiene como base s(B).

Ult®B dotado de la topologia de Stone es el espacio de Stone o espacio dual o el espacio de los ultrafiltros
de 3.

Teorema 52 (de representacién de Stone, version topolégica). Toda dlgebra de Boole es isomorfa al dlgebra
de Ios clopen de un espacio de Stone. Mds concretamente, el espacio dual Ult8 de un dlgebra de Boole B8
es un espacio de Stone y la aplicacion de Stone s : 8 — P(Ult ) es un isomorfismo entre 8 y Clop(Ult B).

Demostracion. Sea 8B un algebra de Boole y X = Ult B su espacio dual. X es cero-dimensional puesto que
todos los elementos de la base s(a) son clopen, por ser X \ s(a) = s(—a). Ademas, X es Hausdorff, pues si
suponemos que F, G son dos ultrafiltros distintos de B, por la maximalidad de F podemos tomar a € F \ G.
Entonces, s(a) y s(—a) son entornos disjuntos de Fy G.

Veamos que X es compacto. Para ello, sea U un recubrimiento abierto de X. Bastard considerar el caso en
el que todo elemento de U es un elemento bésico; por ello, consideremos U = {s(a) : a € A}, con A C B.
Supongamos que X no posee subrecubrimiento finito; entonces, paran € Ny a,, ..., a,, € A se tiene que

s(a)) U ...us(a,) #X =s(1),

y, por tanto, a; V...V a, # 1y -a; A... Aa, # 0. De esto, se sigue que el conjunto -4 = {-a : a € A} tiene
la PIE Por el teorema 38, consideremos ahora F un ultrafiltro de 8 que contiene a =A. Entonces, para cada
a € Asetiene que ~a € F,a ¢ FyF ¢ s(a), lo cual contradice que U es un cubrimiento de X.

Por tanto, X es un espacio de Stone. Dado que la aplicacién de Stone s es un monomorfismo entre 8y
Clop(X), por el lema 50 1) se tiene que Clop(X) = s(8B) considerando B = s(8) la base de X. n

Definicion 53. Para un espacio de Stone X, llamamos 4lgebra dual de X a Clop(X). Para cada x € X, el
conjunto
t(x) ={A € Clop(X) : x € A}

es un ultrafiltro de Clop(X). Esto define la aplicacién de Stone

t: X - UltClop(X).

De este modo, vemos que el teorema 52 puede enunciarse de forma que establezca que toda dlgebra de
Boole es isomorfa a su bidual, esto es, al dlgebra dual de su espacio dual. Reciprocamente, todo espacio de
Stone es homeomorfo a su bidual.
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Teorema 54. Todo espacio de Stone es homeomorfo al espacio de Stone de un algebra de Boole. Mds
concretamente, para un espacio de Stone X, la aplicacion t : X — Ult Clop(X) es un homeomorfismo
entre X y Ult Clop(X).

Demostracion. Basta probar que ¢ es continua y biyectiva puesto que tanto X como Ult Clop(X) son espacios
Hausdorff y compactos.

Consideremos 2 = Clop(X). La continuidad de ¢ se sigue del hecho de que las preimédgenes de los conjuntos
basicos s(a), a € %, son abiertos: paraa € Ay x € X, se tiene x € t~1(s(a)) si y solo si t(x) € s(a) siy solo
sia € t(x) siy solo si x € a, de modo que t~!(s(a)) = a es clopen.

Para probar que ¢ es inyectiva, consideremos x e y puntos distintos de X. Dado que X es un espacio de
Stone, podemos tomar a € Clop(X) tal que x € ae y ¢ a. Por tanto, a € t(x) \ t(y).

Finalmente, para demostrar que ¢t es suprayectiva debemos considerar un ultrafiltro F € Ult Clop(X).
Como X es compacto y F es una familia de subconjuntos cerrados de X que posee la PIF podemos tomar
x € X de modo que x € a para cada a € F. Entonces, F C t(x) y, por la maximalidad del ultrafiltro F, se
tiene que F = t(x). [
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