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Estudio de una familia de curvas formadas inductivamente a partir de una construccién geométrica

1. Introduccion

Se cree que las secciones conicas fueron definidas por primera vez por el geémetra griego Menaechmus
(380-320 a. C.) como parte de su solucién al problema de duplicar el cubo. La definicién dada por Menaech-
mus difiere de la definicién actual de seccién cénica y es la siguiente. La seccién conica es determinada
por la interseccién de un cono con un plano perpendicular a una generatriz cualquiera de este cono. El
tipo de cénica definida dependerd del dngulo formado en el vértice del cono: si el &ngulo es obtuso, recto
o agudo la interseccién serd una hipérbola, una parabola o una elipse, respectivamente.

Mas tarde, Apolonio de Perga (262-190 a. C.) harfa un importante progreso en la teoria de las secciones
cénicas en su més famosa obra Sobre las secciones conicas. Este estudio de Apolonio hizo posible extender
la definicién anterior de Menaechmus a la usada actualmente. Demostré que, independientemente del
dngulo formado en el vértice de un doble cono, la interseccién de este con cualquier plano resulta en una
seccidn conica.

A principios del siglo xvi1, aparece la geometria analitica y se introducen los sistemas de coordenadas
en la geometria, por obra de personajes como Desargues, Kepler, Descartes y Fermat. Kepler empez6
a usar el termino «foco» de una parabola, y fue el primero en enunciar rigurosamente el concepto de
continuidad (el cambio continuo de una entidad matemadtica de un estado a otro) para tratar la pardbola
como el caso limite entre una elipse y una hipérbola cuando uno de los dos focos se va al infinito. Con
esta introduccién del término «foco» se da paso a una de las definiciones de la pardbola mas conocidas y
usadas actualmente: la pardbola es el lugar geométrico formado por los puntos del plano que estan a la
misma distancia de un punto llamado foco y una recta llamada directriz.

La definicién de pardbola que acabamos de ver es la base de este articulo, ya que es la definicién que ha
inspirado la pregunta siguiente: «;Cudl es la curva formada por los puntos equidistantes a una parabola y
a su foco?». Veremos mds adelante en el articulo que la respuesta a esta pregunta coincide con una parte
de una curva estudiada en finales del siglo xvi1 por Tschirnhausen, LHépital y Catalan.

Para estudiar esta curva, proponemos una definicién de un lugar geométrico, y, més tarde en el articulo,
veremos que esta definicién responde a la pregunta formulada en el parrafo anterior.

Definiciéon 1. Sea C una curva derivable en todos sus puntos', y sea F un punto coplanario con C pero
exterior a esta. Llamamos f(C, F) al lugar geométrico de los puntos que se obtienen haciendo para cada
P € Clainterseccion entre la mediatriz del segmento FP y la recta normal (o las rectas normales, si hay
mas de una) a la curva en el punto F.

Este articulo tendrd dos partes. En la primera parte analizaremos el lugar geométrico y = f(I', F) para
cualquier pardbola I' con foco F. En esta parte veremos la propiedad de equidistancia de la curva f(I, F)
al'y F, y veremos la similitud de la cibica de Tschirnhausen con y. En la segunda parte del articulo
estudiaremos la familia de curvas a las que llamaremos ¥, definidas de la siguiente manera: y, es una
linea recta arbitraria en el plano, y F un punto exterior a esta linea; entonces y, = f(y,—,, F) parak € N.
Observemos que, con esta definicion, y; = I.

Durante todo el articulo supondremos que estamos trabajando en el plano euclideo.

2. Lacurvay

Todas las pardbolas son semejantes, lo que significa que, dadas dos parabolas arbitrarias, siempre podemos
transformar una en la otra mediante transformaciones rigidas (traslaciones y rotaciones) u homotecias.
Entonces, sin perdida de generalidad, durante esta seccién trabajaremos con la forma general de la
parabola con el eje de simetria vertical, y = a(x — h)> + k, con k, h y a reales y a # 0.

1Una curva plana C es derivable en todo punto si admite unas ecuaciones paramétricas x = f(t), y = g(t) de modo que f(t)y
g(t) sean funciones derivables para todo .
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2.1. Ecuacion paramétrica de y

Para encontrar la ecuacién de y, usaremos la definicién 1. Consideremos una parabola I" de ecuacién
I': y = a(x — h)? + k. Es conocido que el foco de esta pardbola tiene coordenadas F = (h, k + 1/4a). Para
empezar, encontraremos la ecuacién de la mediatriz entre el foco y un punto P = (¢, a(t — h)? + k) de la
pardbola. Entonces, encontraremos la ecuacion de la linea normal a la pardbola en el punto P. Finalmente,
encontraremos la interseccion Q entre estas dos lineas rectas y, como sabemos que Q € y, basta con tratar
la variable ¢t del punto P como el pardmetro de la ecuacién paramétrica.

La ecuaci6n de la mediatriz entre Py F es
2 1)\ 2 2 2
o=+ (v = (ke 7o) = Co= 07 + (v = (ale = b + )’
La ecuaci6n de la recta normal a la pardbola en el punto P es la siguiente:

x—h

1
= aft — W) - ="
y=a(t—h) +k+2a+2a(h—t)'

Ahora, para encontrar el punto de interseccion de las dos rectas tenemos que resolver el sistema dado por
las ecuaciones de las dos rectas:

x—h 1
yzm-l-k-i-a(h—zt)z-l-%,
(x—h)2+(y—(k+i)) = (x— 0%+ (y — (a(t — h)? + K))2.

Resolviendo este sistema resulta que y es una curva de ecuaciones paramétricas derivables, con pardmetro
teR:

3 ; M- a®(t — h),

12a?(h — t)> + 8ak + 1
8a )

x(t) =

() =

2.2. Representacion grafica de y

Para conocer las propiedades de la curva, es importante conocer su representacion gréafica. Para hacerlo,
usaremos la parabola de ecuacién y = x?. Entonces, las ecuaciones paramétricas de la curva y respectiva a
esta pardbola son

3t
X(t)—z—t,
1262 + 1
y(t)=—8 ,

y la representacion de estas ecuaciones se muestra en la figura 1.

2.3. Propiedad de equidistancia de y

En esta seccién responderemos a la pregunta formulada en la introduccién: «;Cudl es la curva formada
por los puntos equidistantes a una pardbola y a su foco?» Demostraremos que la respuesta es una parte de
la curva y y veremos cudl es.

Observacién 2. Veamos en qué casos la construccion aplicada en dos puntos B = (t;, a(t; — h)> + k) y
B = (t,, a(t, — h)? + k) de la pardbola diferentes resulta en el mismo punto Q de la curva y. Cuando esto
pasa, tenemos que

x(t) = x(t),  y(t) = y(t2),

TEMat, 4 (2020) e-ISsN: 2530-9633 3



Estudio de una familia de curvas formadas inductivamente a partir de una construccién geométrica

-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5

Figura 1: Representacion gréfica de y con su respectiva pardbola y foco.

es decir,
g@fﬂ2+h—a%q-hfz§9§19+h—aag—hﬁ
12a*(h — t,)* + 8ak + 1 _ 12a*(h —t,)* + 8ak + 1
8a - 8a :

Resolviendo el sistema en funcién de ¢, y ¢,, sin perdida de generalidad, llegamos a que t, = h — \/§/2a y
t,=h+ \/§/2a. El punto resultante de aplicar la construcciéon en B, o en B es Q = (h, 5a/4 + k). El punto
Q es el inico punto con la propiedad que buscdbamos.

Si X(t) = (x(t), y(1)), derivando esta funcién en los puntos ¢, y t, vemos que la curva admite dos tangentes
distintas en el punto Q.

Definicion 3. Sean x(t) e y(t) las ecuaciones que definen la curva y para una pardbola genérica con
ecuacioén y = a(x — h)? + k. Definimos el bucle de la curva y como el conjunto de puntos (x(t), y(t)) tales

queh—\/§/2a <t<h++/3/2a

Nota 4. Debido ala observacién 2, tenemos que el bucle de y forma una curva cerrada, ya que es continua
y los dos extremos de la curva son el mismo punto.

Ahora enunciaremos y demostraremos dos lemas que usaremos en la demostraciéon de la propiedad de
equidistancia de y.

Lema5. Seal': y = a(x—h)*>+k, yseay la curva formada a partir de esta pardbola usando la definicion 1.
Separamos el plano real en dos semiplanos S, = {(x,y) € R? : x < h}y S, = {(x,y) € R? : x > h}.
Consideremos el punto P = (t,a(t — h)?> + k) y el punto Q de y obtenido al aplicar la construccién a P,
Q = (x(t), y(t)). Entonces, P y Q estdan en el mismo semiplano si y solo si Q forma parte del bucle de y.

Demostracién. Que Q pertenezca al bucle de y es equivalente a decir que a?(t — h)? < 3/4. La funcién x(t)
se puede reescribir como

Ao:a—hmg—&a—mﬁ+n

Asi, es facil ver que, sit < h, entonces x(t) < h siy solo si a®(t — h)? < 3/4, y andlogamente parat > h. =
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Lema 6. Consideremos la pardbolaT : y = a(x — h)? + k y los dos semiplanos S, y S, del lema anterior.
Sean P = (x;, y1) ¥y Q = (x5, ¥,) dos puntos diferentes de la pardbola I" en el mismo semiplano S;, con
X, ¥ x, diferentes a h. Las rectas 1, y 1, normales a la pardbola en los puntos P y Q, respectivamente, se
cruzan en el semiplano S;, con j # i.

Demostracién. Supongamos sin perdida de generalidad que tanto P como Q estédn en el semiplano S, y
que a > 0. Entonces, x; < h'y x, < h. También supongamos que x; > x,, asi que y; < y,. Decimos que
¥ +d =y, paraalgind > 0.

Figura 2: Diagrama de la construccién del lema 6.

Sean B y Q, los puntos de interseccién de las rectas normales 1, y r, con la recta x = h. Se puede calcular?
que B = (h,y, +1/2a) y Q, = (h, y; + d + 1/2a). De aqui deducimos que |FQ,| = d, y Q, estd por encima
de B.

Entonces, sea Qp = (x;, t) el punto de interseccion de la recta r, con la recta x = x;. Como Qp esta en el
segmento QQ,;, tenemos que y; +d <t < y; +d + 1/2ay, en consecuencia, |[PQp| > d = | Q,|, con Qp por
encima de P.

Finalmente, consideramos las dos rectas paralelas x = x; y x = h, y las intersecciones de estas dos rectas
conr yh, que son los puntos Py B,y Qp y Q;, respectivamente. Como |PQp| > |B Q,|, podemos aplicar el
teorema de Tales para concluir que 1, y %, se cruzan en el semiplano S,. n

Teorema 7. El bucle de la curva y construida a partir de la pardbolaI: y = a(x — h)? + k con foco F es el
Iugar geométrico de todos los puntos que estan a igual distancia de I' que de F.

Demostracién. Para demostrar este teorema, primero veremos que, si un punto cumple la propiedad de
equidistancia, entonces pertenece a y, y después hallaremos los puntos de y que satisfacen la propiedad.

Sea R un punto que no pertenece a la pardbola. Consideramos el circulo mas pequeio con centro R tal que
este circulo tenga algiin punto en comun con la pardbola. Llamamos P a uno de estos puntos en comuin
(si hay mds de uno, escogemos un punto arbitrario entre ellos). Como la pardbola es una funcién continua
y derivable, la circunferencia serd tangente a la pardbola en el punto P, lo cual implica que R pertenece a
la recta normal a I" en P. Como hemos considerado la circunferencia més pequefia posible, la distancia
de R a la pardbola es la misma que la distancia de R a P. Entonces, el punto R cumple la propiedad de
equidistancia solo si estd a la misma distancia de P que de F, o, lo que es equivalente, que R se halla en la
mediatriz entre P y F. Esto implica que R € y.

2Este calculo estd hecho en el trabajo original en el que estd basado este articulo [5].
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Figura 3: Diagrama de la primera parte del teorema 7.

Ahora hallaremos los puntos de y que cumplen la propiedad deseada. Sea A un punto de y. Sabemos
por la construccién de y que existe un punto B de la pardbola I tal que la recta normal a I"en By la
mediatriz del segmento BF se cortan en A. Entonces, como |BA| = |AF|, el punto A cumple la propiedad
de equidistancia si y solo si el punto de I' mds cercano a A es B.

Supongamos que A no pertenece al bucle de y. Por el lema 5, A y B no estdn en el mismo semiplano.
Entonces, B no puede ser el punto de I’ més cercano a A, ya que podemos comprobar que el punto B’,
simétrico a B respeto a la recta x = h, pertenece a I'y |[B'A| < |BA].

Ahora, supongamos que A pertenece al bucle de y. Si A es el punto medio entre Fy el vértice de la parabola,
A cumple la propiedad de equidistancia ya que es el tinico punto de y tal que su punto mds cercano de la
parébola es su vértice®. Entonces, supongamos que A es un punto del bucle diferente del punto medio
entre Fy el vértice. Por el lema 5, el punto B estd en el mismo semiplano que A; por el lema 6, B es el tinico
punto de este semiplano, excluyendo el vértice de la parabola, tal que la recta normal a I" en B pasa por A.
Entonces, |BA| es la distancia entre A y la pardbola, y hemos demostrado el teorema. (]

2.4, Semejanza de y con la cibica de Tschirnhausen

La cubica de Tschirnhausen[4], también llamada trisectriz de Catalan y ctibica de I'Hopital, es una curva
estudiada por Tschirnhausen en 1690 y por I'Hopital en 1696. Esta curva se caracteriza por las ecuaciones
paramétricas siguientes:

x = a(1 =382,

y= at(g - tz)r

y su ecuacion polar? es
7(6) = asec3(6/3).

3Es facil de comprobar, se deja como ejercicio al lector.

4Para representar un punto P en coordenadas polares usaremos P = (7, &), donde r es la distancia al origen y « el éngulo que
forma la parte positiva del eje X con PO, en sentido antihorario. Definimos la ecuacién polar de una curva como la distancia r en
funcion del dngulo o, r = f(@).
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Queremos demostrar que esta curva es semejante a la curva y; para ello, demostraremos primero los
siguientes dos lemas.

Lema 8. Todas las curvas y son semejantes. Esto significa que se puede transformar cualquier curva y en
otra usando solo transformaciones rigidas y homotecias.

Demostracion. Sabemos que todas las pardbolas son semejantes. Entonces, consideremos dos curvas y; y
¥, con sus respectivas pardbolas I'} y I',. Si aplicamos a todo el sistema formado por I'} y I, las transfor-
maciones necesarias para transformar la primera pardbola en la segunda, también transformaremos y;
en y, ya que la curva gamma estd formada por una construccién geométrica basada solo en la pardbola.
Entonces, todas las curvas y son semejantes. ]

Lema 9. Todas las ctibicas de Tschirnhausen son semejantes.

Demostracién. Sean 1, y 7, dos cubicas de Tschirnhausen, con ecuaciones polares 7;(8) = asec®(6/3) y
7,(8) = bsec®(6/3). Si aplicamos una homotecia a 7, de razén a/b y centro de homotecia en el origen de
coordenadas, obtendremos la curva 7;, asi que todas las ctibicas de Tschirnhausen son semejantes. u

Teorema 10. La ciibica de Tschirnhausen es semejante a y.

Demostracién. Usaremos los lemas anteriores para demostrar que las dos curvas son similares. Demostra-
remos que la ciibica de Tschirnhausen para un valor concreto de a es semejante a una curva y concreta.
Escogeremos la ctibica de Tschirnhausen con a = 1/8, y la curva y con pardmetrosa = 1, k = h = 0.
Transformaremos la ctibica de Tschirnhausen en y a partir de transformaciones rigidas. Primero usaremos
una rotacién de 90°, y més tarde una translacion.

Para hacer la rotacién, multiplicaremos las coordenadas de la ecuacién paramétrica por la matriz de

rotacion:
c0s90° —sen90°

(%(1 —31), %t(g h tz))( sen90°  cos 90° ) - (%t(s -t %(‘%2 - 1))'

Podemos hacer el cambio de variable t = 2s para obtener que
1 2
XxX=— -5, y=§(12s —1)).

Ahora, aplicamos la translacién dada por el vector v = (0, 1/4) a la curva. Nos quedan las siguientes
ecuaciones:
3s 125> + 1
X = Z -5, y= —8 .
Como podemos ver, estas ecuaciones paramétricas son las correspondientes a la curva y con pardmetros
a=1,k=h=0,asi que, si tenemos en cuenta los dos lemas anteriores, el teorema estd demostrado. =

3. Generalizacion de la curva y

En la seccién anterior hemos hablado de la cibica de Tschirnhausen, intentando responder la pregunta
de la equidistancia que hemos planteado en la introduccién. Para responder a esta pregunta, hemos dado
una construccién geomeétrica en la definicién 1. En esta tercera seccion generalizaremos el concepto de
curva y tal y como hemos mencionado en la introduccién.

Recordemos que F = (0, 0), 5 : ¥y = =1y % = f(#-1, F). A continuacién demostraremos las siguientes
tres propiedades de la curva y; (para k > 1):

1. Sea R un punto cualquiera de la directriz y,. Para cada punto B,_; (k > 1) que pertenece a la curva
¥%—1, lamamos B, al punto resultante de aplicar la construccién explicada en la definicién 1 en el
punto B,_,. Entonces, si A = (0, —1), la siguiente relaciéon de dngulos se cumple:

ZAFB, = £B,_,FR,.
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2. La ecuacion polar que define a la curva y es la siguiente:

k+1
1
7(®) 2(—) -
2005 (5527

3. La mediatriz entre los puntos B,_; y F es tangente a la curva y en el punto K.

Haremos juntamente la demostracién de estas tres propiedades. Serd una demostracién por induccién
fuerte, donde la hipétesis inductiva serd suponer que las tres propiedades mencionadas se cumplen para
los nimeros naturales menores o iguales que k.

Demostracion.

Caso base.

Demostraremos el caso base para k = 1. Recordemos que A = (0, —1). El punto R, pertenece a la recta
% : y = —1. Definimos a R con el 4ngulo a que forma el segmento FR) con el segmento FA.

Figura 4: Diagrama de la construccién utilizada para caso base.

Como podemos ver en la figura 4, el punto B es la interseccién entre la mediatriz de FR y la perpendicular
ay, en el punto R). Ya que el &ngulo £FAR) es recto, ZARF = 90° — a y £FRP, = «. Entonces, como B estd
en la mediatriz de PF;, sabemos que ZRFP, = a, lo que demuestra la primera propiedad para el caso base.

Definimos A’ como el punto medio de FR. Sabemos que |FA| = 1, asi que |[FR| = 1/cosa. Entonces,
|FA'| = |FR|/2 = 1/(2cosa) y, si nos fijamos en el tridngulo rectangulo /\FA'P, vemos también que
|FR| = |FA'|/cosa = 2(1/(2cosa))?. Llamaremos 6 al angulo que define el punto P, en forma polar.
Entonces, 2a = £ZAFB, = /2 + 6, de lo que deducimos que « = (6 + 11/2)/2. Finalmente, escribimos la
férmula para la distancia |FB| en funcién del dngulo 6, que coincide con la ecuacién polar de y;:

2
1

=2 ———=< | -

n(®) 2(2C08(6+27r/2))

La segunda propiedad estd demostrada para el caso base.

Sabemos que y; es una pardbola, y es conocido que la mediatriz entre el foco de la pardbola y cualquier
punto de su directriz es tangente a la pardbola, asi que la tercera parte de la hipétesis inductiva también
se cumple.

8 https://temat.es/
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Paso inductivo.
Supongamos que las tres propiedades estin demostradas para todo entero entre 1y k, los dos incluidos.
Ahora las demostraremos para k + 1.

Figura 5: Diagrama de la construccién usada en el paso inductivo.

Sabemos por la tercera propiedad de la hipétesis inductiva que la mediatriz entre F,_; y F es tangente a
la curva y en el punto F. Entonces, la recta perpendicular a esta mediatriz en el punto E, serd la recta
normal a la curva y, que necesitamos para encontrar el punto B, ; a partir de la construccién ya definida.
El punto R, es la interseccion entre esta recta normal y la mediatriz entre B, y F.

Llamamos Q y R a los puntos medios de los segmentos F,_,F y BF, respectivamente, como podemos
observar en la figura 5. Por la primera propiedad de la hipétesis de induccién, £B,_;FB, = a. Como £B.QF
es recto, tenemos que £FB.Q = 90° — a, 2B, 1B F = ay, finalmente, RFE.,, = «, lo cual demuestra la
primera propiedad para k + 1.

Recordemos que o = (6, + m/2)/2, donde 6, es el dangulo que FR forma con el eje de abscisas. En conse-
cuencia, 6; = 2a — m/2. Sillamamos 6 al dngulo que FE, forma con el eje de abscisas, podemos afirmar
que 6 = 6, + (k — 1)a ya que, por la primera propiedad de la hipétesis, «B,_,FB, = a para todo n natural
menor que k + 1. Entonces, 6 = (k + 1)a — /2. En consecuencia, también sabemos que FF,, forma un
dngulo de valor a(k + 2) — /2 con la parte positiva del eje de abscisas. Por la segunda parte de la hipétesis
de induccién, sabemos que

k+1
1
FB|=n0) =2 —————— .
IFR| = 7(6) (ZCOS(QW))

k+1
Si aplicamos el cambio de variable 6 = a(k + 1) — /2, tenemos que
P 1 k+1
IFR = 7 (a(k+ D= E) B 2<2(:osoc> '

Tenemos que |FR| = |FB|/2 vy, considerando el tridngulo rectdngulo /\FRB,,,, sabemos que |FB,,| =
|FB|/(2 cos ). Entonces,

Wi (alk+1) = F) =2( 1 )k+2

T
Yiew (@l +2) = 2 ) = [FRy| = = T

Si ahora deshacemos el cambio de variable a = (6 + 7/2)/(k + 2), tenemos que

k+2
1
Yier1(6) = 2(—@+n/2) :
2cos(75°)

Por lo tanto, la segunda propiedad ha sido demostrada para k + 1.
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Para finalizar esta demostracién nos falta demostrar la tercera propiedad para k + 1, que dice que la
mediatriz entre los puntos F, y F es tangente a la curva y,, en el punto B ,. Lo demostraremos de la
siguiente manera. Sabemos que la mediatriz de B.Fy ¥, se intersecan en el punto B, por la construccién
que hemos definido. Entonces, tenemos que ver que las derivadas de las dos curvas tienen el mismo valor
en el punto B, ;.

El punto B, en funcién del 4ngulo « en coordenadas polares es (2(1/(2 cos @))**!, a(k + 1) — m/2).

Sabemos que la ecuacion polar de una recta r es r(8) = asec(f — f3,), donde a es la distancia minima de r
al origen y 3, es el &ngulo que forma la perpendicular a  que pasa por el origen con el eje de las X positivo.
Ya que el dangulo que forma FE, con el eje de abscisas positivo es a(k + 1) — 7/2 y la distancia minima a la
recta es 2(1/(2 cos a))**!, la ecuacion polar de la mediatriz es

1 k+1
(Zcosoc)

m(®) = cos(6 — (alk + 1) — /2))"

La derivada de la mediatriz respecto a 6 es, entonces,

1 )k“ sen(6 — (a(k + 1) — 1/2)

m' () = (2cosoz cos2(0 — (a(k + 1) — /2)’

y el valor de la derivada en el punto B, ;, que esta definido por el d&ngulo 6 = a(k + 2) — /2, es
k+1

sen (o)
cos?(a)’

m'(a(k +2) — 1/2) = (2 Ccl)sa)

Ahora derivamos la curva ., (6) respecto a 6:

L\ sen ()
)

Yer1 (6) = ( 0+7/2 6 :
2 +71/2
ZCOS( k+2 cos ( k+2 )

Finalmente, el valor de esta derivada en el punto B, es
k+1 sen(a)
cos?(a)’

1
Vi (alle +2) = /2) = <2cosoc>

Como las dos derivadas en el punto B, tienen el mismo valor, sabemos que la mediatriz es tangente a
%+1> 1o que demuestra la tercera propiedad y concluye la demostracion. (]

Entonces, la curva y, tiene la ecuacioén polar siguiente:

k+1
1
W) = 2(—) -
2.c0s (%57°)

Observacion 1. Es fécil ver que la curva polar y, tiene periodo 2n(k + 1), ya que cos x tiene periodo 27. El
valor minimo de |y (8)| es adoptado cuando®

(9+Tc/2
S

T
i1 )—il = 9——§+nrc(k+l), nez,

y la curva no estd definida para

0+ m/2 s 1
Os<k—+1)_0=}6_—§+(n+§>7'[(k+1), neZz.

SEl punto en coordenadas polares (6, r) para r < 0 se define como el punto simétrico a (8, —r) respeto el origen de coordenadas.
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Definicion 12. Llamaremos ala negativa de y, a la curva
1
%), e (—g + (n - E)n(k +1), =2 + nmlk + 1)]

para todo n € Z.
Llamaremos ala positiva de y, a la curva

e

> + nn(k + 1), —g + <n+ %)Tc(k + 1))

w©. oe|

para todo n € Z.

Se deja como ejercicio para el lector ver que cualquier punto de y, pertenece a una de las dos alas.

3.1. La curva y, como espiral sinusoidal
Una espiral sinusoidal es una curva de la forma
r"* = a" cos(nb),

donde na # 0 con n racional y a real. Si escogemosn = —1/(m + 1), a = 1/2™ y 6 = a + 1/2, con m natural,

tenemos la siguiente curva:
m+1
1
r=2 <—) .
a+m/2
2c0s(57)

Entonces, podemos concluir que las curvas ¥, forman parte de la familia de las espirales sinusoidales, en
concreto las espirales en que n = —1/m con m natural.

3.2. Representacion grafica de y;
Ahora que hemos demostrado la ecuacion polar de la curva y, podemos representarla en el plano cartesiano,
como veremos en la figura 6.

Esta figura estd hecha con la calculadora gréfica Desmos [2]. Esta calculadora ha sido muy util para
enunciar las propiedades de la curva ¥, sobre todo para las siguientes secciones del articulo. En el enlace
de la bibliografia se puede ver la representacién de la curva y, para cualquier k y una ayuda visual para la
secci6n 3.4.

3.3. Intersecciones de y, con el circulo r(6) = 2

Observando la figura 6, vemos que las curvas ¥, cruzan el circulo r(68) = 2 en unos dngulos concretos. El
teorema 13, ademads de ser interesante como propiedad, serd ttil en la seccién 3.4.

Teorema 13. Hay seis posibles puntos de interseccion de y, con la circunferencia centrada en el origen de
radio 2.

Demostracién. Para demostrar este teorema determinaremos los dngulos 6 tales que y,(6) = £2 para cada
valor de k. Aislaremos 6 de la ecuacién siguiente:

k+1
2 (++m> =*2
2c0s(%37)

La expresion anterior es equivalente® a

(9+7I/2) 1
— )=+
k+1 2

6Esto se puede comprobar ficilmente haciendo un anélisis por casos.

TEMat, 4 (2020) e-ISsN: 2530-9633 11



Estudio de una familia de curvas formadas inductivamente a partir de una construccién geométrica

N /

/

_—]
\

/

!

en violeta punteado.

\
Figura 6: Podemos ver y; en negro, », en 10jo, y;3 en naranja, y, en violeta, 3 en azul, % en verde oscuro y 3,

Ahora consideramos dos casos:

. O+7/2
k+1

T .
= mn + 3 para cualquier n € Z.
Si aislamos 6 tenemos que

6= —g + n(k + 1)(n+ l).
valores de ¢ enteros.

Como k y n son enteros, concluimos que los dngulos resultantes son de la forma ¢/3 — /2 para

o Otm/2
k+1

Los puntos definidos por estos dngulos pertenecen a el ala positiva de ¥, ya que

T .
= mn — 3 para cualquier n € Z.
Hacemos lo mismo en este caso:

Ik + 1)<n+—)e [—§+m'c(k+ 1), —§+<n+%)n(k+ 1))-

6=-2 +nk+1)(n-3).
para ¢ entero.

Igual que en el caso anterior, los valores de los &ngulos que buscamos son de la forma 6 = n¢/3 — /2

Y, andlogamente, los puntos definidos por estos dngulos pertenecen a el ala negativa de .
y estos son

Concluimos que solo hay seis dngulos para los que la curva y, puede intersecar la circunferencia de radio 2,
12
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3.4. y, cuando k tiende a infinito

Explorando la curva y; para diferentes valores de k en la web Desmos [2], es facil darse cuenta que, para
valores de k suficientemente grandes, las alas de y, forman espirales. En esta seccién veremos cudl es la
espiral a la que cada ala de y, se aproxima cuando k tiende a infinito.

Como dice la intuicién y puede ser demostrado facilmente, las dos alas de la curva y, son simétricas
respeto el eje vertical. Entonces, sin pérdida de generalidad, estudiaremos el ala positiva de y.

Para k muy grande, vemos que los valores que adopta y,(6) son arbitrariamente pequeiios alrededor
de 6 = 0. Para resolver este problema y poder trabajar mejor con el ala positiva de y, para cualquier k,
definiremos una rotacién’ 7 de y, definida con la relacion 7.(0) = (0 + n(k + 1)/3 — n/2), tal que la
interseccion de el ala positiva de ¥ con la circunferencia r(6) = 2 se encuentre en el eje de abscisas:

k+1
1
7 (0)=2| ——— M8 —— .
7(©) (Zcos(“+ o ))

37 k¥l
La curva 7, es similar a la curva y; ya que es una rotacién de ella, y podemos ver que #,(0) = 2 para todo k.

Finalmente, podemos calcular el limite cuando k tiende a infinito,

k
1
lim %) = lim 2| ———— | .

Usando que cos(a + b) = cosacosb — sen a sen b, tenemos que

k
1
lim #(6) =2 lim | ———— | .
k=co k= \ cos % —/3sen %
Es conocido que, si lim,_, f(x) = 1y lim,_, g(x) = oo, entonces lim,_, f(x)¢® = lim,_, el/®)~Dg(x),
Usando esta propiedad,

R i R
Hm }716(8) =2 lim e(cos(@/k)—ﬁsen(@/k) 1>k — Zehmk_’oo(cos(@/k)—ﬁsen(@/k) l)k.
k—co k—co0
Trabajando con el limite del exponente y simplificando, tenemos que

lim ﬁ—l k:limk(l—cosg)+limk<\/§seng)=0+\/§6
k—oo COSE—\/§senE k—oo k k— oo k

Entonces, podemos concluir que
lim 7.(6) = 2eV39.
k—co

La curva en forma polar r(6) = ae®® con a, b reales diferentes de 0 es una espiral logaritmica. Por lo tanto,

cuando k tiende a infinito, las dos alas de la curva y, se aproximan a dos espirales logaritmicas de la forma
r(0) = +2eV3(-a), para algin « real.

"En coordenadas polares, el punto (r, 0) representa una rotacién respeto el origen de coordenadas del punto (r, 6 + ).
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