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Resumen: En el presente trabajo asociamos a los tamarios de las clases de con-
jugacién de un grupo finito G el denominado grafo primo A(G): los vértices son
los ntimeros primos que dividen a algiin tamafo de clase de G, y dos primos p
y q forman una arista si pq divide a algiin tamafio de clase. Nuestro objetivo en
este articulo es doble: por un lado, mostrar algunos resultados bésicos en esta drea
de investigacion, y por otro lado, demostrar un bonito e importante teorema de
S. Dolfi sobre la inexistencia de conjuntos independientes de tres vértices en este
grafo cuando G es resoluble; es decir, dados tres vértices en A(G), siempre existen
al menos dos de ellos conectados.

Abstract: In this paper we attach to the set of conjugacy class sizes of a finite group
G the so-called prime graph A(G): the vertices are the prime numbers that divide
some conjugacy class size of G, and two primes p and q form and edge whenever
pq divides some class size. Our objective in this note is twofold: on the one hand,
to show some basic results within this research area; on the other hand, to prove a
nice and important theorem due to S. Dolfi about the non-existence of independent
sets of three vertices in this graph when G is soluble; that is, given three distinct
vertices of A(G), there always exist at least two of them which are connected.
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Grafo asociado a los tamarios de las clases de conjugacién de un grupo finito

1. Introduccion

En el presente trabajo, todos los grupos considerados son finitos. El estudio de la relacién existente entre
ciertos niimeros naturales asociados a un grupo y su estructura es un amplio tema de investigacion
dentro de la teorfa de grupos finitos. Concretamente, los tamafios de las clases de conjugacién han tenido
una especial relevancia en las tltimas décadas. En el articulo de Ortiz Sotomayor [9] se muestra una
introduccion preliminar a esta drea, estudidndose c6mo algunas propiedades aritméticas concretas de los
tamarfios de clase controlan la estructura del grupo.

En esta linea, diversos autores estdn considerando recientemente un novedoso enfoque: grafos asociados
a los tamafios de clase de un grupo G. Uno de los grafos que mads interés estd teniendo es el denominado
grafo primo A(G), donde el conjunto de vértices V(G) son los ntimeros primos que dividen a algin tamafio
de clase de G, y el conjunto de aristas E(G) estd formado por pares {p, q} de vértices p y q tales que su
producto pq divide a algin tamafio de clase.

Dentro de este contexto, dos preguntas naturales que surgen son las siguientes: dado un grafo primo
asociado a los tamarios de clase un grupo G, ;qué podemos decir sobre la estructura de G? Y ;qué grafos
ocurren como grafos primos asociados a los tamanos de clase de G? Respecto a la primera pregunta
veremos que, por ejemplo, un grafo primo A(G) no contiene como vértice a un primo divisor del orden de
G siy solo si G tiene un p-subgrupo de Sylow contenido en su centro. También veremos que si dos vértices
py q no son adyacentes en A(G), entonces G tiene p-subgrupos de Sylow abelianos o g-subgrupos de Sylow
abelianos, entre otras propiedades. No obstante, el principal resultado que probaremos en este trabajo
responde a la segunda de las preguntas planteadas anteriormente. Antes de enunciarlo, recordamos que
un conjunto independiente de un grafo G es un subconjunto 7z del conjunto de vértices tal que ningtn par
de elementos de 7 son adyacentes en G.

Teorema A. Si G es un grupo resoluble y p, q y r son tres niimeros primos distintos tales que {p, q,r} C
V(G), entonces al menos dos de ellos forman una arista en A(G). En particular, A(G) no contiene conjuntos
independientes de tres vértices.

Este célebre teorema fue probado inicialmente por S. Dolfi [3, Theorem 16]. Sin embargo, algunos afios
mads tarde el mismo autor solucioné algunos errores que habia en su prueba [4]. Ademds, Dolfi [4] también
proporcioné una demostracién del mismo resultado eliminando la hipétesis de la resolubilidad del grupo,
aunque haciendo uso de la clasificacién de los grupos finitos simples. Sefialamos también que la prueba
del teorema A que presentamos en este articulo utiliza algunos razonamientos alternativos respecto de la
original dada por Dolfi [3] y corregida posteriormente [4].

El teorema A tiene importantes consecuencias. La primera de ellas es que, en cierto sentido, el grafo
A(G) tiende a poseer muchas aristas. Otras dos consecuencias inmediatas que se desprenden de dicho
resultado vienen dadas en el corolario que aparece a continuacién. Recordamos primeramente algunas
definiciones que aparecen de la teoria de grafos. Una componente conexa de un grafo G es un subgrafo #
donde todo par de vértices estdn conectados por algiin camino y no hay aristas entre J y el resto del grafo
G. El didmetro de un grafo es la maxima distancia entre dos de sus vértices. Un grafo es completo cuando
todo par de vértices estdn unidos por una arista.

Corolario B. Sea G un grupo resoluble. Entonces, el nitimero de componentes conexas de A(G) es a lo
sumo 2. Ademas,

¢ si A(G) es conexo, entonces su didmetro es a lo sumo 3;

* si A(G) es disconexo, entonces tiene dos componentes conexas que son grafos completos.

Hemos mencionado anteriormente que el teorema A es cierto sin la hip6tesis de la resolubilidad de G
debido al trabajo de Dolfi [4], luego el corolario B se cumple realmente también para cualquier grupo G.
Sin embargo, este hecho ya era conocido [3, Remark 8, Theorem 17] incluso antes de publicarse el trabajo
de Dolfi [4].

Recordemos que, dado un grafo G, el grafo complementario G es el grafo que tiene el mismo conjunto
de vértices que Gy dos vértices forman una arista en G si y solo si no forman una arista en G. En otras
palabras, es el mismo grafo pero con las aristas intercambiadas.

102 https://temat.es/


https://temat.es/

Sotomayor

Asi pues, el principal teorema de Dolfi [4] puede reescribirse como sigue: para cualquier grupo G, el grafo
A(G) no contiene ciclos de longitud 3. Recientemente, en el trabajo conjunto entre Dolfi, Pacifici, Sanus y
Sotomayor [5], se ha probado que dicho teorema admite una versién mucho méas general: el grafo A(G) no
contiene ciclos de longitud impar. Este tipo de grafos se llaman también grafos bipartitos, es decir, grafos
cuyos conjuntos de vértices pueden dividirse en dos conjuntos independientes disjuntos de tal forma que
toda arista une a un elemento de cada conjunto. Observemos que estos subconjuntos de vértices (llamados
cliques) inducen subgrafos completos en A(G), luego dicho teorema nos dice que el grafo A(G) contiene
dos cliques disjuntos cuya unién es V(G). Por tanto, el segundo caso del corolario B se corresponde con la
situacién de dos cliques no conexos entre si, mientras que en el primer caso existe alguna arista entre
ambos cliques. Como consecuencia directa de los razonamientos anteriores, podemos afirmar que los
grafos de la figura 1 no son posibles grafos A(G) para ningtn grupo G.

{ @
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S/ VY .
(a) El grafo complementario (b) Consta de dos componentes conexas, (c) Es un conjunto indepen-
es un ciclo de longitud 5. pero una no es completa. diente de tamario 3.

Figura 1: Grafos que no ocurren como A(G) para ningtin grupo G.

Finalmente, destacamos que en el articulo recopilatorio de Lewis [8] puede encontrarse una excelente
coleccidon de resultados, aparte de los aqui presentes, sobre diversos grafos asociados a diferentes conjuntos
de ntimeros naturales relativos a un grupo. Notemos que dicho trabajo fue publicado en 2008, por lo que
muchos resultados que han sido probados en esta tltima década no aparecen en él.

La estructura del articulo es la siguiente: en las secciones 2 y 3 exponemos algunos resultados previos
genéricos de la teoria de grupos y especificos de tamanos de clase, respectivamente. Dichos resultados
serdn necesarios para demostrar el teorema A en la seccién 4, mientras que la tltima seccién la dedicamos
a la prueba del corolario B.

Notacion. Utilizaremos notacién y terminologia estdndar del contexto de la teoria de grupos finitos, las
cuales siguen principalmente los libros de Doerk y Hawkes [2] y Isaacs [6]. No obstante, recordamos a
continuacion los principales conceptos que apareceran frecuentemente. Para un grupo G, sea x° la clase de
conjugacién de un elemento x € G, es decir, x® = {x9| g € G} = {g~'xg | g € G}. El tamafio de este conjunto
lo denotaremos por |x¢|. El conjunto de primos divisores de un niimero natural n lo denotaremos por 7(n).
En particular, 7(G) es el conjunto de primos divisores del orden de G. Para un ntimero primo p, escribiremos
Syl, (G) para denotar al conjunto de p-subgrupos de Sylow de G. Usaremos Z(G) para referirnos al centro
de un grupo G. Si H y K son subconjuntos de G, entonces el centralizador y normalizador en K de H los
denotaremos por Cx(H) y N (H), respectivamente. Escribiremos (H,, H, ..., H,) para referirnos al menor
grupo que contenga a los subgrupos H;, H,, ..., H,. Si N es un subgrupo normal de G, escribiremos N < G.
Finalmente, usaremos la notacion < y < para la inclusion e inclusién propia de subgrupos, mientras que
C y C seran inclusién e inclusién propia de subconjuntos, respectivamente.

2. Preliminares de grupos
Comenzamos esta seccion recordando de manera breve algunos conceptos y propiedades bdsicas de la
teoria de grupos.

Dado un grupo G, la célebre identidad de Dedekind afirma que, si U, V'y W son subconjuntos de G tales
que V C U, entonces UN VW = V(U N W).

TEMat, 4 (2020) e-ISsN: 2530-9633 103



Grafo asociado a los tamarios de las clases de conjugacién de un grupo finito

Diremos que un subgrupo H es caracteristico en G, y escribiremos H car G, si ¢(H) = H para cualquier
automorfismo ¢ de G. Es fécil ver que todo subgrupo caracteristico es normal ya que la conjugacién es un
caso particular de automorfismo de un grupo. Ademds, si H, car H, < G, entonces H; < G.

Dados dos elementos a, b € G, definimos el conmutador de ay b como [a, b] := a~'b~lab. Si A y B son
dos subgrupos de G, entonces [A, B] :=([a,b] | a € A, b € B) < G. En particular, G’ := [G, G] es el subgrupo
derivado de G, el cual es caracteristico en G. Notemos que a € Cg(b) es equivalente a [a,b] =1,y G =1
si'y solo si G es abeliano. Analogamente, se define G := [G’, G'] y, en general, G® := [GU~D, G(-D]. Es
facil ver que un grupo es resoluble si y solo si existe un ntimero natural n tal que G = 1. Un par de
sencillas propiedades de los conmutadores que serdn ttiles son las siguientes.

Lema1([2, A - Lemma 7.4 (a-c)]). Sean A y B dos subgrupos de un grupo G y N un subgrupo normal de
G. Entonces,

1. [A,B] =[B,A] <(A,B);

2. [A,BI[N/N =[AN/N,BN/N].
Sea P un p-subgrupo de Sylow de G para un primo p. Definimos el subgrupo p-radical O,(G) de G como
la interseccion de todos los conjugados de P en G. Claramente, O,(G) es un p-subgrupo normal de G.
De hecho, es el mayor p-subgrupo normal de G, ya que cualquier otro p-subgrupo normal de G estara

contenido en todos los conjugados de P por el segundo y el tercer teorema de Sylow. De manera anéloga,
definimos el subgrupo O,/(G) como el mayor subgrupo normal de G cuyo orden es no divisible por p.

Un grupo es nilpotente si es el producto directo de sus subgrupos de Sylow. El subgrupo de Fitting F(G) de
G es el producto de los subgrupos p-radicales de G para cada primo p. Como todos ellos son normales
en Gy tienen interseccidn trivial, en particular forman un producto directo, luego F(G) es un subgrupo
nilpotente y normal en G. Sea N un subgrupo nilpotente y normal en G. Observemos que O,(N) es el
tnico p-subgrupo de Sylow de N por el segundo teorema de Sylow, luego O,(N) car N < G. Se sigue que
0,(N) < 0,(G) para cada primo p, luego N < F(G) y por tanto F(G) es el mayor subgrupo normal y
nilpotente de G.

La interseccién de todos los subgrupos maximales de G es el subgrupo de Frattini ®(G) de G, el cual es un
subgrupo caracteristico de G. Las principales propiedades del subgrupo ®(G) son las siguientes.

Lema 2. SiG esun grupo, entonces se cumplen las siguientes propiedades:

Si H £ G tal que G = H®(G), entonces G = H.

(Argumento de Frattini) Si N < G y P € Syl, (N), entonces G = NNg(P).
®(G) es un subgrupo nilpotente. En particular, ®(G) < F(G).
SINJGyU<XG tal que N < ®(U), entonces N < ®(G).

Si N < G, entonces ®(N) < ®(G).

Si G es p-grupo y ®(G) = 1, entonces G es abeliano.

oA WD

Demostracién. 1. Supongamos por reduccidn al absurdo que H < G, luego existe un subgrupo maximal M
de G tal que H < M. Pero ®(G) < M por definicion, luego H ®(G) < M < G, lo cual contradice la hip6tesis
G = H®(G).

2.Sea x € G. Entonces P* < N* = N porque N es normal en G. Como |P*| = |P|, entonces vuelve a ser
un p-subgrupo de Sylow de Ny, por el segundo teorema de Sylow, existe y € N tal que P* = PY. Asi,
xy~! € Ng(P). Como x = (xy~ 1)y y x era arbitrario, concluimos que G = Ng(P) N.

3. Si P € Syl, (®(G)), como ®(G) es normal en G, entonces por el argumento de Frattini tenemos que
G = ®(G)Ng(P). Por el punto 1 deducimos que G = Ng(P), luego P es normal en G y, en particular,
en ®(G), para cada primo p. La ultima afirmaciéon se debe a que F(G) es el mayor subgrupo normal y
nilpotente de G.

4. Supongamos que N  ®(G), por lo que existe un subgrupo maximal M de G tal que N £ M. Entonces,
M < MN £ Gy, por maximalidad de M, deducimos que G = MN. Por tanto, usando la hipétesis N < ®(U)
y la identidad de Dedekind, tenemos que U = UN G = U N MN = N(U n M). Consecuentemente,
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U=NUnM)<®U)UnNM),luego U = U N M por la propiedad del punto 1. Asi, N < U < M, lo cual es
una contradiccion.

5. Como ®(N) car N < G, entonces ®(N) < G. Aplicando el punto 4 con Ny ®(N), obtenemos la tesis.

6. Sea M un subgrupo maximal arbitrario de G. Entonces, M es normal en Gy |G : M| = p. Se sigue
que G/ M es abeliano, luego usando el lema 1 (2) deducimos [G/M, G/ M] = [G,GIM /M = 1. Por tanto,
G’ < M, para todo M maximal de G. Se sigue que G’ < ®(G) = 1, luego G es abeliano. L]

La estructura de los normales minimales resolubles de un grupo G serd utilizada frecuentemente en la
prueba del principal teorema del trabajo. En este sentido, el sencillo resultado que viene a continuacién es
fundamental. Es una de las razones por las cuales imponemos la hipétesis de resolubilidad del grupo en el
teorema A.

Lema 3. Sea N un subgrupo normal minimal resoluble de un grupo G. Entonces, N es abeliano y |N| es
una potencia de primo.

Demostracion. Como N es resoluble, entonces existe un niimero natural n tal que N = 1. En particular, el
subgrupo derivado N’ < N. Pero N’ car N < G, luego N’ < G. Como N es normal minimal de G, deducimos
que N’ = 1y N es abeliano. En particular, N es nilpotente. Si p y g son dos primos divisores de |N|, entonces
O, (N) y O4(N) son subgrupos de Sylow de N tnicos. Luego son caracteristicos en N < G. Se sigue que
ambos son normales en Gy, por la minimalidad de N, deducimos que solamente uno de ellos puede ser
igual a N. Por tanto, |N| es una potencia de primo. ]

El subgrupo de G generado por sus normales minimales es el subgrupo socle Soc(G). Como dos normales
minimales distintos tienen interseccion trivial, es facil ver que Soc(G) es el producto directo de un sub-
conjunto de normales minimales de G. En particular, si G es resoluble, el subgrupo Soc(G) es abeliano por
el lema 3. De hecho, se cumplen las siguientes importantes igualdades, que serdn de mucha utilidad en
la demostracién del teorema A. La prueba utiliza técnicas elementales pero no es inmediata, luego sera
referida.

Lema 4 ([2, A - Theorem 10.6 (c) (ii)]). Sea G un grupo resoluble. Entonces,
F(G/®(G)) = F(G)/ ®(G) = Cg,9(c)(F(G) / ®(G)) = Soc(F(G)/ ®(G)).

Una situacion significativa que aparecerd en numerosas ocasiones en el resto del trabajo es la siguiente.
Diremos que un subgrupo A de un grupo G es complementado en G si existe un subgrupo H tal que G = AH
con AN H = 1. En particular, si un p-subgrupo de Sylow de G es complementado por un subgrupo normal
de G, diremos que G es p-nilpotente.

A continuacidn, presentamos algunos resultados preliminares que serdn necesarios para el resto del
trabajo. Para agilizar la lectura, algunas de las pruebas seran referidas. El siguiente resultado se le atribuye
a Gaschiitz y nos da una condicién suficiente para que un subgrupo normal abeliano sea complementado.
Aunque es un resultado clésico en la teoria de grupos, incluimos su corta demostracion.

Lema 5. Si A es un subgrupo abeliano normal de un grupo G tal que A n ®(G) = 1, entonces A es
complementado en G.

Demostracion. Sea H un subgrupo de orden minimo dentro del conjunto no vacio {T < G : G = TA}.
Como A es abeliano y normal en G, entonces H N A es centralizado por A y normal en H. Por tanto,
HnA <AH = G. Supongamos que H N A no estd contenido en ®(H). Entonces, existe un subgrupo
maximal M de Htalque HN A ;{ M, luego M < M(H n A) < H. Por maximalidad de M en H, tenemos
que H = M(HNA). Como HNA < A, entonces G = HA = M(H N A)A = MA con |M| < |H]|, lo cual
contradice la minimalidad de H. Deducimos que H N A < ®(H) y usando el lema 2 (4) obtenemos que
HNALAN®G) =1. n

El préximo resultado también proporciona una condicion suficiente para que un subgrupo normal sea
complementado. Se trata del célebre teorema de Schur-Zassenhaus.

Teorema 6 ([2, A - Theorem 11.3]). Sea A un subgrupo normal de un grupo G tal que |A| y |G/A| son
coprimos. Entonces, A es complementado en G.
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En particular, el teorema de Schur-Zassenhaus determina una condicién suficiente para que un grupo G
sea p-nilpotente. La siguiente proposicién también va en esta linea y es un resultado cldsico de Burnside.

Proposicion 7 ([6, Theorem 9.13]). Sean G un grupo y P un p-subgrupo de Sylow de G. Si P < Z(Ng(P)),
entonces G es p-nilpotente.

Como aplicacién del teorema 6 también mostramos la siguiente interesante propiedad del subgrupo de
Frattini.

Lema 8. Sea G un grupo. Entonces, n(®(G)) C (G / ®(G)).

Demostracion. Por reduccién al absurdo, supongamos que existe p € 7(®(G)) ~ 7(G / ®(G)). Por el primer
teorema de Sylow, existe P € Syl, (®(G)). Como |G| = |G/ ®(G)| - |2(G)|, entonces por 6rdenes también
P € Syl, (G). Sabemos que ®(G) es un subgrupo nilpotente por el lema 2 (3), luego P es un subgrupo
caracteristico de ®(G), el cual es normal en G. Deducimos que P = Op(G). Aplicando el teorema 6
obtenemos que G = PH para cierto subgrupo H de G tal que P N H = 1. Pero entonces G = PH < ®(G)H.
Utilizando el lema 2 (1), deducimos que G = H, lo cual es imposible. n

Lema9. SeaG un grupo.

1. Si H es un subgrupo de G tal que G = |J HY, entonces G = H.
geG

2. SiG=AUBconA y Bsubgrupos de G, entonces G =A o G =B.
Demostracion. 1. Se sigue de unos sencillos argumentos de conteo [6, Corollary 4.16].

2. Supongamos que A < Gy B < G. Entonces, |G : A| > 2y |G : B| > 2, de donde deducimos que
|A| < |G|/2y|B| £ |G|/2. Como posiblemente coincidirdn en algunos elementos, ademaés del elemento
identidad, obtenemos que |G| < |A| + |B| < (|G]/2-1)+ (|G]/2—-1)+1 = |G| — 1, lo cual es una
contradiccion. ]

Cerramos esta seccién con un resultado clasico de accién coprima.

Lema 10 ([2, A - Proposition 12.5]). Supongamos que P y Q son subgrupos de un grupo G de tal forma
que Q actia por conjugacién sobre P. Si |P| y |Q| son coprimos, entonces P = [P, Q] Cp(Q).

3. Preliminares de tamarios de clases de conjugacion

Comenzamos esta seccién presentando unas propiedades elementales. Recordemos que |xC| = |G : Cg(x)|
para cualquier elemento x € G por el teorema de la 6rbita-estabilizador.

Lema1l. Sea G un grupo. Entonces, se cumplen las siguientes propiedades:

1. Si N < G, entonces |xN| divide a |xC| para todo x € N.
2. Si N < G, entonces |(xN)®/N| divide a |xC| para todo x € G.

3. Si Ny M son subgrupos normales de G tales que M NN = 1, entonces 7(|x®|) U 7(|y°]) C 7(|(xy)°|)
paratodox e Ney € M.

4. Si Ay B son dos subgrupos de G y g € G, entonces C4(B)Y = C44(BY).
5. Siun primo p no divide a |x®|y P € Syl, (G), entonces x € Ci(PY) para algiing € G.

Demostracién. Los dos primeros apartados se corresponden con el lema 5 del articulo de Ortiz Sotoma-
yor [9]. Por tanto, nos centramos en la prueba de los apartados 3, 4 y 5.

3.Sea g € Cg(xy), con x € Ney € M. Entonces, xy = (xy)? = x99, luego x~'x9 = y(39)~!. Como
My N son normales, entonces x 'x9 = y(39)"' € MNN = 1, luego x = x9 e y = y9. Deducimos que
g € Cg(x) n Cs(y) vy, por tanto, Cg(xy) = Cg(x) N Cg(y), ya que la otra inclusién es evidente. Como
consecuencia, obtenemos que Cg(xy) < Cs(x) < G, luego por transitividad |x°| = |G : Cg(x)| divide a
|G : Cg(xy)| = |(xy)°| y, andlogamente, |y®| divide a |(xy)C|. La inclusién de conjuntos del enunciado
queda probada.
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4.Sea x € C4(B)Y, luego x = c9 para cierto ¢ € C4(B). Como ¢ € A, entonces x = ¢/ € AY. Ademads, para
cualquier b € B, se cumple que [x, b?] = [¢9, 9] = [c,b]9 = 1 ya que ¢ € C4(B). Por tanto, x € C,44(BY).
Reciprocamente, si x € C44(BY), entonces x € A9y [x, b9] = 1 para todo b € B. Asi, x = a9 para cierto
a€ Ayl =[a% b9 =[a,b]d. Por tanto, [a,b] = 1y a € C4(B), luego x = a9 € C4(B)’.

5. Observemos que |G| = |x%| - |Cs(x)|. Por tanto, como p no divide a |x®|, necesariamente la mayor
potencia de p que divide a |G| es exactamente la misma que la que divide a |C5(x)|. Deducimos por el
primer teorema de Sylow que Cg(x) tiene un p-subgrupo de Sylow R, y, por érdenes, obtenemos que
R € Syl, (G). Ademés, por el segundo teorema de Sylow, R = PY para algin g € G, luego P9 < Cg(x) y
x € Cg(P9). L]

Como hemos comentado en la introduccién, una de las primeras situaciones a estudiar es cuando A(G)
no posee cierta arista. El siguiente resultado proporciona informacién estructural de G en este contexto.
Cabe destacar que fue demostrado por Itd en 1953 [7], mucho antes de conocerse la nocién de grafo primo
asociado a los tamanos de clase.

Teorema12. Sean G un grupoy p,q € V(G). Si {p, q} ¢ E(G), entonces (salvo intercambio de p y q) G es
p-nilpotente con p-subgrupos de Sylow abelianos.

Demostracién. Tomamos P € Syl, (G), Q € Syl,(G)y g € G. Si |g°| es no divisible por p, entonces por
el lema 11 (4) y (5) tenemos que g € C5(P") = C;(P)" para cierto h € G. Si p divide a |g®|, entonces q
no divide a dicho tamafio de clase, ya que {p, q} ¢ E(G), luego andlogamente g € C(Q¥) = C5(Q)¥ para
cierto k € G. Por tanto,
6= Jco®u | co@r.
heG keG

Observemos que el nimero de conjugados en G de un subgrupo H < G coincide con |G : Ng(H)|. Ademas,
el elemento trivial estd en todos los términos de la unién anterior, luego por un argumento de conteo
obtenemos que

G < (ICc(P)| = DG : Ng(Cs(P))| + (ICc(Q) — 1) |G : Ng(C(Q)] + 1.

Dividiendo por |G| a ambos lados, tenemos que

1 < JCcP) —1 + ICc(Q)] -1 + L

~ ING(Ce(P))|  ING(Co(Q)I G

Denotemos n; = [Ng(Cg(P))| y ny = [INg(Cg(Q))|. Si Co(P) < Ng(Cg(P)) y C(Q) < Ng(C(Q)), entonces

1 1 1 1 1 G G . . s .
1<s—=—+5——+=,luego 16l + 1G] < 1, lo cual es claramente una contradiccién pues ambas fracciones
2 m 2 np, |G| ny ny

son indices de subgrupos. Consecuentemente, podemos suponer, por ejemplo, que C5(P) = Ng(Cs(P)).
Asi, P < Ng(P) < Ng(C5(P)) = Cg(P), donde la segunda inclusion se da debido al lema 11 (4). Por tanto,
P es abeliano y G es p-nilpotente por la proposiciéon 7. (]

Ejemplo 13. Enla figura 1 (c) vimos que A(G) no puede constar solamente de tres vértices aislados, para
ningtn grupo G. Sin embargo, si que puede constar solamente de dos vértices aislados. Sea G un grupo
simétrico de grado 3. Es facil comprobar que los tamanos de clase de G son {1, 2, 3}, luego A(G) esta
formado por los vértices 2 y 3, los cuales no son adyacentes. Ademads, esto es un ejemplo de un grupo que
satisface las hipoétesis del teorema 12. Mas concretamente, G es 2-nilpotente.

Otra situacion clave a analizar es cuando un primo p divisor del orden de G no es vértice de A(G), en otras
palabras, cuando todos los tamafios de clase de G son no divisibles por p. El siguiente lema caracteriza
esta propiedad.

Lema14. Sean G un grupo, p € n(G) y P € Syl, (G). Entonces, p & V(G) siy solo si P < Z(G).

Demostracion. Si P < Z(G), entonces claramente P < C(x) < G para todo x € G, luego |x¢| = |G : Cg(x))
divide a |G : P|, de donde deducimos que p no divide a ningtin tamafio de clase de G. Reciprocamente, si
p ¢ V(G), entonces usando el lema 11 (4) y (5) tenemos que cada x € Cg(P9) = C5(P)Y con g € G. Asi,

G = |J Cx(P)? y usando el lema 9 (1) obtenemos que G = Cg(P), luego P < Z(G). [
geG
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El resultado posterior nos da una condicidn suficiente para que A(G) posea un clique.

Lema15. Sea G un grupo tal que G/ F(G) es abeliano. Entonces, existe g € G tal que n(|g®|) contiene a
todos los primos que dividen a |G / F(G)).

Demostracién. Observemos que G es claramente resoluble. Razonamos por induccién sobre |G|. Suponga-
mos en primer lugar que ®(G) # 1. Observemos que F(G / ®(G)) = F(G) / ®(G) por el lema 4. Por tanto, el
grupo cociente G := G/ ®(G) cumple que G/F(G) = (G/®(G))/ (F(G)/ ®(G)) es isomorfo a G/ F(G) por
el tercer teorema de isomorfia, siendo este dltimo grupo abeliano por hipétesis. Aplicando la hipotesis
de induccion, tenemos que para cierto elemento g € G se cumple que 7(G/F(G)) = (G /F(G)) esta

contenido en 7r(|g ) € 7(|g°|), donde la tltima inclusién es en virtud del lema 11 (2).

Por tanto, podemos suponer que ®(G) = 1. Usando el lema 4, podemos afirmar que, para ciertos normales
minimales N, ..., N, de G, se da que F(G) = Soc(G) = N; X --- X N,. Ademas, al ser G resoluble, entonces
también son resolubles todos los N; anteriores, luego son todos abelianos por el lema 3. Luego F(G) es
abeliano y, por el lema 5, tenemos que G = F(G)H para cierto subgrupo H con F(G) N H = 1. Veamos
que para cada i € {1,...,r}, existe 1 # x; € N, tal que Cy(x;) = Cy(lN;). Sea 1 # x; € N;. Claramente,
Cu(N;) < Cy(xy). Por otra parte, sea h € Cy(x;). Entonces, 1 # x; € Cy,(h) y este subgrupo es centralizado
por F(G), ya que F(G) es abeliano. Ademads, Cy,(h) es normalizado por H, debido al lema 11 (4) y a
que H es abeliano, ya que G/F(G) = HF(G)/F(G) es isomorfo por el segundo teorema de isomorfia
a H/(H N F(G)) = H. Asi, Cy,(h) es normal en F(G)H = Gy 1 # Cy,(h) < N;. Por minimalidad de N;,
deducimos que N; = Cy,(h), por lo que h € Cy(N;) y, por tanto, Cy(x;) < Cy(N;), luego queda probada la
igualdad de ambos subgrupos.

Finalmente, considerando los elementos 1 # x; anteriores, tomamos g := (X, ..., X,) € N; X --- X N, = F(G).
Por ser F(G) abeliano tenemos, usando la identidad de Dedekind, que

Cs(9) = Cs(9) N G = Cs(9) N F(G)H = F(G)(Cs(9) N H) = F(G) Cy(9).
Ademas,
Cu(9) < Cu(x)) N - NCxlx,) = Cx(N)) N --- N Cy(N,) < C(F(G)) < HNCG(F(G)) = HNF(G) =1,
donde la tltima igualdad es por el lema 4. Deducimos que |g®| = |G : C5(9)| = |G : F(G)|. n

Cuando razonemos en la demostracién del teorema A con cocientes del grupo sobre normales minimales
nos serd de mucha utilidad el siguiente resultado.

Lema16. Sea M un subgrupo normal minimal de un grupo G y sea p un primo tal que p € V(G)\V(G |/ M).
Si M es abeliano y Z(G) = ®(G) = 1, entonces o bien M € Syl,, (G), o bien |M| es no divisible por p y
Cum(P) =1 con P € Syl, (G). En este tltimo caso, p € 7(|xC|) para todo 1 # x € M.

Demostracién. Supongamos que M & Syl,, (G). Como ®(G) = 1, por el lema 5 tenemos que G = MH
para cierto subgrupo H de G tal que M N H = 1. Observemos que G/M = HM/M =2 H/(HNM) = H. Si
p & n(G /M), como |G| = [M| - |[H| y [M| es una potencia de primo por el lema 3, entonces necesariamente
M € Syl, (G), lo cual no puede suceder. Luego p € 7(G/M). Asi, por hipdtesis, p € 7(G/ M)~ V(G/M)y
por el lema 14 deducimos que H = G/ M tiene un p-subgrupo de Sylow central, digamos B.

Supongamos que M es un p-grupo. Sea P := BM. Tenemos que M N B, < M N H = 1, y por 6rdenes
deducimos que P € Syl, (G). Ademds, M < Ng(P) ya que M < Py, claramente, H < Ng(P) pues R < Z(H)
y M es normal en G, luego P < MH = G. En virtud del lema 2 (5) obtenemos que <I>(P) < ®(G) =1, luego P
es abeliano por el lema 2 (6). Se sigue que B conmuta con M, luego B, < Cg(H) N Cg(M) < Z(G) = 1, por
lo que P = M, lo cual es una contradiccién.

Por tanto, M tiene orden no divisible por p. En este caso tenemos que B € Syl, (G). Observemos que Cy,(F,)
es un subgrupo normal de G = MH, ya que M es abeliano y B es central en H (lema 11 (4)). Como M es
normal minimal de G, entonces o bien M = Cy;(B), o Cy,(B) = 1. El primer caso implica que B < Z(G) = 1
y, como R € Syl, (G), esto contradice nuestra hipotesis p € V(G). Por tanto, Cy(R) = 1.

Seal # x € M. Si p ¢ 7(|x®|), entonces por el lema 11 (5) tenemos que x € C5(B’) N M = Cp(B’) para
cierto g € G. Aplicando el lema 11 (4) obtenemos que X9 e CI\,I(Plg)g_1 =Cy(B)=11uegox =1,1a
contradiccion final. n
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Finalizamos la seccién con la proposiciéon 18, la cual es fundamental para demostrar el teorema A. Se
trata de una unificacién de los dos apartados del siguiente resultado. La demostracién de este requiere de
técnicas mas avanzadas, por lo que serd referida.

Proposicion 17.  Sean G un grupo y p,q € V(G) tales que {p, q} & E(G). Sean P € Syl, (G) y Q € Syl, (G).
Sea M un subgrupo normal de G.

1. Si1l # |[M| = t" cont primo, Cy(P) = 1y M es abeliano y complementado en G, entonces
04(G) = QN Ce(M) < Z(Ce(M)).

2. Si M = O,/([G, P]) es normal minimal de G y Q no es normal en G, entonces

a) G:= G/ Cg(M) cumple que G/F(G) v F(G) son ciclicos, P < F(G) v QNFG) =1, v
b) G=Q-T, dondeT:=(x€G|qe n(x°)).

Demostracion. El apartado 1 se sigue del trabajo de Casolo et al. [1, Proposition 3.1], mientras que el
segundo apartado es exactamente lo que muestran Dolfi et al. [5, Proposition 2.5]. [

Proposicién 18.  Sean G un grupo y p, q € V(G) tales que {p, q} € E(G). Sean P € Syl, (G) y Q € Syl, (G).
Supongamos que M es un subgrupo normal minimal abeliano de G tal que p ¢ V(G/M), |[M| es no
divisible por p y M es complementado en G. Entonces, O4(G) = Q N Cg(M) < Z(Cg(M)).

Ademas, si Q no es normal en G, entonces
1. G=G/ Cs;(M) cumple que G/F(G) y F(G) son ciclicos, P < F(G) v QNFG) =1, vy
2.G=0 T, donde T:=(x€G | qe n(x°)).

Demostracion. En primer lugar, observemos que M es complementado por hipétesis, luego existe H < G
tal que G = HM con H N M = 1. Asi, H es isomorfo a G/ M por el segundo teorema de isomorfia. Notemos
que p € 7(G/M), ya que |G| = |H| - [M| y M tiene orden no divisible por p. Como estamos suponiendo
que p ¢ V(G/M), entonces H tiene un p-subgrupo de Sylow R central por el lema 14. Como M tiene
orden coprimo con p, entonces, en particular, By € Syl, (G). Pero P es conjugado en G a R por el segundo
teorema de Sylow, luego podriamos trabajar desde el principio con R en lugar de P, ya que el enunciado
no depende de la eleccién del p-subgrupo de Sylow. Por tanto, salvo conjugacién, podemos suponer que el
p-subgrupo de Sylow central de H es P. Deducimos que Cy,(P) es centralizado por M (por ser M abeliano)
y normalizado por H, ya que P < Z(H) y podemos aplicar el lema 11 (4). Como M es normal minimal de G,
entonces o bien Cy(P) = M, o Cp/(P) = 1. En el primer caso obtenemos que P < Z(G) ya que G = HM,
pero esto y el lema 14 nos llevan a la contradiccion p ¢ V(G), ya que P € Syl, (G). Por tanto, Cp(P) = 1. En
virtud del lema 3, |[M| es una potencia de primo, luego podemos aplicar la proposicién 17 (1) y obtenemos
que 04(G) = Q N Ce(M) < Z(Ca(M)).

Por otra parte, como p ¢ V(G/M), de nuevo por el lema 14 tenemos que PM/M < Z(G/M), luego
1=[G/M,PM/M] =[G PIM/Mporellemal (2) y[G,P] < M. Pero [G,P] <(G,P) = Gporellema1 (1)
y M es normal minimal de G. Como p es vértice de A(G), entonces, en virtud del lema 14, obtenemos
que 1 # [G, P] y deducimos que M = [G, P], luego trivialmente M = O,/([G, P]) ya que p no divide a |M]|.
Luego si Q no es normal en G, entonces estamos en disposicién de aplicar la proposicién 17 (2), lo que
nos proporciona las afirmaciones 1 y 2. [

4. Prueba del teorema A

Demostracion del teorema A.  Sean p, q, r tres vértices cualesquiera del grafo A(G), con p, q y ¥ nimeros
primos distintos. Nuestro objetivo es demostrar que existe alguna arista entre ellos. Observemos que
cualquier subgrupo o grupo cociente de G es claramente resoluble. Trabajaremos por contraejemplo
minimal, esto es, supongamos que {p, q, r} es un conjunto independiente de A(G) pero todo grupo G,
tal que |G,| < |G|y {p, q, r} C V(G,) cumple que {p, g, ¥} no es un conjunto independiente de A(G,). Sean
P € Syl, (G), Q € Syl; (G) y R € Syl, (G). Dividimos la demostracién en una serie de pasos.
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Paso 1. Si 1 # N es un normal de G tal que {p, q,r} C 7(G/N), entonces {p,q,r}NV(G/N) & {p,q,r}.

Por reduccién al absurdo, supongamos que se da la igualdad entre ambos conjuntos, esto es, que {p, g, r}
son vértices de A(G/N). Por minimalidad de G, tenemos que dos de ellos son adyacentes en G/ N, es
decir, existiria xN € G/ N tal que, por ejemplo, pq € 7(|(xN)¢/N)) C 7(]x®|), donde la tltima inclusién se
debe al lema 11 (2), lo cual contradice nuestras hip6tesis. Por tanto, como {p, q,r} N V(G/N) es siempre
un subconjunto de {p, g, ¥} y no son iguales, la inclusién es estricta.

Paso 2. Podemos suponer ®(G) = 1. En particular, todo subgrupo normal en G y abeliano es complemen-
tado en G.

Supongamos que ®(G) # 1. Observemos que 7(®(G)) C n(G/ ®(G)) debido al lema 8 y, como ademas
sabemos que |G| = |G/ ®(G)| - |®(G)|, entonces 7(G) = (G / ®(G)) U 7(®(G)) = n(G/ ®(G)). Por tanto,
{p,q,r} C (G / ®(G)). Por el paso 1, podemos suponer sin pérdida de generalidad que p ¢ V(G / ®(G)). Asi,
P®(G)/ ®(G) < Z(G/ ®(G)) por el lema 14, luego P ®(G) es normal en Gy claramente P € Syl, (P ®(G)).
Aplicando el lema 2 (1) y (2) deducimos que G = P ®(G) N;(P) = PNg(P) = Ng(P), luego P es normal en
G. Por el teorema 6 tenemos que G = PH para cierto subgrupo H de G tal que P n H = 1. Consecuente-
mente, H actda por conjugacion sobre Py |H| = |G : P| es coprimo con |P|. Por el lema 10 se sigue que
P =[P,H]|Cp(H), luego G = [P, H| Cp(H)H. Como P ®(G) / ®(G) < Z(G/ ®(G)), obtenemos en particular
que 1 = [P®(G)/ ®(G), H®(G)/ ®(G)] = [P, H] ®(G)/ ®(G), donde la tltima igualdad se debe al lema 1
(2). Asi, G = [P,H|Cp(H)H < ®(G)Cp(H)H = HCp(H) por el lema 2 (1) y, por tanto, |G| = |H| - |Cp(H)|-
Por 6rdenes, necesariamente P = Cp(H), por lo que H < G. Ademds, G = PxXx Hpues PN H = 1.

Como p € V(G) por hipétesis, necesariamente Z(P) < P por el lema 14. Escogemos x € P ~ Z(P), el
cual claramente verifica que 1 # |x¢| = |xP| = [P : Cp(x)|, por lo que p € 7(|x®|). Por otro lado, por
6rdenes, cualquier g-subgrupo de Sylow Q, de H es un g-subgrupo de Sylow de G. Deducimos por el
lema 14 que q € n(|yH|) para algtin y € H, pues si Q, < Z(H) entonces Q < Z(G) y obtendriamos la
contradiccién q ¢ V(G) de nuevo por el lema 14. Aplicando el lema 11 (1) obtenemos que q € 7(|y°|),
luego pq € 7(|(xy)C|) por el lema 11 (3). Esta contradiccién implica que necesariamente ®(G) = 1.

Finalmente, como ®(G) = 1, aplicando el lema 5 con cualquier subgrupo normal abeliano de G obtenemos
la Gltima afirmacién.

Paso 3. Podemos suponer que Z(G) = 1.

Supongamos que Z(G) # 1y consideremos el grupo cociente G/ Z(G). Claramente, {p, q,r} C ©(G / Z(G)),
ya que de otra forma por érdenes tendriamos que Z(G) contendria un ¢-subgrupo de Sylow de G con
t € {p,q,r}, lo cual es una contradiccién por el lema 14. Nuevamente por el paso 1, podemos suponer
que V(G /Z(G)) no contiene a alguno de los primos {p, g, r}. Sin pérdida de generalidad, supongamos que
p & V(G/Z(G)).

Observemos que Z(G) es complementado en G por el paso 2, esto es, G = Z(G) L para algin L < G con
Z(G)NL = 1. Pero entonces L es claramente normal en Z(G)L = G, luego G = Z(G)X L. Como L es isomorfo
a G/ Z(G) por el segundo teorema de isomorfia y p ¢ V(G /Z(G)), entonces por el lema 14 tenemos que
L tiene un p-subgrupo de Sylow central, digamos L. Sea Z,, el p-subgrupo de Sylow de Z(G). Entonces,
claramente Z, X L, € Syl, (G) es central en G, contradiciendo nuestras hipétesis.

Paso 4. A lo sumo uno de los subgrupos contenidos en {P, Q, R} es normal en G.

Por reduccidn al absurdo, supongamos que Py Q son ambos normales en G. Como {p, q} ¢ E(G), entonces
pq no divide a ningtin tamafo de clase de G. Asi, si g € G cumple que p € 7(|g°|), entonces g no divide
a dicho tamario de clase, luego por el lema 11 (5) obtenemos que g € C5(Q) pues Q es normal en G. Si
p no divide a |g°|, entonces, andlogamente, g € C5(P). Deducimos que G = C5(P) U Cs(Q). Notemos
que ambos subgrupos son propios en G; de otra forma, tendriamos que p o g no son vértices de A(G)
por el lema 14. Pero G no puede ser unién de dos subgrupos propios por el lema 9 (2), lo cual es una
contradiccion.

Paso 5. G tiene a lo sumo dos normales minimales distintos.

Supongamos que N;, N,, N; son tres normales minimales distintos de G. Al ser G resoluble, entonces por el
lema 3 cada uno de ellos es un s;-grupo abeliano para ciertos primos s;, con 1 <i < 3.
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Sit €{p,q,r}~ 7(G/N;) para algin i, entonces por 6rdenes necesariamente N; es un ¢-subgrupo de Sylow
de G. Usando el paso 4, deducimos que existe como maximo un i € {1, 2, 3} tal que 7(G/ N;) no contiene a
algtn primo de {p, q, r}. Por tanto, sin pérdida de generalidad, podemos suponer que tanto 7(G/ N;) como
7(G/N,) contienen a {p, q, r} y, por el paso 1, podemos asumir que V(G/N;) y V(G /N,) no contienen a
alguno de dichos primos.

Supongamos en primer lugar que V(G /N,)y V(G / N,) no contienen al mismo primo, digamos q. Entonces,
por el lema 14 tenemos que G/ N, X G/ N, tiene un g-subgrupo de Sylow central. Consideremos ahora
el homomorfismo ¢: G — G/N; X G/ N, con ¢(g) = (gN;, gN,) para todo g € G, el cual cumple que
ker(¢) = N; N N, y, por el primer teorema de isomorfia, G/ ker(¢) = Im(¢) < G/N; X G/N,. Por tanto,
G/ (N; nN,) es isomorfo a un subgrupo de dicho producto directo. Como claramente N; "N, = 1, entonces
G = G/(N; N N,) también tiene un g-subgrupo de Sylow central, es decir, ¢ ¢ V(G) por el lema 14, lo cual
es una contradiccion.

Podemos por tanto suponer que p & V(G/N;)y q € V(G/N,). Distinguimos ahora varios casos posibles.
Si N; es un p-grupo y N, es un g-grupo, entonces por el lema 16 deducimos que P = N; y Q = N,, lo cual
contradice el paso 4. Si |N;| es coprimo con p y |N,| es coprimo con g, entonces por el lema 16 obtenemos
que p € 7(|x°|) y q € n(|y®|) paratodo 1 # x € N, y1 # y € N,. Utilizando el lema 11 (3) obtenemos
la contradiccién pq € 7(|(xy)®|). Finalmente, supongamos que N; = Py N, tiene orden no divisible por
q. Entonces, por 6rdenes y por el paso 4 tenemos que necesariamente {p, q,r} C 7(G/N3). Asimismo,
V(G / N3) pierde a alguno de dichos primos por el paso 1, digamos ¢t € {p, q, r}. Ademads, t no divide a |Nj|
por el lema 16 y el paso 4. Sit # g, entonces por el lema 16 nuevamente podemos encontrar elementos en
N, y N; tales que el tamano de clase en G del producto de ambos es divisible por tq, contradiccién. Luego
podemos afirmar que t = q y, por tanto, G/ N, X G/ N; tiene un g-subgrupo de Sylow central. Repitiendo
el argumento del parrafo anterior, deducimos que G también tiene un g-subgrupo de Sylow central, lo
cual no puede ocurrir por el lema 14 y las hipétesis del teorema.

Paso 6. F(G) no es normal minimal de G.

Supongamos que F(G) es un normal minimal de G, luego es un ¢-grupo abeliano para algtin primo ¢ por
el lema 3. Observemos que F(G) es complementado en G por el paso 2, es decir, existe H < G tal que
G = HF(G) con F(G) n H = 1. Por tanto, Cx(F(G)) = C5(F(G)) N H = F(G) n H = 1, donde la pendltima
igualdad se debe al lema 4.

Supongamos que alguno de los primos {p, g, ¥} no estd contenido en (G / F(G)). Entonces, por 6rdenes
deducimos que F(G) es un t-subgrupo de Sylow de G, con t € {p, q, r}. Podemos asumir sin pérdida de
generalidad que t = p, luego F(G) = P. Si 1 # x € H cumple que p ¢ 7(|x®|), como P < G, entonces por
el lema 11 (5) obtenemos que x € H N C5(P) = Cy(P) = 1, lo cual no puede ocurrir. Luego p € 7(|x°|)
para todo 1 # x € H. Por hipétesis, deducimos que q y r no dividen a |x®| para todo x € H. Ademads,
H es isomorfo a G/ F(G) por el segundo teorema de isomorfia, luego existe una biyeccién entre |xH|y
|(x F(G))®/F(©)| para todo x € H. Como este tltimo tamario de clase divide a |x®| por el lema 11 (2),
deducimos que {q,r} N 7(|xf|) = @ para todo x € H. Asi, H =~ G/F(G) tiene un g-subgrupo de Sylow
central y un r-subgrupo de Sylow central por el lema 14. Deducimos que {q, 7} N"V(G / F(G)) = @. Aplicando
el lema 16 llegamos a que {q, r} C 7(|y®|) para todo 1 # y € F(G), lo cual es una contradiccion.

Por tanto, {p, q,r} C 7(G/F(G))y, por el paso 1, podemos suponer que, por ejemplo, p no pertenece a
V(G /F(G)). En virtud del lema 16 tenemos ademads que ¢t # p. Aplicando la proposicién 18 con las aristas
{p, @} y{p, r} obtenemos que O4(G) = QN Cx(F(G)) y 0,(G) = RN C(F(G)). Pero Cx(F(G)) = F(G) debido
al lema 4 y es un t-grupo normal minimal, luego podemos asumir, por ejemplo, que O4(G) = 1y, por
tanto, Q no es normal en G. Si denotamos G = G/ C;(F(G)), entonces la proposicién 18 (1) nos dice que
G/ F(G) es ciclico con Q N F(G) = oq(é) = 1. Pero |G| = |G/ F(G)| - |[F(G)| y, por 6rdenes, deducimos que
q € 7(G/F(G)). Ademads, G = G/ Cg(F(G)) = HC4(F(G)) / C5(F(G)) es isomorfo a H/ C(F(G)) = H por
el segundo teorema de isomorfia, luego H/F(H) es ciclico con q € n(H / F(H)).

Supongamos que O,(G) = 1 también. Entonces, R tampoco seria normal en G y, nuevamente, la proposi-
cion 18 (1) nos proporcionaria que r € (H / F(H)). Aplicando el lema 15 tenemos que gr divide a |gf| para
algtin g € Hy, como H es isomorfo a G / F(G), por el lema 11 (2) obtenemos que qr € 7(|(g F(G))®/F©)|) c
7(]g€|). Por tanto, {q, r} € E(G), una contradiccién con nuestras hipétesis.
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Consecuentemente, 1 # 0,(G) y, como F(G) es normal minimal de G, necesariamente tenemos que
F(G) = 0,(G). Aplicando el segundo apartado de la proposicién 18 con la arista { p,_q} y recordando que

Cs(F(G)) = F(G), obtenemos que G/F(G)=G=Q-T,dondeT=(x€ G| qe 7t(|EG|)). Observemos que
T # 1 claramente, pues de otra forma G = Q = F(G) y, por otro lado, tenfamos por la proposicién 18 (1) que
QNF(G) = 1, 1o cual es una contradiccion. Escogemos un generador 1 # X = x F(G) de T, el cual verifica que
q € 7(|(x F(G))®/F(©)|), y por el lema 11 (2) deducimos que q € 7(|x€|). Entonces, por hipétesis r ¢ 7(|x|).
Por el lema 11 (5) y la definicién de O,(G), obtenemos que x € C5(RY) < C5(0,(G)) £ C5(F(G)) = F(G),
lo cual es claramente una contradiccion.

Paso 7. F(G) = P X N con Py N normales minimales abelianos de G, g € V(G/N)y q coprimo con |N]|.

Por los pasos 5y 6 junto con el lema 4 obtenemos que F(G) = Soc(G) = N; X N, con N, y N, normales
minimales distintos de G. Ademas, por el lema 3, ambos son abelianos y, por tanto, también lo es F(G). En
virtud del paso 4, necesariamente {p, q, r} esta contenido en 7(G/N;) o 7(G / N,).

Supongamos primeramente que {p,q,r} C 7(G/N,) pero, por ejemplo, p ¢ 7(G/N,). Entonces, por
ordenes, N; = P, y por el paso 1 tenemos que {p, q, r} no estd contenido en V(G/N,). Recordemos que,
por el primer teorema de isomorfia, podemos ver G = G/ (N, N N,) como un subgrupo de G/N; X G/ N;.
Si p es el primo no contenido en V(G /N,), entonces por el lema 14 tenemos que G/N; X G/ N, tiene
un p-subgrupo de Sylow central, y por el mismo lema llegariamos a la contradiccién p ¢ V(G). Por
tanto, podemos suponer, por ejemplo, que q € V(G /N,). Ademds, si N, fuese un g-grupo, entonces por el
lema 16 tendriamos que N, = Q, lo cual contradice el paso 4. Por tanto, |N,| es coprimo con q y tenemos la
estructura de F(G) deseada.

Supongamos ahora que {p, q, r} estd contenido en 7(G/ N;) y 7(G / N,). Nuevamente, el paso 1 nos lleva a
que {p, q, r} no estéd contenido en V(G /N;) ni en V(G / N,). Distinguimos ahora una serie de casos.

SiV(G/N;)yV(G/N,)no contienen al mismo primo, digamos p, entonces razonando como en el segundo
parrafo deducimos que G (el cual es isomorfo a un subgrupo de G/ N; X G/ N,) tiene un p-subgrupo de
Sylow central, lo cual es imposible.

Por tanto, podemos suponer que p € V(G/N;)y q & V(G/N,). Claramente no puede darse que N; sea un
p-grupo y N, sea un g-grupo, por el lema 16 y el paso 4. Si |N;| es coprimo con py |N;| es coprimo con g, el
lema 16 nos dice que todo elemento de N; tiene tamafio de clase divisible por p y todo elemento de N,
tiene tamaro de clase divisible por q. Usando el lema 11 (3) podemos encontrar un elemento cuyo tamafio
de clase en G es divisible por pq, lo cual contradice nuestras hipétesis. Por tanto, por el lema 16, podemos
asumir que N, = P € Syl, (G) y q € V(G /N,) con q coprimo con |N,|, lo cual es la estructura de F(G) que
buscédbamos.

Paso 8. Contradiccioén final.

Por el paso 7 tenemos que F(G) = P X N con Py N normales minimales abelianos de G, q ¢ V(G/N)yq
coprimo con |N|. Notemos que R no es normal en G por el paso 4. Aplicando la proposicién 18 (2) con
Gy Nylaarista {q, r}, obtenemos que G/ C5(N) = (RC5(N)/ Cg(N)) - (T/Cg(N)), donde T/ Cg(N) es el
grupo generado por los elementos x C5(N) de G/ C(N) (con x € G) tales que r € 7(|(x Cg(N))C/ Cc))),
Por el lema 11 (2) tenemos entonces que r € 7(|x®|). Aplicando las hipétesis del teorema llegamos a
que p ¢ 7(|x®)) y, por el lema 11 (5), obtenemos que x € Cg(P) ya que P es normal en G. Por tanto,
T/Cg(N) < Cg(P)Cg(N)/Cg(N)y, entonces, G/ C(N) = (RCg(N)/ Cg(N)) - (C5(P) Co(N) / Co(N)). Asi,
tenemos que G = RCg(P) C5(N). Usando la proposicién 18 con Gy Ny la arista {p, g} obtenemos que
P =PNCy(N) < Z(C;(N)), luego todo elemento de C;(IN) conmuta con P, esto es, Cg(N) < C;(P) y, como
G = RC;(P)Cg(N), deducimos que G = R C5(P). En consecuencia, Cp(R) centraliza a R y es centralizado
por Cg(P), luego Cp(R) < Z(G) = 1.

Podemos aplicar la proposicion 17 (1) con Gy Py la arista {q, r}, ya que P es complementado en G por
el paso 2, con lo que obtenemos que 04(G) = Q N Cg(P). Como G = RCq(P), por 6rdenes, cualquier
g-subgrupo de Sylow Q, de Cs(P) lo serd también de G. Por el segundo teorema de Sylow, Q, = Q“ para
algin u € G, luego Q* < C5(P) y, por el lema 11 (4), obtenemos que Q < CG(P“_I) = Cg(P) pues P < G.
Por tanto, 04(G) = Q N Cg(P) = Q, y esta tltima contradiccion con el paso 4 finaliza la prueba. [

Observemos que la hipétesis de la resolubilidad del grupo no ha sido necesaria hasta el paso 5, luego los
argumentos de los pasos 1 a 4 son validos para grupos no resolubles también.
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5. Prueba del corolario B

Demostracion del corolario B. El nimero de componentes conexas de A(G) es claramente menor o igual que
dos, pues en otro caso podriamos encontrar tres vértices, cada uno en una componente conexa distinta,
que formarian un conjunto independiente, lo cual contradice el teorema A.

Supongamos ahora, por contradiccién, que el didmetro es de longitud al menos 4. Esto significa que
existiria un camino de la forma p-q-r-s-t para ciertos primos, de tal forma que no existe otro camino mas
corto que una p con t. Entonces, {p, r, t} seria un conjunto independiente de tamano 3 y tendriamos una
contradiccién de nuevo con el teorema A.

Finalmente, supongamos que A(G) es disconexo. Por la primera afirmacién del corolario, tenemos que
A(G) estd formado por dos componentes conexas 7, y 77,. Supongamos que alguna de ellas no es completa,
esto es, que existen p y q en (por ejemplo) 7, tales que {p, q} ¢ E(G). Sear € 7, arbitrario. Entonces, {p, q, r}
es un conjunto independiente de tamafio 3, lo cual no puede ocurrir. Esto finaliza la demostraciéon. =
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