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Resumen: En este artículo se analiza el origen del número e a lo largo de la historia
mediante el estudio de los escritos originales de autores que, de una forma u otra,
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algunas de sus aplicaciones en fórmulas relevantes mediante el estudio de los
textos originales correspondientes a su primera aparición.

Abstract: In this paper, we analize the origin of number e throughout history. We
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Estudio del número e

1. Introducción
Existen determinadas constantes en matemáticas que, por su relevancia o utilidad, reciben un nombre
particular que las distingue. Ejemplos son el caso de π, que representa el cociente entre la longitud de una
circunferencia y su diámetro, o el número áureo φ. Mientras que las definiciones de constantes elementales
como π o φ son relativamente intuitivas, el caso de e es diferente, siendo necesarios conceptos de cálculo
infinitesimal. Por tanto, es natural preguntarse cómo surge de manera histórica el número e hasta llegar a
la definición conocida actualmente, así como el por qué de su utilidad. Tomando esto como motivación,
nos proponemos los siguientes objetivos [16]:

• Encontrar el proceso que se sigue a lo largo de la historia hasta definir e.
• Investigar sus principales aplicaciones en distintas ramas de las matemáticas, así como en otras
áreas relacionadas.

Para comenzar a trabajar en la historia, partimos de las siguientes hipótesis en base a conocimientos
anteriores. Uno de los primeros autores que podría haber utilizado e puede ser Napier, ya que los logaritmos
conocidos como neperianos tienen base e. También pensamos que Euler está posiblemente involucrado
en su definición, ya que corrientemente e es conocido como el «número de Euler». Finalmente, como e
aparece de forma natural en problemas de derivadas e integrales, consideramos a Leibniz como otro de
los autores a investigar, por ser uno de los padres del cálculo infinitesimal. Mientras trabajábamos en estos
tres autores, fuimos encontrando otros matemáticos que también habían participado de una forma más
o menos directa en la definición de e. En esta búsqueda resultaron de gran ayuda algunos textos sobre
historia de la matemática, especialmente autores como Cajori [3] o Ivory [9].

Para elegir las aplicaciones de e a estudiar, hemos preguntado a siete profesores de la Universidad de
Murcia por la aplicaciónmás importante de e en sus respectivas áreas de trabajo. Hemos recibido respuesta
de dos profesores del área de análisis matemático, dos del Departamento de Estadística e Investigación
Operativa y uno del Departamento de Física. Los dos profesores de las áreas de álgebra y geometría a los
que preguntamos no contestaron.

En ambas partes, la metodología utilizada ha sido la misma. Una vez seleccionado el autor o aplicación,
nos hemos remitido a la publicación original en la que aparece de alguna forma e, hemos seleccionado las
partes de estos textos necesarias para comprender la demostración que hace el autor, hemos realizado
las traducciones del idioma original (generalmente, latín, inglés y francés) al castellano y, en base a estas
traducciones, hemos convertido las demostraciones originales a notación moderna.

2. Historia del número e

2.1. John Napier y la primera definición del logaritmo

El primer autor que hemos estudiado ha sido John Napier, conocido por ser la primera persona en definir
el logaritmo.

Para realizar este estudio, nos hemos basado en las definiciones que da en su obraMirifici Logarithmorum
Canonis Descriptio [15]. Para definir el logaritmo, Napier introduce en esta obra dos tipos de movimientos,
que podemos ver en la figura 1.

Figura 1: Imagen de los movimientos que introduce Napier [15, pág. 4].
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El primero de ellos es un movimiento con velocidad constante, mientras que, en el segundomovimiento, la
velocidad es proporcional a la distancia que falta por recorrer. Para el primer movimiento, Napier muestra
cómo construir la progresión que define la distancia recorrida en un instante a partir de la distancia
recorrida en el instante anterior. Esta progresión se puede expresar por la relación de recurrencia

𝑥𝑛+1 = 𝑑 + 𝑥𝑛,

donde 𝑑 es la distancia entre dos términos contiguos y 𝑛 ∈ ℕ (a lo largo de todo el artículo se asumirá que
0 ∈ ℕ). Como 𝑥0 = 0, por inducción se demuestra que

(1) 𝑥𝑛 = 𝑛 ⋅ 𝑑.

En el segundo movimiento, la progresión indica el espacio que falta por recorrer en un instante en función
del que faltaba por recorrer en el instante anterior. La relación de recurrencia en este caso es

(2) 𝑦𝑛+1 = (1 − 𝑘) 𝑦𝑛,

donde 𝑘 es la razón de decrecimiento y 𝑛 ∈ ℕ. Napier impone que la distancia original del segmento es la
longitud total del segmento, que tiene por extremos los puntos 𝛼 y 𝜔 (ver figura 1). Se tiene entonces la
condición 𝑦0 = [𝛼𝜔], donde [𝛼𝜔] denota la longitud del segmento que une 𝛼 y 𝜔. Por inducción, es fácil
demostrar que

(3) 𝑦𝑛 = [𝛼𝜔] (1 − 𝑘)𝑛.

Para llegar a la definición de logaritmo, además de definir estos dos movimientos, Napier obliga a que
ambos tengan la misma velocidad inicial. Como estamos trabajando con progresiones y no con funciones
continuas, hemos obtenido esta velocidad inicial como la variación del espacio recorrido entre 𝑛 = 1
y 𝑛 = 0. Obtenemos que, para el primer movimiento, esta velocidad es 𝑑 y, para el segundo, es [𝛼𝜔] ⋅ 𝑘.
Sustituyendo en (1) y en (3), obtenemos

𝑥𝑛 = [𝛼𝜔] ⋅ 𝑘 ⋅ 𝑛, 𝑦𝑛 = [𝛼𝜔] (1 − 𝑘)𝑛,

donde 𝑛 ∈ ℕ. Napier define el logaritmo de una cantidad ℎ, que denotaremos de ahora en adelante por
Nap log(ℎ), como la distancia recorrida en el primer movimiento (es decir, 𝑥𝑛) cuando en el segundo
movimiento (respectivamente 𝑦𝑛) resta por recorrer una distancia ℎ. Esta definición puede ser expresada
en notación moderna mediante el sistema de ecuaciones

{ ℎ = 𝑦𝑛,
Nap log(ℎ) = 𝑥𝑛;

⟺ { ℎ = [𝛼𝜔] (1 − 𝑘)𝑛,
Nap log(ℎ) = [𝛼𝜔] ⋅ 𝑘 ⋅ 𝑛.

Despejando 𝑛 en la primera ecuación y sustituyendo en la segunda, llegamos a la expresión de Nap log(ℎ)
en función de la definición actual de logaritmo,

(4) Nap log(ℎ) = [𝛼𝜔] log(1−𝑘)1/𝑘 (
ℎ

[𝛼𝜔])
.

Un dato interesante es que en la base del logaritmo solamente influye la 𝑘 escogida. En esta obra, Napier
no hace referencia al valor de 𝑘 que usa para la construcción de sus tablas. Para encontrar este dato hay
que avanzar hasta su obraMirifici Logarithmorun Canonis Constructio, donde fija 𝑘 = 10−7 [14, pág. 12].
Esta elección aparentemente extraña hay que entenderla sabiendo que, en sus orígenes, el logaritmo no
era una operación, sino una herramienta. El objetivo principal es la construcción de tablas, y el método
para hacerlo viene dado por la relación de recurrencia (2), donde para obtener el siguiente término
de la sucesión es necesario multiplicar el término actual por la razón de decrecimiento y restarlo. La
multiplicación por 10−7 (y, en general, por 10𝑛 con 𝑛 ∈ ℤ) es muy sencilla de realizar y reduce los cálculos
para la construcción de tablas1.

1La elección en concreto del valor 107 se debe a los trabajos de Regiomontano. El motivo por el que utiliza esta cifra es para
tener una exactitud en los cálculos que hiciera hasta la séptima cifra, ya que no se conocían todavía las fracciones decimales [11].
Precisamente por los trabajos de Regiomontano, Napier escoge como razón 107 [17], aunque en otras tablas calculadas posteriormente
en elMirifici Logarithmorun Canonis Constructio usa como razones 105 y 5 ⋅ 104.
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Aplicando este valor a la base del logaritmo que aparece en (4) encontramos un valor dado por

(1 − 10−7)10
7
= (1 − 1

107 )
107

≃ lím
𝑛→∞

(1 − 1
𝑛)

𝑛
= e−1,

que está directamente relacionado con e. Es por esto que podemos considerar a Napier como el primero
que trabaja con un valor aproximado de esta constante.

2.2. Elaboradores de tablas

Tras la primera definición de los logaritmos que da Napier, son muchos los matemáticos que añaden
modificaciones al método de Napier para mejorar algunos inconvenientes que presentan sus tablas. El
principal inconveniente que presentan las tablas de Napier es que sus logaritmos son negativos para
valores de 𝑥 superiores a 107, cosa que podemos observar de la expresión analítica del logaritmo en la
ecuación (4) con [𝛼𝜔] = 107.

La primera tabla que hemos estudiado y que aporta una mejora significativa fue introducida en el anexo
de la segunda edición de la traducción al inglés delMirifici Logarithmorun Canonis Descriptio [13], que se
atribuye al matemáticoWilliam Oughtred. Antes de continuar, diremos que en ninguna de las tablas que
vamos a citar en este apartado viene expuesto un procedimiento que indique cómo se obtuvieron, así que,
para deducir las funciones que dan los valores de dichas tablas, nos hemos basado en comprobaciones
numéricas y afirmaciones de otros autores como Cajori [3] o Ivory [9]. Así, en las tablas de Oughtred
(figura 2, izquierda) hemos comprobado que los valores se aproximan a 106 ln(𝑥) (figura 2, derecha).

𝑥 106 ln(𝑥)
1 0
2 693 147
3 1 098 612
4 1 386 294
5 1 609 437

𝑥 106 ln(𝑥)
6 1 791 759
7 1 945 910
8 2 079 441
9 2 197 224
10 2 302 585

Figura 2: Extracto de la tablas atribuidas a W. Oughtred [13, pág. 12] (izquierda) y tabla con el valor de
106 ln(𝑥) hasta 𝑥 = 10 (derecha). Los valores se han obtenido truncando la primera cifra decimal de cada
número.

El segundo autor que hemos estudiado ha sido John Speidell, quien elaboró distintas versiones de tablas
de logaritmos. Las primeras tablas que elabora y que encontramos en New Logarithmes [19] son una
modificación de las de Napier para hacer que los logaritmos tomen siempre valores positivos. Tomando
como cierta la afirmación de Ivory [9, págs. 714-715], hemos obtenido que los logaritmos de Speidell (que
denominaremos Sp log(𝑥)) cumplen que

108 = Nap log(𝑥) + 100 Sp log(𝑥).

De la expresión del logaritmo de Napier (4) podemos obtener el valor del logaritmo de Speidell como

Sp log(𝑥) = 105 ln ( 𝑥
454).

A partir de 1622, Speidell incluyó en las nuevas ediciones del New Logarithmes [20] otra tabla en la que
calcula los logaritmos de los números enteros entre 1 y 1000. Mediante otra comprobación, hemos visto
que los logaritmos de esta segunda tabla corresponden con los de 106 ln(𝑥).
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Figura 3: La primera figura (arriba) muestra recortes de las primeras tablas que presenta Speidell, mientras
que la segunda (abajo) corresponde a las segundas tablas.

2.3. Leibniz y e en la integral de la función hiperbólica

Una de las apariciones más naturales de e es en los problemas relacionados con el cálculo integral y
diferencial. Por ello, una figura que podría resultar interesante estudiar en nuestra búsqueda del origen de
e es Gottfried Leibniz, padre del cálculo integral junto a Isaac Newton.

En el análisis del siglo XVII destaca el afán de calcular el área bajo las curvas. Este problema se conoce tradi-
cionalmente como el de «cuadrar» la curva. En concreto, el área bajo la hipérbola 𝑓(𝑥) = 𝑘/𝑥 fue estudiada
por matemáticos como De Sarasa, Huygens, Newton, Mercator, James Gregory y Leibniz. Desde el trabajo
Solutio problematis a R. P. Marino Mersenno Minimo propositi, de Alphonse Antoine de Sarasa [18], ya se
sabía que había que escribir el área en términos de un logaritmo. Pero, aunque todos estos matemáticos
encontraron métodos correctos (principalmente mediante series), la primera vez que se referencia la base
de dicho logaritmo es en una serie de cartas [8] entre Huygens y Leibniz sobre un problema que planteó el
último en las Acta Eroditorum [10]. El problema es, a grandes rasgos, hallar las ecuaciones que rigen el
movimiento de un cuerpo en caída libre que sufre una resistencia cuadrática causada por rozamiento con
aire. A lo largo de la sección denotaremos por 𝑡 el tiempo de caída, 𝑣 la velocidad instantánea del cuerpo y
𝑎 la velocidad límite de caída. Asumiendo que 𝑡0 = 0 y que el cuerpo comienza a caer en reposo, por lo
que 𝑣0 = 0, Leibniz llega a plantear la integral

(5) 𝑡 = ∫
𝑣

0

𝑎
𝑎2 − 𝑣′2 d𝑣

′.

Huygens es el primero que da un resultado, utilizando series, pero se equivoca2, y es Leibniz el que da los
resultados correctos en la contestación, también en forma de series. Estos resultados dados por Leibniz
son equivalentes a las formas habituales de hoy en día, que son

(6) 𝑡 = ∫
𝑣

0

𝑎
𝑎2 − 𝑣′2 d𝑣

′ = 𝑎
2 ln (

𝑎 + 𝑣
𝑎 − 𝑣).

En otra carta sobre la naturaleza de la función logarítmica y su relación con la función exponencial, Leibniz

2En la correspondencia se plantea, además de la expresión (5) para hallar el tiempo 𝑡, una expresión semejante para hallar el
espacio recorrido 𝑠. El error que comete Huygens es cambiar los resultados de las dos integrales planteadas.
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hace referencia a la primera integral en (6) para el caso 𝑎 = 1 y escribe la expresión3

𝑏
𝑡
• = 1 + 𝑣

1 − 𝑣 ,

que involucra una constante 𝑏. Respecto a este valor Leibniz escribe: «𝑏 siendo una gran constante cuyo
logaritmo es 1, siendo 0 el logaritmo de 1» [8, pág. 76]. Si hacemos los mismos cálculos pero usando
métodos actuales, obtenemos que

e
𝑡
1/2 = 1 + 𝑣

1 − 𝑣.

Comparando ambos resultados y la afirmación dada por Leibniz, tenemos la creencia de que Leibniz
conoce e pero lo denomina 𝑏. Otros autores, como Cajori [2, pág. 493], también toman 𝑏 como la base de
los logaritmos naturales o neperianos.

2.4. Jacob Bernoulli y el problema del interés compuesto
Hasta este momento, hemos visto la aparición de logaritmos en cuya base aparece una constante rela-
cionada con e, e incluso la presencia de una constante llamada 𝑏 de la que tenemos indicios de que sea
precisamente e. Aún así, en ningún momento se ha hecho referencia al valor de esta constante. La primera
vez que se obtiene algo de información sobre el valor de e es de forma casual mediante acotaciones de su
valor. Sorprendentemente, esta acotación no se presenta en ningún tratado de logaritmos, área bajo la
hipérbola o similares, sino en el artículo «Quæstiones Nonnullæ de usuris, cum solutione Problematis de
Sorte Alearum, propositi in Ephem. Gall. A. 1685» de Jacob Bernoulli [1], en el estudio de un problema de
interés compuesto. Dada una cantidad inicial invertida a rédito compuesto anual, el problema consiste
en calcular el dinero que se obtendría si se cobrasen los intereses en periodos más cortos y, en última
instancia, momentáneamente. Sea supuesto que se invierte un euro con un interés anual del 100%. Si el
interés se cobra anualmente, al final del año se tendrán 2 euros. Si, en cambio, se cobran los intereses cada
6meses con un interés proporcional del 50% se obtienen 2,25 euros. El proceso de cobrar los intereses
momentáneamente se obtiene mediante un paso al límite, siguiendo la definición de derivada o tasa de
valor instantáneo.
Bernoulli obtiene la solución dada por una serie en la que 𝑎 es el capital inicial y 𝑏 el rédito anual. Además,
calcula una cota inferior y otra superior de esta solución:

𝑎 + 𝑏 + 𝑏2

2𝑎 < 𝑎
∞
∑
𝑛=0

𝑏𝑛

𝑎𝑛 𝑛! < 𝑎 + 𝑏 + 𝑏2

2𝑎 − 𝑏.

Mostramos la forma de obtener ambas cotas.

1. Respecto a la primera, la suma∑𝑛
𝑖=0

𝑏𝑖
𝑎𝑖 𝑖! es de términos estrictamente positivos, por lo que la sucesión

de sumas parciales 𝑠𝑛 = 𝑎∑𝑛
𝑖=0

𝑏𝑖
𝑎𝑖 𝑖! es estrictamente creciente. Por tanto, 𝑠2 < lím𝑛→∞ 𝑠𝑛. Se tiene

entonces que

𝑎 + 𝑏 + 𝑏2

2𝑎 = 𝑠2 < lím
𝑛→∞

𝑠𝑛 = 𝑎
∞
∑
𝑖=0

𝑏𝑖

𝑎𝑖 𝑖!
.

2. Para la segunda cota, sea notado que 2𝑛−1 ⩽ 𝑛! siempre que 𝑛 ⩾ 2, y la desigualdad es estricta si
𝑛 ⩾ 3. Aplicando esta relación a las sumas parciales y llevándolas al límite4,

𝑎
∞
∑
𝑛=0

𝑏𝑛

𝑎𝑛 𝑛! < 𝑎 + 𝑏 + 2𝑎
∞
∑
𝑛=2

𝑏𝑛

2𝑛 𝑎𝑛 = 𝑎 + 𝑏 +
𝑏2
2𝑎

1 − 𝑏
2𝑎

= 𝑎 + 𝑏 + 𝑏2

2𝑎 − 𝑏.

3Hemos reproducido la expresión exactamente como la hemos encontrado en el documento consultado [8, pág. 283]. Definitiva-
mente, se puede observar el punto en la expresión original. La exponencial en una base 𝑏 aparece anteriormente en otra carta [8,
pág. 276] y presenta el mismo punto. Sin embargo, el punto no está presente en todas las funciones exponenciales que escribe; por
ejemplo, también escribe la ecuación 𝑥𝑥 + 𝑥 = 30, en la que no se observa [8, pág. 276]. Esto puede llevar a pensar que la base 𝑏 es
especial y, por tanto, siempre que se usa de base para una función exponencial lleva un punto debajo del argumento, o que dicho
punto tiene otro tipo de significado independiente de 𝑏. El significado se deja a interpretación del lector.

4Para asegurar la convergencia de la serie para la primera igualdad, es necesario tener que ||
𝑏
2𝑎
|| < 1. Sin embargo, Bernoulli no

remarca esta condición en su artículo [1] y asume directamente la convergencia.
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En base a esta expresión, Bernoulli afirma que, si 𝑎 = 𝑏, entonces el valor del capital estaría entre 2,5𝑎
y 3𝑎, lo que se puede comprobar sustituyendo en las cotas. Como 𝑎 es un valor positivo, entonces la
equivalencia

2,5𝑎 < 𝑎
∞
∑
𝑛=0

1
𝑛! < 3𝑎 ⟺ 2,5 <

∞
∑
𝑛=0

1
𝑛! < 3

es cierta. Sabiendo con nuestros conocimientos actuales que e = ∑∞
𝑛=0

1
𝑛! , este resultado prueba que

2,5 < e < 3. Sin embargo, Bernoulli no conoce la existencia de e ni de una constante parecida, por lo que,
como decíamos, parece que acotar su valor ha sido más un golpe de casualidad por el problema en el que
trabajaba que algo intencionado.

2.5. Leonhard Euler y el desarrollo en serie de la función exponencial
A pesar de las apariciones ya comentadas, todavía nadie ha definido la constante e. Según Cajori [2,
pág. 493], el primer autor que lo hace es Leonhard Euler. Si nos referimos estrictamente al nombre «e»,
Euler ya lo utiliza en sus primeros artículos, como en «Meditatio in experimenta explosione tormentorum
nuper instituta» [4], llegando incluso a dar un valor aproximado. En este caso, la definición que utiliza
es la misma que la que dio Leibniz. Pero la primera vez que define e tal y como aparece en la expresión
dada por Bernoulli es en su Introductio in Analysin Infinitorum [5]. En el séptimo capítulo de esta obra,
Euler indaga en el desarrollo de funciones exponenciales como series infinitas. A lo largo de todo el texto,
emplea de forma velada la aproximación lineal de funciones derivables en un punto. En la época de Euler,
el cálculo infinitesimal moderno (es decir, el desarrollado a partir de la definición de límite) no existía. Por
tanto, conceptos como la derivabilidad no estaban claros del todo, y lo expuesto a continuación debe ser
entendido como un intento de formalizar la demostración original.
Euler escribe que, si 𝜔 es arbitrariamente pequeño, lo que quiere decir que 𝜔 → 0, entonces se tiene que
𝑎𝜔 = 1 + 𝑘𝜔, siendo 𝑘 una constante dependiente de la base 𝑎. Con nuestro conocimiento moderno, esta
afirmación es equivalente a formular la aproximación lineal de la función 𝑎𝑥 en un entorno del punto
𝑥 = 0, por lo que se tiene que

𝑎𝜔 = 𝑎0 + 𝑓′(0)(𝜔 − 0) + 𝑅1(𝑓) = 1 + 𝑘𝜔 + 𝑅1(𝑎𝑥),

siendo 𝑓(𝑥) = 𝑎𝑥 y 𝑅1(𝑎𝑥) = 𝑜(𝜔) el resto de orden 1 de la aproximación lineal. Se puede observar que
𝑘 = (𝑎𝑥)′(0) = ln 𝑎, resultado que Euler obtiene posteriormente en el libro.
Euler introduce ahora las nuevas variables 𝑧, 𝑖 ∈ ℝ,5 relacionadas con 𝜔mediante 𝑧 = 𝜔 ⋅ 𝑖. A partir de
ahora, Euler considera, sin hacer mención explícita de ello, la cantidad 𝑧 como un número real fijo. Como
𝜔 → 0, concluye entonces que 𝑖 → ∞. Sustituyendo esto en la primera igualdad llega a que

(7) 𝑎
𝑧
𝑖 = 1 + 𝑘 𝑧𝑖 ⟺ 𝑎𝑧 = (1 + 𝑘 𝑧𝑖 )

𝑖
.

Mediante el binomio de Newton y la aplicación de los actuales límites del tipo ∞
∞ , llega a que toda función

exponencial es de la forma

𝑎𝑧 =
∞
∑
𝑛=0

𝑘𝑛𝑧𝑛
𝑛! .

Es capaz de demostrar también que, sabiendo la 𝑘 asociada a una base 𝑎, se puede hallar el desarrollo
en serie de cualquier función exponencial con otra base 𝑏. En la demostración original iguala las dos
funciones exponenciales 𝑎𝑧 = 𝑏𝑦, despeja 𝑧 y la sustituye en la serie de 𝑎𝑧:

𝑏𝑦 = 𝑎𝑦⋅log𝑎 𝑏 =
∞
∑
𝑛=0

𝑘𝑛𝑦𝑛(log𝑎 𝑏)
𝑛

𝑛! .

5Aprovechamos para recordar que, en la época de Euler, el concepto de número complejo tampoco estaba desarrollado com-
pletamente. Por tanto, la constante i no representaba ningún número particular y podía ser utilizada como una variable más sin
lugar a confusión (la elección de 𝑖 para representar un número tal que 𝑖 → +∞ parece estar motivada por la palabra « infinitorum»,
que es la traducción al latín de «infinito»). De hecho, posteriormente Euler escribe √−1 en lugar de i. En este artículo se evitará la
confusión entre la constante √−1 y la variable 𝑖 tipográficamente, escribiendo i para denotar √−1.
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Una vez concluido esto y tras otras demostraciones correspondientes a la función logarítmica, Euler
introduce la definición de e. No menciona explícitamente el argumento que le lleva a hacerlo, por lo que
presentamos aquí uno posible. Ya que sabiendo la 𝑘 asociada a una base 𝑎 podemos hallar el desarrollo en
serie de cualquier función exponencial, entonces buscaremos la base con la 𝑘más simple, es decir, la base
con 𝑘 = 1. Esta elección provoca que dicha base sea

𝑎𝑧 =
∞
∑
𝑛=0

𝑧𝑛
𝑛! ⟹ 𝑎 =

∞
∑
𝑛=0

1
𝑛! .

A esta base privilegiada la llama e, y da como valor aproximado e = 2,71828182845904523536028... Apli-
cando esta definición a la ecuación (7) obtenemos que

(8) e𝑧 = lím
𝑖→∞

(1 + 𝑧
𝑖 )

𝑖
.

Euler no lo hace, pero de aquí es fácil deducir otra definición de e al sustituir 𝑧 = 1. Esta definición, que es
la presentada usualmente en bachillerato, es

e = lím
𝑖→∞

(1 + 1
𝑖 )

𝑖
.

3. Aplicaciones de e en ramas de la matemática
3.1. Identidad de Euler
La primera aplicación que hemos estudiado es la identidad de Euler, que relaciona las constantes conocidas
actualmente como i, π y emediante

eiπ + 1 = 0.

Como esta identidad es una consecuencia directa de la fórmula de Euler, hemos decidido analizar el origen
de esta última. La encontramos en la obra de Leonhard Euler Introductio in Analysin Infinitorum [5] de
1748, donde se obtiene en el capítulo VIII tras manipular las funciones seno y coseno. Comienza utilizando
la fórmula de De Moivre,

(cos 𝑥 + i sen 𝑥)𝑛 = cos(𝑛𝑥) + i sen(𝑛𝑥), 𝑛 ∈ ℕ,

que se puede demostrar por inducción. A partir de esta relación es evidente obtener que

cos(𝑛𝑥) = (cos 𝑥 + i sen 𝑥)𝑛 + (cos 𝑥 − i sen 𝑥)𝑛
2 ,(9)

sen(𝑛𝑥) = (cos 𝑥 + i sen 𝑥)𝑛 − (cos 𝑥 − i sen 𝑥)𝑛
2i .(10)

Euler toma de nuevo 𝑛𝑥 = 𝑣 como una cantidad real fija y hace tender 𝑥 a 0. Esto fuerza que 𝑛 → ∞. A con-
tinuación, aproxima las funciones seno y coseno por sus respectivas aproximaciones lineales, obteniendo
cos 𝑥 ≃ 1 y sen 𝑥 ≃ 𝑥 = 𝑣

𝑛 . Estas expresiones dan lugar por sustitución en las ecuaciones (9) y (10) a

cos 𝑣 = 1
2 [(1 +

𝑣 i
𝑛 )

𝑛
+ (1 − 𝑣 i

𝑛 )
𝑛
] , sen 𝑣 = 1

2i [(1 +
𝑣 i
𝑛 )

𝑛
− (1 − 𝑣i

𝑛 )
𝑛
] .

Como ha empleado que 𝑛 → ∞, por la ecuación (8) concluye las conocidas como identidades de Euler,

cos 𝑥 = ei𝑥 + e−i𝑥
2 y sen 𝑥 = ei𝑥 − e−i𝑥

2i .

Euler emplea estas identidades para demostrar la fórmula de Euler. Se obtiene que

ei𝑥 = cos 𝑥 + i sen 𝑥.

La identidad de Euler se obtiene para el caso 𝑥 = π:

eiπ + 1 = 0.
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3.2. Serie de Fourier
La serie de Fourier permite representarmuchas funciones periódicas como combinación lineal de funciones
exponenciales complejas.

Hemos encontrado la primera versión de la serie de Fourier en el artículo «Mémoire sur la propagation
de la chaleur dans les corps solides» [7] presentado a la Societé Philomatique de Paris, en el que indaga
sobre la propagación del calor. Tomando la temperatura 𝑇 como una función escalar dependiente de los
parámetros espaciales 𝑥, 𝑦, 𝑧 y del tiempo 𝑡, es decir, 𝑇(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡), la ecuación de Fourier afirma que

(11)
𝜕𝑇
𝜕𝑡 = 𝑎 (

𝜕2𝑇
𝜕𝑥2 +

𝜕2𝑇
𝜕𝑦2 +

𝜕2𝑇
𝜕𝑧2 ),

donde 𝑎 es una constante que, en principio, depende de las variables 𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡.

Las condiciones del problema se restringen considerando un caso particular al que aplica esta ecuación.
Supone que el medio de transmisión es homogéneo, es decir, la constante 𝑎 es independiente de las
variables 𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡. Considera el problema en una placa situada en el plano 𝑥𝑦 de longitud 2 en el eje 𝑦 e
indefinidamente larga en el eje 𝑥, por lo que 𝑥 ∈ ℝ, 𝑦 ∈ [−1, 1] y 𝑧 es constante. Por último, se considera
que el sistema está en estado estacionario, lo que quiere decir que 𝑇 es independiente de 𝑡. Todo esto hace
que la ecuación (11) pase a ser escrita como

𝜕2𝑇
𝜕𝑥2 +

𝜕2𝑇
𝜕𝑦2 = 0,

que es conocida como ecuación de Laplace. Mediante el método de separación de variables, expresando
la temperatura como 𝑇(𝑥, 𝑦) = 𝑀(𝑥)𝑁(𝑦), hemos obtenido varias soluciones al problema, dadas por las
ecuaciones diferenciales ordinarias

𝜕2𝑀
𝜕𝑥2 − 𝜆𝑀 = 0, 𝜕2𝑁

𝜕𝑦2 + 𝜆𝑁 = 0.

Dichas soluciones con 𝜆 ⩾ 0 vienen dadas por

𝑀(𝑥) = 𝑐 e√𝜆𝑥 + 𝑑 e−√𝜆𝑥, 𝑁(𝑦) = 𝐶 cos (√𝜆𝑥) + 𝐷 sen (√𝜆𝑥) .

Como la ecuación se satisface para cualquier elección de 𝜆, se puede escoger una solución general como
superposición de soluciones para 𝜆𝑖, obteniendo la solución más general

𝑇(𝑥, 𝑦) =
∞
∑
𝑖=1

(𝑏𝑖e√𝜆𝑖𝑥 + 𝑎𝑖e−√𝜆𝑖𝑥) cos (√𝜆𝑖𝑥) + (𝐵𝑖e√𝜆𝑖𝑥 + 𝐴𝑖e−√𝜆𝑖𝑥) sen (√𝜆𝑖𝑥) .

Ahora impone simetría de la función respecto a la variable 𝑦, por lo que los términos senoidales deben
desaparecer. Así, 𝐴𝑖 = 𝐵𝑖 = 0. Además, la temperatura debe ser una función acotada para toda la placa,
por lo que 𝑏𝑖 = 0. La solución general tras eliminar estas condiciones es

𝑇(𝑥, 𝑦) =
∞
∑
𝑖=1

𝑎𝑖 e−√𝜆𝑖 𝑥 cos (√𝜆𝑖 𝑦) ,

siendo los valores 𝜆𝑖 con 𝑖 ∈ ℕ constantes de valores indeterminados.

Aplicando la condición de frontera 𝑇(𝑥,±1) = 0, que es equivalente a afirmar que la temperatura en el
borde de la placa es la misma que en el exterior, obtiene los valores de las constantes

√𝜆𝑖 =
2𝑖 + 1
2 π.

Con esto ya queda totalmente determinado el perfil de temperaturas estacionario de la placa. El objetivo es
estudiar ahora el perfil para diferentes valores de 𝑥. El que estudia, en particular, es para 𝑥 = 0, obteniendo
la función de temperatura

𝜑(𝑦) = 𝑇(0, 𝑦) =
∞
∑
𝑖=1

𝑎𝑖 cos (
2𝑖 + 1
2 π𝑦),
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que es lo que se conoce actualmente como serie de Fourier. Aplicando ahora la ortonormalidad6 de
las funciones { cos ( 2𝑖+12 π 𝑦)}

𝑖∈ℕ
en el intervalo [−1, 1] en el que está definida la función 𝜑, se obtiene la

expresión de los coeficientes

𝑎𝑖 = ∫
1

−1
𝜑(𝑦) cos (2𝑖 + 1

2 π𝑦) d𝑦.

La serie de Fourier completa aparece en suThéorie analytique de la chaleur [6, pág. 257], de 1822. No
hemos encontrado un primer autor que reformule la serie de Fourier en función de la función exponencial,
pero usando las identidades de Euler es sencillo hallar que

𝜑(𝑥) =
∞
∑

𝑛=−∞
e
2π𝑛
𝑇 i𝑥 ⋅ 1𝑇 ∫

𝑇
2

− 𝑇
2

𝜑(𝑥) e−
2π𝑛
𝑇 i𝑥 d𝑥.

3.3. Distribución normal

La última aplicación estudiada ha sido la función de densidad de la distribución normal, dada su impor-
tancia debida al teorema central del límite.

La primera vez que la hemos encontrado ha sido enThe Doctrine of Chances, de Abraham de Moivre [12,
págs. 243-254]. Se presenta como una forma de aproximar la distribución binomial para un gran número
de experimentos 𝑛 y sin que la expresión resultante dependa de dicho número de experimentos. Divide el
estudio en dos partes, primero para una distribución binomial7 𝑋 ∼ Bin (𝑛, 12 ) y después una distribución
con probabilidad arbitraria 𝑋 ∼ Bin (𝑛, 𝑎

𝑎+𝑏 )
8. En ambos casos, el proceso que sigue es el mismo.

De Moivre trabaja con probabilidades mediante casos favorables y casos desfavorables y aplica lo que
conocemos hoy como regla de Laplace. Por tanto, trabajaremos con una función de casos favorables de
nuestra variable aleatoria, que denotaremos como C. Fav. [𝑋 = 𝑥], para indicar el número de casos en los
que la variable aleatoria 𝑋 toma el valor 𝑥. Con esta notación, y sabiendo que el número de casos totales
es 2𝑛, la función de probabilidad viene dada en términos de la regla de Laplace por

Pr[𝑋 = 𝑥] = C. Fav. [𝑋 = 𝑥]
2𝑛 .

Primero, De Moivre aproxima el valor de la probabilidad más alta de la distribución, que corresponde al
término central 𝑥 = 𝑛/2, obteniendo que

C. Fav. [𝑋 = 𝑛/2]
2𝑛 = 1

2𝑛 (
𝑛
𝑛/2

) ≃
2𝐴(𝑛 − 1)𝑛

𝑛𝑛√𝑛 − 1
.

Para valores de 𝑛muy grandes obtiene que √𝑛 − 1 ≃ √𝑛 y también emplea la aproximación de e como

(𝑛 − 1)𝑛

𝑛𝑛 = (1 − 1
𝑛)

𝑛
≃ e−1.

6Aprovechamos para recordar que, sobre el espacio vectorial de funciones 𝒞0[𝑎,𝑏] siendo 𝑎 < 𝑏, la forma lineal

⟨𝑓, 𝑔⟩ = ∫
𝑏

𝑎
𝑓(𝑥) 𝑔(𝑥) d𝑥

es un producto escalar entre funciones. Lo que estamos afirmando, entonces, respecto a la ortonormalidad de las funciones coseno
es que

⟨cos ( 2𝑖 + 1
2 π𝑦), cos ( 2𝑗 + 1

2 π𝑦)⟩ = ∫
1

−1
cos ( 2𝑖 + 1

2 π𝑦) cos ( 2𝑗 + 1
2 π𝑦) d𝑦 = 𝛿𝑖,𝑗.

7A lo largo del texto se denotará por 𝑋 ∼ Bin(𝑛,𝑝) a una distribución binomial de 𝑛 ensayos con probabilidad de éxito 𝑝.
8De Moivre no trabaja con la probabilidad 𝑝, sino con el número de casos favorables 𝑎 y desfavorables 𝑏. Probar que 𝑝 = 𝑎

𝑎+𝑏 es
obvio a partir de la regla de Laplace.
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Con todo esto, la aproximación final es

2𝐴(𝑛 − 1)𝑛

𝑛𝑛√𝑛 − 1
≃ 2𝐵
√𝑛

.

De Moivre indica que Stirling halla posteriormente el valor de 𝐵 como 𝐵 = 1
√2π

.

A continuación, calcula el cociente entre un término cualquiera del binomio y el término central. Lo
aproxima indirectamente mediante logaritmos, obteniendo para 𝑛 grande que

ln ( C. Fav. [𝑋 = 𝑥]
C. Fav. [𝑋 = 𝑛/2]) ≃ −2ℓ

2

𝑛 ,

donde ℓ es la distancia que nos alejamos de la media de 𝑋 ∼ Bin (𝑛, 12 ), es decir, ℓ = |𝑥 − 𝑛
2 |. Así, la

probabilidad de un evento cualquiera viene dada por

Pr[𝑋 = 𝑥] = C. Fav. [𝑋 = 𝑥]
2𝑛

= C. Fav. [𝑋 = 𝑛/2]
2𝑛 ⋅ C. Fav. [𝑋 = 𝑥]

C. Fav. [𝑋 = 𝑛/2]

≃ 2
√2π𝑛

e−
2ℓ2
𝑛 .

Repitiendo el cálculo para una distribución binomial de probabilidad arbitraria 𝑋 ∼ Bin (𝑛, 𝑎
𝑎+𝑏 ), obtiene

aproximaciones de los cocientes anteriores como

C. Fav. [𝑋 = 𝑛𝑝]
(𝑎 + 𝑏)𝑛

≃ 𝑎 + 𝑏
√2π𝑎𝑏𝑛

, ln ( C. Fav. [𝑋 = 𝑥]
C. Fav. [𝑋 = 𝑛𝑝])

≃ −(𝑎 + 𝑏)2

2𝑎𝑏𝑛 ℓ2.

Siguiendo la misma deducción que en el caso con probabilidad 𝑝 = 1/2, la función de probabilidad para
la distribución binomial arbitraria viene dada por

Pr[𝑋 = 𝑥] = 𝑎 + 𝑏
√2π𝑎𝑏𝑛

e−
(𝑎+𝑏)2
2𝑎𝑏𝑛 ℓ2,

donde ahora tenemos que ℓ = 𝑥 − 𝑛 𝑎
𝑎+𝑏 . En este caso, recordando que la media en una distribución

binomial viene dada por 𝜇 = 𝑛𝑝 = 𝑛 𝑎
𝑎+𝑏 y la varianza por 𝜎 = √𝑛𝑝𝑞 =

√𝑎𝑏𝑛
𝑎+𝑏 , la función de probabilidad

viene dada por

Pr[𝑋 = 𝑥] = 1
𝜎√2π

e−
1
2 (

𝑥−𝜇
𝜍 )

2

,

que es precisamente la función de probabilidad de la distribución normal.

4. Conclusiones
Tanto los motivos que llevan a la definición de e como sus aplicaciones son muy variadas. En el origen
hemos encontrado aproximaciones por diversas áreas: construcción de tablas de logaritmos, problemas
de cálculo de áreas bajo la hipérbola, desarrollos en serie de funciones exponenciales e incluso problemas
de economía. También hemos visto su rango de aplicaciones en análisis y estadística, estando presente en
teoremas clave de ambas ramas.

Las aplicaciones que hemos expuesto no son más que un pequeño ejemplo de las muchas que se pueden
estudiar. Este campo queda abierto a más autores que deseen profundizar más en las aplicaciones de e. Por
otro lado, también se puede profundizar en el origen buscando y analizando más autores que hayan hecho
aportes a la definición de e. Actualmente estamos trabajando en esta tarea, revisando autores presentes en
el proyecto y estudiando otros nuevos.
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