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Resumen: La caracterizaciéon de las g-medidas de Carleson para espacios de fun-
ciones holomorfas es un problema clasico en el andlisis matemdtico. Presentamos
un andlisis de la caracterizacién cldsica de este tipo de medidas para el espacio de
Hardy HP y el espacio de Bergman A4%.
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g-medidas de Carleson en espacios de Hardy HP y Bergman A%

1. Introduccion

La caracterizacién de las g-medidas de Carleson para espacios de funciones holomorfas es un problema
clasico en el andlisis matemadtico. Estas fueron introducidas por L. Carleson en la década de 1960 [3, 4]
para caracterizar las sucesiones de interpolacién en el dlgebra de Banach H*, formada por las funciones
holomorfas acotadas en el disco unidad abierto D = {z € C : |z]| < 1}, y dar una solucién al problema de
la corona.

Definicion 1. Sea u una medida de Borel positiva y & un espacio cuasinormado de funciones analiticas en
D. Diremos que u es una g-medida de Carleson para ¥ si el operador

d: F - [9)

es acotado.

La importancia de este tipo de medidas es ampliamente conocida. Existen multiples aplicaciones en
analisis armonico o en ecuaciones diferenciales, por ejemplo en la solucién de la ecuacién d dada por
Jones [12]. Como observa Jones [11], existe un destacable uso de este tipo de medidas en la caracterizacion
de funciones de oscilacién media acotada (BMO por sus siglas en inglés). Fefferman y Stein [8] demuestran
que ¢ € BMO(R) si y solo si su extension armoénica a R% satisface que yV¢ dx dy es una medida de
Carleson. Esto implica que el dual de H' se identifica con BMO. Sin embargo, hay que notar que este
resultado se puede obtener sin el uso de este tipo de medidas (ver el libro de Pavlovi¢ [14, cap. 6]).

Presentamos un andlisis de la caracterizacion clasica de este tipo de medidas, dada por Carleson, para
el espacio de Hardy HP y el espacio de Bergman con peso A% en el disco unidad con p < q. Para el caso
q < p son necesarias otras técnicas que exceden la pretension de este texto. Ademds, analizamos algunas
propiedades del operador maximal de Hormander [10] para obtener el resultado. La importancia del
esquema de demostracién que desarrollamos en este articulo radica en que no requiere conocimientos
avanzados. El resultado que mostramos se puede obtener a través del teorema de interpolacién de
Marcinkiewicz (ver el articulo de Bernard [1, Teorema 3.8]), pero ello implica un conocimiento mas
avanzado de teoria de la interpolacién. Nétese que el esquema para el espacio de Hardy se puede adaptar
al espacio de Bergman (ver también el articulo de Peldez y Réttya [15, Theorem 4.19]). Sin embargo,
optamos por otra via también sencilla.

El articulo se divide en cuatro secciones. En la primera repasamos algunas definiciones bésicas de los
espacios de Hilbert con ntcleo reproductor y definimos los espacios de Hardy y Bergman clésicos. En
la segunda secci6n, definimos y analizamos las cajas de Carleson y el operador maximal de Hérmander.
Finalizamos con una seccién para la caracterizacion en cada espacio.

Alo largo del articulo utilizaremos la siguiente notacién. Denotaremos por (H, -, -)) a un espacio de Hilbert
de funciones holomorfas con producto escalar (-, -), y por T a la frontera del disco unidad ID. El conjunto
de funciones holomorfas en D estard denotado por O(ID). Ademds, si T: X — Y es un operador lineal y
continuo entre los espacios de Banach X e Y, denotaremos su norma por ||T|| XY Por otro lado, dados
A, B > 0, si existe ¢ > 0 tal que A < ¢B, escribiremos A < B.SiA $ By B S A, escribiremos A < B.

Finalmente, sugerimos al lector interesado en profundizar en el teorema de interpolacién ver el articulo de
Bernard [1]; al interesado en los espacios de Bergman, leer los libros de Duren y Schuster [7] y Hedenmalm,
Korenblum y Zhu [9], y al interesado en los espacios de Hardy, los libros de Duren [6], Koosis [13] y Pavlo-
vi¢ [14]. Para profundizar en medidas de Carleson y aplicaciones de estas, se recomienda ver los articulos
de Carleson [3, 4], Fefferman y Stein [8], Jones [11, 12] y Peldez y Réttyd [15]. Para el operador maximal de
Hormander se recomienda leer su articulo original [10], y para conceptos bdsicos de andlisis complejo
aconsejamos los libros de Bruna y Cufi [2] y Rudin [17]. Cabe destacar que los articulos de Fefferman y
Stein [8] y Hormander [10] estdn enfocados a varias variables complejas, por lo que recomendamos al
lector que consulte los libros de Rudin [16] y Scheidemann [18] previamente a su lectura.
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2. Espacios de Hilbert con nicleo reproductor

Consideremos H un espacio de Hilbert, H C O(ID), tal que para todo punto z € ID el operador evaluaciéon
L,: H — Cdado por L,(f) = f(z) estd acotado. El teorema de representacién de Riesz [17] asegura la
existencia de una unica funcién K, tal que (f,K,) = L,(f) = f(z) para todo z € . Dicha funcién se
denomina niicleo reproductor de H.

Dada (e,,),en Una base ortonormal de H, su nticleo reproductor seré

(s

K (&)=Y e(Oen), £ zeD.

n=1

Nos centraremos en la caracterizacion de las g-medidas de Carleson para los espacios de Hardy HP y los
espacios de Bergman AL

Dadas la funcién f € O(ID) y constantes r € (0,1) y p € (0, o), definimos la funcién

1 bl 1/p
My(r, f) = (g/ |f(re®)|P d@) .

Definicion 2. Sea 0 < p < o0. Definimos el espacio de Hardy HP como el espacio de funciones f € O(D)
tales que
||f||Hp = Sup Mp(r’f) = hrn_Mp(rrf) < 0.
o<r<1 r—1

Notese que la dltima igualdad es debida al teorema de convexidad de Hardy (véase el libro de Conway [5,
cap. 6]). Por otro lado, sea dA(re“) = %dr dt y consideremos un peso w (es decir, w € L' (D, dA) con
w > 0).

Definicién 3. Sea 0 < p < oo0. Definimos el espacio de Bergman con peso w, A, como el espacio de
funciones f € O(ID) tales que

1/p
1L, =< [irr w(z)dA(z)) <.
D

En particular, nos centraremos en los pesos
w(2) = we(z) = (@ + A = 2%, a> -1,

por lo que de ahora en adelante denotaremos A%, = A% para estos pesos.

Notemos ahora que tanto el espacio de Hardy H? como el espacio de Bergman A2, tienen estructura de
espacio de Hilbert con los productos escalares respectivos,

G =5 [ PRy (0 = [ F@F @R UGE.
x D

Estos espacios admiten una base ortonormal dada por los monomios normalizados. En el caso del espacio
de Hardy H? tenemos que e,(z) = z" y la expresién de su nticleo reproductor queda como

K©O=3 7 = 5

el cual normalizando queda

PO G 12?)"
TR T 1-&
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-1
donde ||K,|* = (1 - |z|2) . En el caso del espacio de Bergman A2, los elementos de la base de monomios
normalizados son
zi‘l
en(z) = ’

1
\}z f P (p) dp
0

los cuales nos permiten calcular el nticleo reproductor de A% como

[e] §nﬁ 1
Kz(g) = Z 1 = _ +a’
n=1 2(0( + l)f p2n+1(1 _ p2)oc dp (1 gz)z

0

Finalmente, normalizando el niicleo reproductor obtenemos que

(1 _ |le)(z+oz)/2

kz(g) = (1— 52)2+oc

3. Cajas de Carleson y operador maximal de Hérmander

En esta seccién introduciremos la nocién de caja de Carleson asociada a un arco de T o a un punto del
disco unidad D. Posteriormente, hablaremos sobre el operador maximal de Hormander, el cual nos sera
atil en la seccion 4.

Definicion 4. Sea I C T un intervalo. La caja de Carleson asociada al intervalo I es el conjunto
SO ={re" : 1—r< |, e’ el},

donde |I| denota la medida de Lebesgue normalizada del intervalo I. De forma similar, se puede definir la
caja de Carleson para cualquier punto a = |ale’ € D \ {0} como

. 1—
S(@ ={ret 1 1= <1~ fal, forg(@)| = 1t - 0] < =514},

Ademas, si definimos el arco I, C T como
) 1—|a
P ])

tenemos que |[,| = 1 — |a| y el arco asociado a la caja de Carleson S(a) es I, (ver figura 1). Vemos entonces
que existe una biyeccién entre los conjuntos I, y S(a), a € D \ {0}. En particular, S(a) = S(I,).

Figura 1: Caja de Carleson.

Una propiedad interesante de las cajas de Carleson es el siguiente resultado técnico, el cual nos permite
obtener una condicién necesaria para describir las g-medidas de Carleson en los espacios mencionados.
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Lema5. Seana e D\ {0}y z € S(a). Entonces,

1—|af?
2

V5
>,

<|1-az|<(1-la)

Demostracion. Nétese que (1 + |a])/2 < 1, por lo que la primera desigualdad se obtiene de

1+|a|)_1—|a|2
2 -2

u—amz1—mazl—qua—km(

Veamos la segunda desigualdad. Sea 6 = arg(az). Tenemos que
11 —az]> = (1 - [az])* + 4]al|z|(sen(6/2))* < (1 - |az])* + |6,
donde estamos usando que |sen(t)| < |t| para todo ¢t € R. Finalmente, como z € S(a),

(L—la)? _
<

(1 —la])?

(1 —laz])? + 16> < (1 — |az|)* + n

5
(1= laP) + <201 - [aP)2, .
La siguiente clase de medidas quedaran caracterizadas cuando o = q/p como las g-medidas de Carleson
para HP.

Definicion 6. Sea o > 0. Si i es una medida de Borel positiva, definimos

p(S(a))
=sup ———=—.
llecll SUP 1 ap)e
Proposicion 7. Sean 0 < p,q < oo. Si u es una q-medida de Carleson para HP, existe una constante
c=c(p,q) > 0 tal que

||M||q/p <c ||Id||?Hp,Lq(#)) < ©0.

Demostracién. Por hip6tesis, tenemos que Id : HP — L(u) es acotado. Tomamos a € D y consideramos
la familia de funciones f,(z) = k,(z)*P, donde k, consiste en el nticleo reproductor normalizado

1 — lal?)2
(@="1D e,
1—-az
Entonces, como |lkg|l . = 1,
2q/
(1) ”IdH((IHp,Lq(ﬂ)) = ”kaH;zp ”IdH((al'Lq(’u)) = ||fa||?_1p ||Id||?Hp,Lq(M)) > ||Id(f;1)||2q(#) = ”f;z”clllq(lu) .

Ahora bien, f, € HP y

1l = fD I du(2) 2 /S .

2) 2/
1 — [al?)V/2 q/p
= f a—laf)™ du(z) > (
S(a)

1-az
donde en la dltima desigualdad hemos usado que |1 — az| < @(1 — |a|?) para z € S(a) (ver lema 5). Como
esto es cierto para toda a € D, de (1) y (2), y tomando ¢ = (4/5)~%P, deducimos que

. KS@) \_

@1 du(z) = f ka2 du(z)

S(a)
2
V5(1 — [a?)V2

K(S(a))

(1= Jap)7’

2q/p
) u(S(a)) = (4/5)%P

Mais adelante veremos que, si ¢ > p, entonces la inclusiéon H? C L(u) es acotada y existe C > 0 tal que
q - q 4

H'u”q/l’. >C ||Id||(Hp:Lq(w). Por lo tanto, en eéte.caso, lIeellyp = IMlIp 1a(,ry) (VEase el teorema 13). Para eso,

necesitaremos el siguiente lema de recubrimiento.
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Lema 8 (Lema de recubrimiento 1). Sea A C D, A # @. Supongamos que no existe una sucesion infinita
de puntos (z,)nen C A tales que los intervalos asociados (I, ),en Sean disjuntos dos a dos. Entonces,
existe una sucesion finita de puntos z, ..., Z,, € A tales que los arcos I, ..., I,,, son disjuntos y

m
Aac|J{zeD: L 5L},

n=1
_ fait - 5(1—|znl)
donde 5I,, = {el e — 6, < 2kall
Demostracién. Para la prueba vamos a construir una sucesion de puntos z;, ..., Z,, € A que va a satisfacer

la hipétesis que queremos.

Sean A; = Ayp, =inf{|z] : € A,}. Si0 € A, elegimos z; = 0; en caso contrario, elegimos z; € A, tal
que |z;| £ (o; + 1)/2, 1o cual es posible ya que, si |z] > (p; + 1)/2 para todo z € A, entonces tendriamos
que

+1
plT <inf{lz] : z€A}=p, <1,

y llegariamos a una contradiccion. Sea ahora A, ={z € A, : [, NI, = @}.Si A, = @, escogemos m = 1y
ya tenemos la sucesién buscada. Si A, # @, definimos p, = inf{|z| : z € A,}y elegimos z, € A, tal que
I22] < (o + 1)/2.

De esta manera, se puede crear una sucesion de puntos zg;, Z,, Z3, ... tales que z,, € A, v |z,| < (0, + 1)/2,
dondeA,={z€A,_, : NI, =0}#@yp,=Iinf{|z| : z € A,}paran > 2. Por hipétesis, el proceso
de escoger las z,, debe parar (es decir, existe un n € N tal que A,, = @, por lo que ya tendriamos la sucesién
buscada), ya que no existe ninguna coleccién infinita de puntos (z,),en C A tales que los intervalos
asociados (I, )nen sean disjuntos dos a dos.

Por lo tanto, existe un entero m > 1 tal que A,, # @ paratodo 1 < n < m pero A,,,; = @. Entonces, dado
Z € A, existe algtin n, € {1, ..., m} tal que I, N IZno # @. Fijemos el subindice n, (si hubiera més de uno,
escogemos 1, como el minimo entre estos subindices). Obsérvese que, si n, > 1, entonces I, N I, =0
para todo j € {1, ..., ny — 1}. Por tanto,

12| > pn, = inf{lz| : 2 €A ﬂIz,- =@, 1<j<ny—1}L
Asi pues, como 2|z, | < pp, + 1,
Ll =112 £1=pp, <1+ 1=2zp| = 2(1 = |2p,]) = 2|I, |-

Concluimos que I, N1, # @y |I,| < 2|I, |. Porlo tanto, I, C 5, .
Siny = 1, hacemos el mismo argumento pero ahora con p, y z; en lugar de p,,, y Zy, L]

Para acabar esta seccién, vamos a introducir el operador maximal de Hérmander y daremos algunos
resultados interestantes sobre este operador.

Definicion 9. Sean ¢ € L}(T) y z € D. El operador maximal de Hérmander se define como
- 1 .
M(e)@) = sup - [ et
1 1,

El siguiente resultado nos da una manera equivalente de escribir el operador de Hérmander.

Lema10. Siz = rel® € D, definimos

W= s T f o) dt.
I

12616, |I|>|I|

Entonces, M,(¢)(e"®) < M(¢)(z) para todo z = re®® € D.
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Demostracion. Observamos que para todo arco I D I, tenemos que |I| > |I,|. Ademads, e e I, cl,delo
que se obtiene la primera desigualdad

M(P)(2) < M(p)(E®).

Para ver la segunda desigualdad, sea I un intervalo tal que e € I'y |I| > |I|. Entonces, e© € I, N I # @. Asi
pues, existe un arco I D I tal que |I| = 2|I| y I, C I. Por lo tanto,

i [leeniar <2z fipeniar =2 [loe)ar < 290,
y la desigualdad que queremos ver se sigue tomando supremo sobre los arcos I tales que e® € I'y

> |1, .

La ventaja de esta equivalencia es que podemos probar una desigualdad puntual para este operador
cuando actda sobre espacios de Hardy.

Lema1l. Sea p > 0. Existe una constante C = C(p) tal que

If@)IP < CM(fP)(2),
para todo z € D y para toda f € HP.
Demostracion. En virtud del lema 10, basta probar la desigualdad
If@P < C'M(fP)e®), zeD, feHP,

donde C’ = C'(p). Dada f € HP, observemos que, al ser f holomorfa, puede probarse que |f|P es
subarménica en el disco unidad. Por otro lado, recordemos que, si denotamos por

1—r?

Pl)=——
HD) 1—2rcost +r?

t €[-m, ],

el niicleo de Poisson conr € (0,1) y tomamos g € L}(T), la funcion
1 T[
oy _ .
ug(re’) = o /;n B(6-1t)g(e")dt, 06 e€[-m ],

es una funcién arménica en ID cuyo limite radial en T existe y coincide con g(z) para casi todo z € T [17,
Teorema 11.16]. Como f € HP, puede probarse que |f|P restringida a T es una funcion de L'(T). Asi,

wgp(e®) = o [ B@- DI dr

es una funcién arménica que coincide con |f|P para casi todo punto en T. Pero, como |f|P es subarmonica,
concluimos por definiciéon que

|f(re®)|P < % f_ : B(6 - 0)|f(e")Pdt.

Supongamos que r < 1/2. Se sigue que E(t) < 3 para todo t € [—m, 7t]. De esta manera, sea z = re'® € D.
Entonces,

)P S3%f |f@)Pdr <3 sup

el el T2 |1, I

f P dt = 3 f1P) ().

Por otro lado, si tomamos 1 > r > 1/2, observamos que no se puede acotar el nticleo de Poisson unifor-
memente en ¢ y en r, debido a que, para t = 0, tenemos que E.(0) — oo cuando r — 17. En este caso
procedemos de la siguiente manera. Para todo n = 1,2, 3, ..., definimos t,, = 2"~ 1xn(1 — r).
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Notemos que (t,),en €S una sucesion creciente en la que t,,; = 2t, y t; = n(l — r). Asi, al tener que
1—r < 1/2, existe un tnico natural N tal que ¢y < /2y tn; > 7/2. De esta forma (ver figura 2), definimos

‘Il’l = [_tn)tn]y n= ].,2, ,N+ ]_,

Jl Sin = 1,
Gn= Jn\fn—l Sil’l=2,3,...,N,
[-7, 7]\ Jyy1 sSin=N+1,

y vamos a encontrar una cota conveniente para cada G,. Notese que, paracadan=1,2,..,N + 1,

B(t) < t € Gy,

an=2(1—7p)’

Figura 2: Conjunto G,, y nticleo de Poisson.

En efecto, fijado r, el nticleo de Poisson es una funcién par en t y decreciente para ¢ € [0, 7t]. Asi,

B(t) < B(0), teG,y
B(t) <B(ty-), tE€G,Vn>2.

Ademds, como cost < 1 — 2t%/m?, se sigue que

1-72 1-72 l—rz_ 8(1+r) 1

(I1—=rP2+2r(l—cost,_,) ~ 4rtp_, ~— 265, a1 —r) ~ 421 —r)

T2 Tz

B(th_y) =
Obtenemos que

Frep < o f B - DIf(eP dt = = f B(t — O)|f ()P di

-7
N+1

/B(tnf(ei(“@))v’dt 3 2 | HOEDp

1
27

N+1 N+1

1 i(£+) (i(t+6)
<3 X 3Ry / el >|Pdt<82 ST f FEer NP dr

SS( sup o1 | |f<e“>|Pdt)(Z 2%)=16Mr(|f|p><eie). .
1

Ol |I|2|L| n=1
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Para el operador de Hérmander se tiene la siguiente desigualdad débil.

Lema 12 (Desigualdad débil). Sean q > p > 0 y sea u una medida de Borel positiva que satisface que
||,u||p 1q < - Entonces, existe una constante ¢ = c¢(p, q) > 0 tal que, para cada funcién ¢ € L'(T),

Wy o o

uiz e D : J@)@) > A < e— L gl

Demostracién. Tomamos A > 0y definimos E; = {z € D : M(¢)(z) > A}. Si E; = @, el resultado es trivial.
Supongamos, pues, que E; # @. Para cualquier € > 0, definimos los conjuntos

A5 = {z €D : / lp(e)|dt > A(I| +e)t y Bi={zeD:I,cl,, paraalginw € A5}.
IZ

Nétese que los conjuntos A y B; crecen si ¢ decrece. Ademads, tenemos que

E c|JB,

e>0

ya que para z € E,, por la definicién de supremo, existen ¢ > 0 y w € D tales que w € A5 yI, C I,,; en
consecuencia, Z € Bj. Por lo tanto,
uw(Ey) < sli%l M(BY).

Ahora observemos que, para cada € > 0, no hay infinitos puntos (z,,),cn en A5 tales que los intervalos
(I, )nen sean disjuntos. En caso contrario, si (z,),en C A3, entonces

AL, | +¢) < f lp(ei)|dt, VneN,
IZ

n

y obtenemos que

3) AL+ <Y | leed)]dt = f lp(et)| dt < f o) dt = Il oy < +o0,
n=1 i/ T

n=1vI, n=11zn

lo cual no es posible. Como E; # @, tenemos que A% # @ para ¢ suficientemente pequefio. Asi pues, el
lema de recubrimiento 1 (lema 8) nos asegura que existen puntos zy, ..., Z,, € A5 tales que

m
A c|JizeD: L csr )

n=1
De aqui se sigue que

m
B C U{ze]D 1 I, C5I, )},
n=1

ya que si z € Bj, entonces I, C I, para algiin w € A%, y I, C 5I,, para algin n € {1, ..., m}. Ademds, dado
que I, C I, implica que S(I, ) C S(I,) para z;,z, € D, y tenemos que q > p y la medida de Lebesgue es
doblante, deducimos que

m m m
u(B) < Y uz €D 1 I, C5L Y < 3 wSGL,)) < cllully, > 151,197
n=1 n=1 n=1

m

q/p
/ _
<c ||;u||q/p (z |Izn|> s¢ ”'u”q/p ”90“1?1%1")/1 v,
n=1

donde en la dltima desigualdad hemos usado (3). Finalmente, haciendo tender ¢ a 0, obtenemos el
resultado. L]
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4. El espacio de Hardy HP

En esta seccion probaremos la caracterizacion de las g-medidas de Carleson de HP con p < q. El caso p > q
no se estudia en este articulo, pero su anélisis se puede encontrar en distintos libros de las referencias.

Teorema13. Sean 0 < p < q < o y 1 una medida de Borel en D. Entonces, las siguientes afirmaciones
son equivalentes:

(1) Para cada o > %, el operador

[M(()V)]* : IP(T) - L(u)
estd acotado;

() u es una q-medida de Carleson para HP;

S
1) lallgrp = 5Py cp A5 < oo

Ademas,

1l gy = [ = lllgsp

(LP(T),LU(w))

Demostracion. Veamos que (111) = (1). Para cada 1 > 0y ¢ € IP(T) definimos la funcién

PO si [p(e®)[= > 272,

el¥) = .
Pr/aa(€”) [0 Si [p(e®)]= < /2,

y se satisface la inclusién
. - A
zeD : Me")(z)> 1} C {z €D : M(p1/0)(@) > E}

ya que ¢'/% = gol/a)({‘¢(ei6)|1/a>/1/2} + qol/“)({@(eie)|1/as,u2}. Ahora bien, por el teorema de Fubini y la anterior

inclusién de conjuntos,
M(@"*)(2))
(ocq f %1 d/l) du(z)
0

(4) = ocq‘/‘00 2271y (fz € D : M(p"*)(z) > 4})da
0

f (@) (2)™ du(z) = f
D

D

I\

® A
«q f #u(ze D dteyan@ > 5]t
0
Ademds, de la desigualdad débil disponible en el lema 12 se sigue que
® aq-1 e
21z € D @ M(p1/0,0)(2) > 51)da
0

5) SCHM“q/P/ 2Dl iy 42

© 2m a/p
= Cllullap f /1‘?(“-1/p>-1< / P XApioyasare) de) da.
0 0
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Finalmente, empleando la desigualdad de Minkowski (cuando q > p) y el teorema de Fubini (cuando
p = q) se tiene que

© 21 b
f aqw—vw—l( f |qo<e19>|”°‘x{cp(eisnww}d@) a
0 0

2m o p/q qa/p
< ( f P “( f A gz dfl) de)
0 0

21 2|g(elf) Ve p/q a/p
= ( f Icp(eie)l”“< f Aq(e=1/p)—1 d/l) de)
0 0

alp

27 )
= (/ |p(e)P d9) = l@llzecry-
0

Asi pues, de (4), (5) y (6) se sigue que
| i@ @)% ducz) 5 el ey
D

lo que prueba que el operador
[P(V=)]" 2 1P(T) — 13G)
estd acotado y, ademas,

q

[ECCIR)

S Nellg/p-
(LP(T),L9(k)) P

Ahora, veamos que (1) = (11). Sea f € HP. Como «a > 1/p, tenemos que HP C HY* Ademads, tenemos por
ellema 11 que

If )] S [E(fIV) @)%

De esta forma,

A lzage) = 1fllzago < |EFEC £

< || 1 lzocay-

L) (LP(T),LI(W))

Asi pues, como || f]|p(T) S ||f]lze, €l operador identidad es acotado de HP a L(u). Ademas,

dll5zp—cagey < |[[FE(Y)]7]

(LP(T),LA())

Por tltimo, el caso (11) = (111) corresponde a la proposicion 7. n

5. El espacio de Bergman A},

En esta seccién vamos a ver que podemos caracterizar las g-medidas de Carleson para los espacios de
Bergman A% de forma geométrica via las cajas de Carleson sobre intervalos o via discos pseudohiperbélicos.
Para ello necesitaremos un lema de recubrimiento y otro de armonicidad.

Definicion 14 (Distancia pseudohiperbdlica). Definimos la distancia pseudohiperbdlica entre los puntos
zZ,w € D como

Z—OO|

plz,@) = | £
1—zw

En particular, definimos el disco pseudohiperbélico de centro z y radio r como

Alz,r) ={w e D:p(z,w) <r}.
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Una propiedad importante de esta distancia es la desigualdad triangular fuerte.

Proposicion 15 (Desigualdad triangular fuerte). Sean z,w € D. Entonces, tenemos que

p(z, @) + p(a, w)
1+ p(z, 2)p(a, w)

p(z, w) <

para todo o € D.

Demostracion. Sea a € D y sea

#a@) = ——

Z
—, zZ€D,
1-az
el automorfismo del disco que verifica que

lpa(@)| = p(a,2) Y @a(2) = 95" (2).

Observemos que, entonces, para cualesquiera z, w € D,
@) P () =0 'y pz,0)=p(@u(2), Palw)).

Asi pues, nos es suficiente ver que la desigualdad triangular anterior se satisface paraz,w € Dya =0, ya
que entonces, si a # 0,

P(@a(z),0) + p(0, pa(@)) _ p(z, ) + p(a, @)
1+ p(pa(2), 0)p(0, po(w)) 1+ p(z, a)p(a, w)’

P(z, ) = p(Pe(2), Palw)) <

Asi pues, consideremos |z| = a, |[w| = by sea 8 = arg(zw). Entonces, la desiguldad triangular fuerte para
estos valores es equivalente a

a® + b> — 2abcos(H) < (a + b)?
1+ a2b? — 2abcos(6) ~ (1 + ab)?’

Reescribiendo la parte izquierda de la desigualdad anterior, tenemos que

a® +b*—2abcos(6) . a-= a®)(1-b?) <1_ (1-a®>)(1-b)  (a+b)
1+ a2b? — 2abcos(d) 1 + a2b? — 2abcos(6) ~ 14 a?b2+2ab ~ (1 +ab)?’
de lo que se sigue la desigualdad esperada. n

Observemos que de la desigualdad triangular fuerte se sigue que, para todo z,w,a € D,

Pz, w) < p(z, o) + p(a, w),

por lo que tenemos que p es una distancia. El siguiente lema serd necesario para la prueba de la caracteri-
zacion y se trata de un lema de recubrimiento del disco unidad por discos pseudohiperbélicos.

Lema 16 (Lema de recubrimiento 2). Dado r € (0, 1), existe una secuencia de puntos (a,),en C D tales
que D = U:=1 A(ay,, r). Ademds, para todo s € (0, 1) tenemos que cada punto z € D pertenece a lo sumo
aN = N(s,r) discos A(ay, s).

Demostracion. Sea (Bj)jcn una sucesion de discos pseudohiperbélicos de radio r/3 tales que D = U;°:1 B,.

Cogemos D; = By, D, = B;,, donde j, es el primer numero natural tal que D, NB;, = @, y vamos eligiendo los
discos (D,,),en de forma recursiva. Sea (a,,),,cn €l centro pseudohiperbdlico de (D,),cn- Queremos ver que
D= U:’:l A(ay, r). Para probar esa igualdad, vamos a considerar que existe un punto o € D\ U:’:l Alay,, 1)
y llegaremos a una contradiccidn. Si existe este punto, entonces tenemos que

(@ A(a,2r/3)nA(a,,r/3) = @ paratodon € N,y
(b) existe j, € Ntalque a € B;; por lo tanto, B, C A(a, 2r/3).

78 https://temat.es/


https://temat.es/

Aguilar, Baena, Cruz, Lendinez, Molero, Praderio

En particular, tenemos que B;) & (D,),en, pero de (a) y (b) se sigue que Bj N D, = @ para todo n, lo cual
nos da una contradiccién y, por lo tanto, D = U:::l Alay, 7).

Ahora vamos a ver la segunda parte. Sean s € (0, 1) y z € D. Definimos el conjunto
E(z) ={ax € D : g (o) € 4(0,5) = D(0, 5)},

donde

Z—w

(8) qoz(a’) = 1 -z

es el automorfismo del disco que verifica que

lp ()] < s = play, z) <s.

Sean ay, o; € E(z) y denotemos wy, = @,(ax) y wj = ¢,(a;). Observemos que, entonces,

2r
p(wkv wj) = P(“k’ aj) > g

y, como |wy| < s, tenemos que
oo — ey | —

Wi, W) = — < ,
plon ) 1 — waj| 1—s2

de donde concluimos que |wy — w;| > 2r(1 — 5%)/3 y que los discos

— 2 _ 2
Dy = D(a’k’ %) =D <§Dz(“k)) %)

son disjuntos. Asi pues, para cada «; € E(z) existe un disco Dy, tal que si cogemos otro centro pseudohi-
perbdlico ¢; € E(z), tenemos que Dy N D; = @. Ahora bien, sea { € Dy.. Tenemos que

r(1 — s
G <lond +1 e <5+ 2 <1

Usando esta cota obtenemos que

r2(1 — s%)?
#(E(z)) [ﬂ%] = >, ID<IDO, D)<,
arx€E(z)
por lo que
9
P
#(E(Z)) —_— r2(1 _ S2)2’
donde vemos que, efectivamente, la cota de #(E(z)) depende tinicamente de r y s y, por consiguiente,
#(E(2)) < N(s, 7). .

Para la caracterizacién necesitaremos también el siguiente lema. Recordemos que, si f es una funcién
holomorfa en ID, entonces, para 0 < p < oo, tenemos que |f|? es subarmoénica en D, luego para todo
0 < s < 1 tenemos que

rorsg [ iropue.

D(0,s)

Esta desigualdad puede reformularse en términos de los discos hiperbélicos como sigue.

Lema17. Sean f € O(D),0 < p < o0, a > —1,0 < s < 1. Entonces, existe una constante c(s, &) de manera
que
c(s, )

If(@F < A jap@o

f IF(OPA = [¢]H)*dAK), a€D.
A(a,s)
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Demostracién. Sea a € D. Definimos ¢, € Aut(ID) como en (8). Por la subarmonicidad de |f|?, tenemos
que

F@P = 1fopa@P < = [ 1fopua(@Pdaq) = < f FOPIRLOP dAQ)
5 Jac,s) 5 Jaas)
o) — a2y
o8 Aa,s) |f(§)|p |1 —ag|* a4,

donde hemos hecho el cambio de variable ¢ = ¢,(¢) = ¢71(¢). Como & € A(q, 5), se tiene que 1 — |a|? =
|1 —ag|, por lo que se sigue la desigualdad

«©)
< /A GRS

Finalmente, nétese que también tenemos que 1 — |a|*> < 1 — |¢]?, lo que implica que

(s, KR i
r@F < g5 [ IOP g 0

If ()P

Pasemos a demostrar la caracterizacién de las g-medidas de Carleson en los espacios A%. El resto de casos
se pueden encontrar en los libros que aparecen en las referencias.

Teorema18. Sean0 < p < q < o, a > —1 y u una medida de Borel positiva en D. Entonces, los siguientes
enunciados son equivalentes:

(1) u es una q-medida de Carleson para AP

() Para todo r € (0, 1) tenemos que

u(a(a,r))
SuUp ————"——
aep (1 — |a]?)@+eap

() Existe r € (0,1) tal que
u(A(a,r))
sup ——————~—
aep (1 — |a|?)@+®alp

(Iv) Si S(a) es la caja de Carleson asociada a a € D, entonces
sup —F (8(a))
aeD (1 - |a|2)(2+0()q/p
Observacion 19. La condicién (1v) se puede reformular como sigue:

1
sup HSD)
IcT |I|(2+cx)q/p

Demostracién. Empezamos por demostrar que (1) = (11). Notese que el esquema es analogo al realizado
en la prueba de la implicacién (11) = (111) del teorema 13, pero ahora tomando el niicleo reproductor

normalizado de A2
( |a|2)(2+ot)/2

( az)2+0(

el cual tiene norma 1 en A% y no tiene ceros. Podemos ver que la funcién f,(z) = (k,(z))*P es holomorfa
en el disco unidad y que también tiene norma A igual a 1, asi que podemos aplicar nuestra hipétesis de
que u es una g-medida de Carleson y que, dado r € (0, 1), entonces A(a, r) C D, para asi obtener que

ka(2) =

, a,z€D,

1/q 1/q
1=||Jz||Agz||Jz||Lq=( | Ifa(z)lqdﬂ(z)> =( | |ka(z>|2qudu(z>>
D D

1/q

1/q
1 p(A(a, )
2 ko) du(z)| 2 f du(z)| = :
(/A-(a,r) a (1 — [P \ Jy oy (1 — [a]2)@+a)p
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Esto nos da la cota
u(A(a,r))
(1 — |a?)@+xalp ’

donde C no depende de a. Tomando el supremo sobre a € D, obtenemos parar € (0, 1) que

K(A(a, 1))

Sup 1- |a|2)(2+oc)q/p

aeD

Para ver que (1) = (1v) podemos usar exactamente el mismo proceso que para ver que (1) = (11) cambiando
A(a, r) por la caja de Carleson S(a), y llegamos a la desigualdad

K(S(@)

1- |a|2)(2+a)q/p

’

como la constante no depende de a, podemos poner supremos sobre a € D, obteniendo asi el resultado
deseado.

La condicién (11) = (1) es trivial. Veamos que (111) = (1), es decir, queremos ver que la condicién

A
s (A1)
aep (1 — |a|2)(2+a)q/p

para alglin 0 < r < 1 implica que u es una g-medida de Carleson para A%. Sea (a,,),cn la Sucesién generada
en el lema 16 para r. Entonces,

/ |f ()| du(z) = / If (@)% du(z) < D, / If (@]9 duz) < 3 1f @l A(an, 1),
D Un-, Aetn,r) Aap,r)

n=1 n=1

donde 2, € A(a, 1)y
If(Zo)l = max [f(2)].
zeA(aty,r)
Noétese que este maximo estd bien definido ya que ningtn disco cerrado toca la frontera del disco unidad.
Esto se debe a que, si algtin punto se encuentra en la frontera, entonces p(a,, z) = 1, lo cual es imposible
porque suponemos que r < 1. Tomemos s € (0, 1) tal que s < (1 — r)/2 y, usando el lema 17, obtenemos
que, para a > —1,

o] o] plq q/p
> (1F@Pu @, P ) < Y (‘M f FOPA - P dA(;))
A(Znys)

= n=1 (1 - |Zn|2)a+2
/p
S [ (L=l f 2 )q
rgl((l_lznlz)OH-Z A(2n, 157) e 1< ¢

o0 q/p
s (Z fA ) IFOPA -~ [ZP)* dA(;))

r2

o a/p
~ ( i (Z xA(an,uTr)(o> QP - |§|2)“dA(;)) S NP1
D \n=1

Para acabar, veamos que (1v) = (111). Sea a € D tal que |a| > 1/3. Escogemos r < (1 — |a|)/4. Entonces,
tenemos que

1 3la|—1 .
A(a,r) C D (a, 5(1 — |a|)) c S(a*), a*= %e‘arg(a).
Finalmente, por hipétesis,
9 (2+a)q/p
1 (8@ ) < u(S@) < € = [P < C(3) T (1= jap)eroa, -
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