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Teoria de nudos y homologia de Khovanov

1. Introduccion

La teoria de nudos es un drea de la topologia de baja dimensién dedicada al estudio de nudos y su
clasificacién. Comencemos viendo qué va a ser para nosotros un nudo.

Toma una cuerda con dos extremos, entreldzala entre si y, una vez hayas concluido, une los extremos.
El resultado es un nudo. Considera ahora que tenemos dos nudos. Clasificar nudos hace referencia a
responder preguntas del tipo: ;podemos tomar el primer nudo y transformarlo en el segundo sin cortar la
cuerda? Si la respuesta a esta pregunta es afirmativa, es posible cambiar poco a poco y continuamente
la forma del primer nudo y obtener el segundo, y diremos que ambos nudos son equivalentes. Estas
ideas se formalizardn en la seccién 2. Ademads, se introducird el concepto de invariante de nudo, que
nos ayuda a determinar, en algunos casos, cuando dos nudos no son equivalentes. Entre estos invariantes
destaca el polinomio de Jones, al que le dedicamos la seccién 3. El polinomio de Jones puede refinarse para
obtener un invariante mds potente, la homologia de Khovanov. Esta se presenta en la seccion 4, en la cual
comenzamos introduciendo las nociones bdsicas de la teoria de homologia. Por dltimo, en la seccién 5 se
presenta una comparativa entre el polinomio de Jones y la homologia de Khovanov.

2. Nudos e invariantes de nudos

Comenzamos esta seccion formalizando matemadticamente las definiciones de nudo y equivalencia de
nudos. Matemadticamente, un nudo es la imagen de un embebimiento de la circunferencia en R3. Equiva-
lentemente, tenemos la siguiente definicion:

Definicién 1. Un nudo K C R3 es un subconjunto de puntos homeomorfo a una circunferencia.

Otro objeto de estudio en la teoria de nudos son los enlaces. Los enlaces generalizan los nudos al poder
considerar mas de una componente conexa. Asi, un enlace es la unién disjunta de un ntimero finito de
nudos. En particular, un nudo es un enlace.

En el libro de Burde, Zieschang y Heusener [4] se puede encontrar una definicién de la equivalencia de
nudos y enlaces en virtud de embebimientos. Sin embargo, habitualmente se trabaja con nudos y enlaces
de una manera combinatoria haciendo uso de diagramas de nudos. Los diagramas son proyecciones, con
algunas restricciones (sin puntos triples ni puntos de tangencias), de nudos o enlaces sobre el plano, en las
que en los puntos dobles hemos realizado un borrado del trozo de cuerda que queda debajo al proyectar;
estos puntos se denominan cruces del diagrama. Al trozo de cuerda que pasa por debajo del cruce lo
denominamos paso inferior; el que queda por arriba es el paso superior.

A

(a) Nudo trivial. (b) Anillos de Borromeo.

Figura 1: Ejemplos de diagramas de nudos y enlaces.

Dado un enlace!, siempre es posible obtener un diagrama del mismo. La posibilidad de trabajar por
medio de diagramas vino dada por el matematico aleméan Reidemeister, quién demostr6 que la relacion
de equivalencia para enlaces puede ser expresada por medio de ciertos movimientos realizados sobre sus
diagramas. A estos movimientos los denominamos movimientos de Reidemeister y se pueden visualizar
en la figura 2.

IEn este articulo trabajaremos tinicamente con nudos y enlaces déciles, que son aquellos que se pueden ver como poligonos
enroscados en R3.
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Figura 2: Movimientos de Reidemeister.

Definicion 2. Diremos que dos diagramas son equivalentes si se pueden obtener el uno del otro realizando
un ndmero finito de movimientos de Reidemeister R,, R, y R3.

El siguiente teorema relaciona equivalencia de nudos y enlaces con equivalencia de diagramas.

Teorema 3 (Reidemeister). Sean D y D' diagramas de dos enlaces L y L, respectivamente. Entonces, L y
L son equivalentes si y solo si D y D' son equivalentes como diagramas.

En particular, de este teorema deducimos que, dado un enlace, todos sus diagramas son equivalentes.
Dados dos enlaces que son equivalentes, decimos que son el mismo enlace. Por tanto, a partir de ahora
cuando hablamos de nudo o enlace nos referimos a su clase de equivalencia.

Ahora que ya estamos familiarizados con el concepto de equivalencia de nudo nos podemos hacer
la siguiente pregunta: jexiste algtin algoritmo que nos permita conectar dos diagramas por medio de
movimientos de Reidemeister? La respuesta es, en general, negativa. Este hecho complica el determinar si
dos nudos son equivalentes. En su lugar, hacemos uso de invariantes de nudos y enlaces que nos ayudaradn
a determinar si dos nudos o enlaces no son equivalentes.

Definicion 4. Dado un nudo (enlace) L, diremos que un valor o propiedad i(L) es un invariante de nudos
(enlaces) si se verifica que para cualquier nudo (enlace) L' equivalente a L tenemos que i(L) = i(L).

En virtud del teorema 3, se cumplird que si una propiedad de un diagrama se conserva al realizar movi-
mientos de Reidemeister, entonces serd un invariante de nudos y enlaces. De esta manera somos capaces
de calcular invariantes de nudos y enlaces a partir de diagramas.

Encontramos ejemplos de invariantes de muy distintos tipos: el nimero minimo de cruces que puede
tener un diagrama de un nudo, considerando todos los posibles diagramas del nudo (crossing num-
ber); si los arcos del diagrama pueden ser coloreados por tres colores siguiendo unas ciertas normas
(tricoloreabilidad); algebraicos, como el grupo fundamental del complementario de un nudo; invariantes
polinémicos...

En 1984, el matematico neozelandés Vaughan Jones descubrié un nuevo invariante que supuso una
revolucion en la teoria de nudos. El trabajo de Jones [7] sobre ciertas dlgebras de von Neumann, estudiadas
en andlisis funcional, le llev6 a descubrir este nuevo invariante polinémico que recibe el nombre de
polinomio de Jones.

El polinomio de Jones tiene una relevancia doble. Por una parte, dentro de la teoria de nudos, por su
sencillez conceptual y puesto que permite distinguir gran cantidad de nudos de su imagen especular: el
nudo dado por la imagen del nudo inicial en un espejo. En la figura 3 podemos encontrar un ejemplo de
nudo y su imagen especular. Por otro lado, generé un vinculo entre la teoria de nudos y la geometria y la
fisica cuantica. Todo esto llevé a Jones a ser galardonado con la Medalla Fields en 1990. Mds informacién
acerca del descubrimiento del polinomio de Jones se puede encontrar en el articulo de La Gaceta de la
RSME [1].

3. El polinomio de Jones

El polinomio de Jones es un invariante de nudos y enlaces orientados.

Definicion 5. Un nudo o enlace orientado es aquel en el que hemos asignado un sentido de recorrido a
cada una de sus componentes conexas. Este sentido queda representado en el diagrama por medio de
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(a) Trébol a izquierda. (b) Trébol a derecha.

Figura 3: Diagramas del nudo trébol (izquierda) y su imagen especular (derecha). Estos diagramas no son
equivalentes.

flechas. Dos enlaces orientados serdn equivalentes si son equivalentes entre si de acuerdo a la definicién
de equivalencia de enlaces no orientados y, ademads, se conserva la orientaciéon de sus componentes
conexas.

Poco después del descubrimiento por parte de Jones de este invariante, se encontré una forma axiomaética
de definir el polinomio de Jones a partir de diagramas de nudos. Para introducirla necesitamos fami-
liarizarnos primero con una nueva notacién. Consideremos un diagrama de un enlace orientado L, y
fijémonos en un cruce de dicho diagrama. Vamos a asignar un signo a dicho cruce de la siguiente manera.
Nos acercamos al punto de cruce por el paso inferior siguiendo la orientacién fijada. Ahora, miramos
la orientacién del paso superior. Si va de izquierda a derecha, asignamos al cruce el signo «+»; si por el
contrario va de derecha a izquierda, le asignaremos el signo «—». A partir de esto, fijado un cruce de un
enlace orientado L, si dicho cruce tiene signo «—», convenimos L = L_ y haciendo los correspondientes
cambios en el cruce, de acuerdo a lo que se muestra en la figura 4, construimos los enlaces L, y L,. Por el
contrario, si el cruce tiene signo «+», convenimos L = L, y construimos los enlaces L_ y Ly,

AR

Figura 4: Dado un diagrama de un enlace L y fijado un cruce del mismo, empleamos esta notacién para
designar a los diagramas obtenidos al hacer la correspondiente modificacién sobre dicho cruce.

Ahora ya podemos dar la siguiente definicién desde la perspectiva de la teoria de nudos del polinomio de
Jones.

Definicién 6. El polinomio de Jones? de un nudo o enlace orientado L es el polinomio de Laurent en la
variable q, V;(q), que satisface las siguientes reglas:

(JP1) Vx(q) = 1, donde V;(q) es el polinomio del nudo vacio.
(JP2) El polinomio de Jones del nudo trivial serd V,(q) = g + q~*.
P3) ¢*vi_(@) —q*%, (@) = (@ — g OV, (@).

Esta version del polinomio de Jones aqui introducida se conoce formalmente como polinomio de Jones
aumentado.

En la siguiente seccién veremos que el polinomio de Jones es un invariante de enlaces orientados.

Ejemplo 7. Vamos a calcular el polinomio de Jones del trébol a izquierda. Denotamos al polinomio como
Vz(q). Para ello consideramos el siguiente diagrama del nudo orientado, con la orientacién indicada por la
flecha, y con los cruces numerados como vemos en la siguiente imagen.

2Por motivos practicos, la definicién del polinomio de Jones que usaremos se corresponde a la usada por Asaeda y Khovanov [2] y
es diferente a la de la mayoria de libros de texto.
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Nos fijamos en el cruce que hemos numerado con el namero 1. De acuerdo a la figura 4, a este nudo le
corresponde la notacién de L_. Los nudos que denomindbamos L, y L,, en este orden, son los siguientes.

[ AN
\

2 2

El axioma (JP3) nos da la relacién

(1) Vi@ -V, (@) = (= 7 NV, (@)

paralos polinomios de Jones de los nudos considerados. Si conocemos los polinomios de 1, y V7, podremos
obtener el polinomio de Jones del trébol a izquierda. Pasemos a calcularlos.

Si realizamos un movimiento R, al diagrama del nudo L, y posteriormente un R, al Ginico cruce restante,
el cruce 2, obtendremos un diagrama del nudo trivial. Al ser L, equivalente al nudo trivial y el polinomio
de Jones un invariante de nudos, tenemos, por medio de (JP2), que V; (q) = q + q!. El diagrama L,
corresponde a un diagrama del conocido como enlace de Hopf, que vamos a denotar por K. Para calcular
su polinomio de Jones volvemos a hacer uso de (JP3), pero ahora nos fijamos en el cruce 3. El enlace K se
corresponde con el que ahora denotaremos por K_ segiin las relaciones de la figura 4. Los otros enlaces a
considerar son los que denotamos por K, y K, y que representamos a continuacion.

2 2

Realizando un movimiento R, en el cruce 2 al enlace K;,, vemos que se trata del nudo trivial. Tendremos
que %, (@) = q + q~!. Por otro lado, si realizamos un movimiento R, en K, obtenemos el enlace formado
por una unién disjunta de dos nudos triviales. El lector puede comprobar que el polinomio de Jones de
este enlace serd Vg, (q) = (q + q~1)? (pista: partir de un diagrama del nudo trivial al que se le ha realizado
un movimiento R; y buscar aplicar (JP3)). En definitiva, de (JP3) tenemos que

Ve (@ — a7 %%, (@) = (@—q D%, (@)

y despejando obtendremos que V7, (q) = Vx_(q) = q %+ q* +q? + 1. Finalmente, ya podemos despejar
V;_(q) de (1). Obtenemos asi el polinomio de Jones del trébol a izquierda,

Vil@=%_(@=—-q°+q°+q*+q".

Ejemplo 8. Calcular el polinomio de Jones del trébol a derecha, observar que es diferente al del trébol
a izquierda y concluir que, puesto que el polinomio de Jones es un invariante de nudos, son nudos no
equivalentes.
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3.1. El polinomio corchete

Kauffman [8] introdujo una nueva forma de calcular el polinomio de Jones. La idea de Kauffman permite
simplificar el calculo del polinomio de Jones de un enlace partiendo de uno de sus diagramas y trabajando
con diagramas maés sencillos, obtenidos al hacer desaparecer cruces del diagrama original. De esta manera,
se facilita el computo del polinomio de Jones. Estudiamos a continuaciéon el enfoque de Kauffman.
Comenzamos definiendo el polinomio corchete.

Definicién 9. Sea D un diagrama de un enlace L. Definimos su polinomio corchete® (D) como el polinomio
de Laurent en la variable q definido por las siguientes reglas:

(BR1) (@) = 1.
®R2) (Du( ) =(q+q " )XD).

583 (5) = (<) ~a (),
551 ()= () -a{ <)

Esta version del polinomio corchete de Kauffman se conoce como corchete de Kauffman aumentado.
(BR2) nos relaciona el polinomio corchete de un diagrama D del enlace L con el corchete resultante de
afadir un nudo trivial sin enlazar al diagrama D. En particular, tomando D = @, se tiene que <©> =
q+q.

(BR3) y (BR3’), por su parte, nos relacionan diagramas que tinicamente se diferencian en un un entorno
de un cruce en el cual toman las formas ahi indicadas.

Noétese que el polinomio corchete, a diferencia del polinomio de Jones, se define para diagramas (tampoco
interviene la orientacion), no para enlaces. Esto es porque no es un invariante de nudos, no se conserva
por movimientos de Reidemeister. Sin embargo, estudiar la manera en la que el polinomio corchete se
comporta al realizar estos movimientos nos permitird obtener a partir de €l el polinomio de Jones.

Lema10. Al realizar un movimiento de Reidemeister de tipo R, se dan las siguientes igualdades entre los
polinomios corchete de los diagramas que intervienen:

00)=-¢0)
00)=a ()

Observacion 11.  Noétese que la igualdad (2) se da cuando el cruce estudiado tiene signo «—» al darle una
orientacion cualquiera, mientras que en (3) tiene signo «+».

Demostracién. Haremos la demostracion para la igualdad (2), la otra se deja como ejercicio.

Partimos de </\O>, y haciendo uso de (BR3) obtenemos que

(9)=0)-a00).
Finalmente, aplicando (BR2) al segundo sumando tenemos que

PO =O)-aaraH(O)=-a))). .

Ejemplo 12. Prueba que el polinomio corchete es invariante por movimientos de tipo R; y que al realizar
un movimiento de tipo R, la relacién entre los diagramas es

(50 =-a00)-

3A pesar de que el nombre que usamos es el mismo que el que usa Kauffman, no se trata del mismo polinomio; de hecho, este
polinomio no es invariante por los movimientos R,.
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Los siguientes resultados nos relacionan el polinomio corchete de un diagrama D de un enlace orientado
L con el polinomio de Jones de L.

Teorema 13. Definimos el polinomio f[L] para un enlace orientado L como f[L] = f[D], siendo D un
diagrama de L y

(4) fID] = (-1)*-q"+~2"- (D),

donde n, y n_ son el nimero de cruces positivos y negativos segun la orientacién de D, respectivamente,
y el corchete se calcula para el diagrama D obviando la orientacion. Entonces, f|D] es un invariante de
enlaces orientados.

Demostracion. Este resultado se obtiene demostrando que f[D] es invariante por movimientos de Reide-
meister. Para ello basta combinar los resultados obtenidos en el lema 10 y el ejemplo 12. L]

Al probar que es un invariante de enlaces orientados, podemos definir el polinomio f para enlaces
orientados en lugar de diagramas. Con el siguiente teorema demostramos que el polinomio de Jones es un
invariante de nudos y enlaces.

Teorema 14. El polinomio f es el polinomio de Jones:

FIL] = Vi(@).
Demostracién. El polinomio f es un polinomio de Laurent, necesitamos ver que verifica los axiomas del
polinomio de Jones.

Comprobar (JP1) y (JP2) es inmediato. Nos centramos en ver (JP3), esto es, probar que, dado un diagrama
de un enlace orientado L y fijado un cruce cualquiera del mismo, se verifica que

(5) PfIL-1 =g 2f[Ls] = (@ — 7D f[Lo],
de acuerdo a la notacién dada en la figura 4.

Supongamos que el nimero de cruces positivos y negativos de L, es n,(Ly) = py n_(Ly) = s. Entonces,
como L_ y L, coinciden con L, salvo en el cruce en cuestion, sus numeros de cruces de cada signo son
ny(L)=pn_(L_)=s+1,n,(Ly)=p+1lyn_(Ly)=s.

Sustituyendo en (5), de acuerdo a la definicién del polinomio f dada en (4) y haciendo uso del nimero de
cruces positivos y negativos en cada enlace, se llega a que (5) es equivalente a

(6) — (L) —q L) = (= g N Lo),

donde ahora ya no se esta considerando la orientacion de los enlaces.

Por tltimo la ecuacion (6) es cierta al corresponderse a la expresion
—q~'(BR3") — (BR3). n

Corolario 15. El polinomio de Jones es un invariante de nudos y enlaces orientados.

3.2. Suma de estados

Al utilizar los axiomas (BR3) y (BR3’)para el célculo del polinomio corchete de un diagrama, estamos
reduciendo el célculo a obtener el corchete de dos diagramas con un cruce menos. El proceso de hacer
desaparecer un cruce de un diagrama de una de las maneras indicadas en (BR3) o (BR3’)recibe el nombre
de suavizado del cruce y le asignamos la notacién de acuerdo a la definicién siguiente.

TEMat, 5 (2021) e-ISSN: 2530-9633 7
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Definicion 16. Sea L un nudo o enlace, consideramos un diagrama D del mismo. Si nos fijamos en un
cruce de D:

S

e Diremos que hemos realizado un 0-suavizado del cruce si sustituimos el cruce /\/\ por X .
. . ) ) o J/
¢ Diremos que hemos realizado un 1-suavizado del cruce si sustituimos el cruce X por .

El resultado de realizar un suavizado de todos los cruces de un diagrama es una unién disjunta de nudos
triviales que se conoce como estado del diagrama. Dado un diagrama D con n cruces podemos obtener
2" estados. Aplicando (BR3) o (BR3’)a cada uno de los cruces de un diagrama, podremos simplificar el
polinomio corchete de D como la suma de los corchetes de cada estado, facil de calcular, multiplicando
cada uno por una potencia de q segtiin el niimero de 1-suavizados realizados para obtener dicho estado.

Sea y el conjunto ordenado de cruces de D. Podemos asociar cada estado de D con un vértice a del cubo
n-dimensional {0, 1}|X | asociando a un vértice un 0 si hemos realizado un 0-suavizado yun 1 en el caso de
un 1-suavizado. A dicho estado lo denotaremos por s,.

Cada estado consta de un nimero distinto de nudos triviales; denominamos |s,| a este nimero para
cada estado. Por (BR2), sabemos que el polinomio corchete de una unién disjunta de k nudos triviales es
(q + q~Y)k. Por tanto, obtendremos la siguiente expresién para el corchete de D:

v) (Dy= > (=D'aq=(q+q s,
aef{o,1}lx!

donde r, es el nimero de 1-suavizados realizados para obtener el estado s,: 1, = Zie{l....,lxl} a;.

Ejemplo 17. Vamos a ver algunos estados del trébol a izquierda, que dibujdbamos en la figura 3a. El
numero de cruces del trébol es 3. Por tanto, los posibles estados del trébol vendran determinados por
los vectores {(a;, oy, a3) : a; € {0,1}, i = 1, 2,3}, donde las componentes del vector se corresponden a la
enumeracién de los cruces que vemos en las imégenes de la figura 5.

JAR)
@2 2 2 2
Figura 5: Estados correspondientes a las elecciones de suavizados determinadas por los vectores (0, 0, 0),
(1,0,0),(0,1,1) y (1,1, 1), ordenados de izquierda a derecha.

4. Homologia de Khovanov

La homologia es un recurso empleado en topologia algebraica que nos permite asociar a espacios topo-
légicos un conjunto de grupos abelianos los cuales son invariantes topolégicos, es decir, se conservan
por homeomorfismos. De esta manera, su célculo resulta de gran utilidad para determinar cudndo dos
espacios son homeomorfos o no.

Simplificadamente, la obtencién de los grupos de homologia de un espacio topolégico se puede resumir
en tres pasos.

1. Obtencién de los grupos de cadenas. En primer lugar, se asocia al espacio topolégico una familia
de grupos {C,,},,ez llamados grupos de cadenas. Existen distintos procedimientos para generar estos
grupos segun el tipo de homologia empleada: simplicial, singular, celular...

2. Definicién de los homomorfismos borde. Para cada n € Z el n-ésimo homomorfismo borde J,, sera
un homomorfismo entre el (n+1)-ésimo grupo de cadenas y el n-ésimo, de manera que se cumpla
que la composicioén d,,_,7,, es el homomorfismo nulo para todo n. La sucesion de grupos de cadenas

8 https://temat.es/
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y homomorfismos bordes forman lo que se conoce como un complejo de cadenas, representado
por el siguiente diagrama:

On On-1
(8) o Copt =23 Cy I Gy —

Generalmente suprimiremos los subindices cuando quede claro a qué homomorfismos nos referimos.
La igualdad que se verifica entonces es 8% = 0.

3. Grupos de homologia. La igualdad 6> = 0 que verifican los homomorfismos borde nos asegura que
Im(9,) C Ker(d,_,) para todo ny, al estar trabajando con grupos abelianos, podemos definir para
cada n el n-ésimo grupo de homologia como el cociente

_ Ker(d,-_1)
" Im(d,)

Estos grupos son isomorfos para espacios homeomorfos.

Para el lector que quiera profundizar, una introduccién muy visual a la homologia se puede encontrar en
el libro de Hatcher [6].

Khovanov [9] adapté la idea de la homologia para espacios topoldgicos a enlaces orientados. La homologia
definida por Khovanov tiene como pieza fundamental al polinomo de Jones. La idea es expresar este
polinomio a partir de los grupos del complejo de cadenas del que partimos para calcular los grupos de
homologia. Esto lo logramos introduciendo el concepto de rango de un grupo abeliano libre que veremos
a continuacion. Este proceso de expresar nimeros naturales o polinomios a partir de propiedades de
espacios vectoriales o grupos abelianos se conoce como categorificacién. Uno de los ejemplos cldsicos es
la expresion de la caracteristica de Euler de un espacio topolégico a partir de sus grupos de homologia.

En lo que resta del articulo expondremos una introduccién a la homologia de Khovanov siguiendo un
enfoque combinatorio presentado por Viro [12]. Otro acercamiento a esta teoria de homologia, pero que
requiere de la introduccién de mds conceptos algebraicos, es el presentado por Bar-Natan [3]. El primer
paso para ello pasa por introducir algunas definiciones de dlgebra conmutativa.

Definicion 18. Un grupo abeliano A esta finitamente generado si existen elementos a,, a,, ...,a, € A
tales que cualquier elemento a € A se puede expresar como a = Zirzl n;a; para algunos n; € Z.Sea 0 € A
el elemento neutro. Si el hecho de que Zirzl n;a; = 0 implica que n; = 0 paratodo 1 < i < r, diremos que
A es libre o estd libremente generado por q, ..., a,. En este caso, al conjunto de elementos qay, ..., a, se

les denomina sistema libre de generadores o base de A.

Ejemplo 19. Sean D un diagrama de un enlace y sq,, Sq,, --- » So, Un conjunto de estados de D. Entonces,
denominamos grupo abeliano libre generado por los estados sq,, S, -+ » Sq, @

C ={nySq, + NpSq, + ... + NS & Ny, .o, Ny EZY.

Definicion 20. Si A es un grupo abeliano libre finitamente generado por un sistema libre de r generadores,
decimos que A tiene rango r y lo denotamos por rk(A) = r.

Ejemplo 21. El rango del grupo abeliano libre C generado por s, Sq,, ..., Sq, €8 Tk(C) =r.

Volviendo a nuestra homologia para nudos, sea K un enlace orientado y D un diagrama del enlace. La
categorificacion del polinomio de Jones de K propuesta por Khovanov consiste en generar una familia
de complejos de cadenas {Ci'j(D)}(i, j)ezz, donde al diagrama D le asociamos grupos libres finitamente
generados que dependerdn de un par de enteros i y j, de manera que los rangos de estos grupos cumplan
la igualdad

9) k(@) = Y. (-1)ig/ tk(C(D)),
Lj

donde rk(C*/(D)) denota el rango del grupo C*/(D). La eleccién de estos grupos depende del diagrama.

Una vez obtenidos estos grupos, definiremos unos homomorfismos entre ellos que nos permitan construir
una serie de complejos de cadenas. Los grupos de homologia resultantes de estos complejos serdn
invariantes de nudos.
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4.1. Grupos de cadenas

Vamos a ver qué grupos de cadenas asociamos a un diagrama de nudo. Haciendo uso de las expresiones (4)
y (7), podemos expresar el polinomio de Jones de un enlace orientado K a partir de uno de sus diagramas
D como

(10) I/K(q) = z (_l)n_+r“qra+n+—2n_ (q + q—1)|5cx|,

aefo,1}lx1

donde recordamos que n_ y n, son, respectivamente, los nimeros de cruces negativos y positivos de D,

|s,| es el nimero de nudos triviales que conforman el estado s, y 1, = Zi el i

Cada término del sumatorio de la parte derecha de la expresion (10) corresponde a un estado del diagrama
de D. Asociar un grupo de cadenas a cada estado de D no es conveniente, dado que queremos que un
grupo de cadenas afecte a una tinica potencia de g, lo que no conseguiriamos en este caso. Para lograr este
objetivo, introducimos una propiedad adicional a los estados para obtener lo que denominamos estados
mejorados.

Definicion 22. Sea D un diagrama de un enlace. Decimos que un estado mejorado, que denotaremos con
S, es un estado s de D en el cual adicionalmente hemos asignado un signo positivo o negativo a cada uno
de los nudos triviales que forman s.

Observacion 23. Fijado « € {0, 1}'95 | asociado al estado S, encontramos 2lsal estados mejorados.

La importancia de esta nueva definicién es que nos permite expresar el factor (q + g~!)*= a partir de
monomios que dependen de los estados mejorados como sigue. El teorema del binomio de Newton nos
dice que

el s
(1) (q + q—l)|Sa| — Z (| I:|>q|sa|—kq—k.

k=0

Interpretando k en cada estado como el niimero de nudos triviales con signo negativo, entonces |s, | —k sera
el nimero de nudos triviales con signo positivo en ese estado y (Isgl) es el nimero de estados mejorados
con ky |sq| — k nudos triviales negativos y positivos, respectivamente. Este hecho demuestra que

(12) (q + q_l)‘sle = Z qT(Sa),
Sa

donde el sumatorio se realiza para todos los estados mejorados del estado s, y 7(S,) es la diferencia entre
nudos triviales positivos y negativos, que seria el término |s,| — 2k correspondiente.

Sustituyendo la igualdad (12) en (10) obtenemos la siguiente expresiéon para el polinomio de Jones del
enlace K a partir del diagrama D:

(13) VK(CI) — Z(_l)n_+r(S)qr(S)+n+—2n_+T(S),
S

donde el sumatorio es para todos los estados mejorados del diagrama D. Obsérvese que los términos n, y
n_ dependen del diagrama orientado D, mientras que el nimero de 1-suavizados del estado mejorado,
que a partir de ahora denotamos por r(S), y 7(S) variardn en funcién del estado mejorado S.

Introducimos la siguiente notacién para los exponentes de la expresion (13). Sea S un estado mejorado del
diagrama D; escribimos

i(S) =n_+r(S), JjS) =r(S)+ny —2n_+ (S).

Entonces, si denotamos por C*/(D) al grupo abeliano libre generado por los estados mejorados de D con
i(S) =iy j(S) = j, podemos expresar el polinomio de Jones de K en funcién de los rangos de estos grupos
de acuerdo a la expresién

(14) (@= 2 @ 2, (~1)rk(CH(D)).

Jj=—0c0 i=—0c0
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4.2. Paso del complejo de cadenas a la homologia

En el apartado anterior obtenemos para un diagrama de nudo D los que serdn nuestros grupos de cadenas,
los grupos {C"/(D)}; jez- Para poder definir la homologia de Khovanov trabajaremos con una familia de
complejos de cadenas de la forma

(15) ... — CY(D) — CH(D) — CHVI(D) — ...

para cada j € Z. En esta seccién definimos homomorfismos 8 : C»/(D) — C**J(D) para cadai, j € Z que
verifiquen 6% = 0 y nos permitan definir los grupos de homologia de nuestras cadenas.

Observacion 24. Hay que notar que los indices del complejo de cadenas (15) del que obtendremos la
homologia de Khovanov son crecientes, a diferencia del que introduciamos en (8). Esto se debe a que, en
realidad, la homologia de Khovanov no es propiamente una homologia, sino una cohomologia. Atin asf,
por coherencia con la nomenclatura habitual usaremos el término homologia para referirnos a ella. Para
conocer mas sobre la diferencia entre homologia y cohomologia remitimos al lector interesado nuevamente
al libro de Hatcher [6].

Para definir el homomorfismo d: C*/(D) — C™*"J(D) basta dar la imagen para los generadores de C*/(D).
Sea S un generador de C*/(D). Podemos expresar su imagen por 8 como

a(S)=D.(S : DT,

T

donde T son generadores del grupo C'*J/ y (S : T) es un ntimero entero que depende de los estados
mejorados Sy T. Al valor (S : T) lo denominamos nidmero de incidencia de S y T. Los nimeros de
incidencia son los valores que nos faltan por determinar para acabar de definir el homomorfismo d. A
continuacién, daremos unas normas, en forma de propiedades, para determinar el valor de los ntimeros
de incidencia de dos estados y lo ejemplificaremos calculando todos los ntimeros de incidencia cuando S
es un estado mejorado del trébol a izquierda. Las dimensiones de este documento nos impiden realizar
un cdlculo completo de la homologia de este nudo. El lector interesado podra encontrar el célculo de la
homologia de Khovanov completa del trébol a derecha (con algunas diferencias de notacién) en el trabajo
de fin de grado de Rivera Bustos [11].

Sean dos estados mejorados Sy T cuyo ntimero de incidencia (S : T) es distinto de cero; entonces diremos
que S es incidente a T. De ahora en adelante, nos centraremos en establecer unas condiciones para
descartar aquellos estados no incidentes. La primera de estas condiciones se desprende de la definicién
del homomorfismo borde, segtin la cual, para que un estado S sea incidente a uno T, requerimos que, si S
pertenece al grupo de cadenas C>/(D), el estado T debe pertenecer al grupo C*+J(D).

Propiedad 25. Para que un estado (mejorado) S sea incidente a un estado (mejorado) T necesariamente
debe cumplirse que i(T) = i(S) + 1 y j(S) = j(T).

Observacion 26. Sean r(S) y r(T) el nimero de 1-suavizados de S y T, respectivamente. Del hecho de que
i(T) = i(S) + 1, deducimos que r(T) = r(S) + 1. Ademas, como j(S) = j(T), de lo anterior deducimos que
o(T) =1(S) - 1.

Recordemos que la obtencion de un estado (mejorado) implicaba la eleccién de un 0- o 1-suavizado a
cada uno de los cruces del diagrama, que representdbamos en cada caso como un vector « € {0, 1}*/. La
observacién 26 nos dice que el nimero de 1-suavizados para todo T € C*1J(D) es mayor que el de S en
una unidad y nos permite imponer la siguiente restriccién para los niimeros de incidencia.

Propiedad 27. EI niimero de incidencia (S : T) con S € C*(D) y T € C*"(D) serd 0 cuando no se
cumpla que la eleccion de 0- y 1-suavizados de cada uno de los estados (mejorados) coincide en todos los
cruces del diagrama D salvo en uno, en el cual en S serd un 0-suavizado y en T un 1-suavizado. A dicho
cruce lo denotaremos por x(S : T).
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La sustitucion de un 0-suavizado por un 1-suavizado que comentamos en la propiedad 27 puede provocar
una de las dos modificaciones siguientes en los nudos triviales de los estados:

0 = OO
OO = O

donde el cruce que se altera es x(S : T). Es decir, o bien uno de los nudos triviales del estado se divide en
dos, o bien dos nudos triviales se unen para dar lugar a una tinica componente conexa. El resto de nudos
triviales de los estados no se verdn afectados, lo que nos conduce a la siguiente observacién sobre los
ntumeros de incidencia.

Observacion 28. Si S es un estado incidente a T, i. e, (S : T) # 0, entonces el nimero de nudos triviales de
Sy T difiere en 1. Se cumple, aplicando la notacién que empledbamos en la seccién 3.2 ahora a estados
mejorados, que |T| = |S| = 1.

Ademds, imponemos una ultima restriccién en forma de propiedad a los ntimeros de incidencia. En este
caso es resultado de la asignacion de signos a los nudos triviales de los estados mejorados.

Propiedad 29. Dados dos estados mejorados S 'y T, S no serd incidente a T a no ser que los nudos triviales
comunes, es decir, aquellos que no se ven afectados por la modificacién del suavizado del cruce x(S : T),
compartan signoen Sy T.

Recogemos todos los casos posibles que se deducen de las restricciones que hemos impuesto para que
dos estados sean incidentes en la siguiente propiedad.

Propiedad 30. Sean S € C*(D) y T € C**VJ(D). Entonces, S es incidente a T si se encuentran en uno de
los siguientes casos:

1. |T| = |S| -1, los dos nudos triviales de S que se unen para dar lugar a uno en T tienen signo positivo
v el nudo trivial resultante tiene signo positivo.

2. |T| = |S|—1, los dos nudos triviales de S que se unen tienen signo opuesto y el nudo trivial resultante
en T tiene signo negativo.

3. |T| = |S| + 1, el nudo trivial de S que se divide en dos en T tiene signo negativo y los dos nudos
triviales resultantes de la division tienen signo negativo.

4. |T| = |S| + 1, el nudo trivial de S que se divide en dos en T tiene signo positivo y los dos nudos
triviales resultantes de la division tienen signo opuesto.

Demostracion. La prueba de esta propiedad es consecuencia de las observaciones 26 y 28. ]

En definitiva, las propiedades 25, 27 y 29 determinan cudndo dos estados son incidentes o no y nos
permiten dar una definicién completa del homomorfismo 9.

Ejemplo 31. Sea S el estado mejorado obtenido a partir del estado del trébol a izquierda correspondiente
a las elecciones de suavizados dada por el vector (0, 0, 0), que ya obteniamos en el ejemplo 17, y en el
que le hemos asignado un signo «+» o «—» a cada uno de los tres nudos triviales, y que representamos
en la parte superior de la figura 6. Por la propiedad 27, los posibles estados a los que S es incidente son
aquellos cuyo vector de suavizados tiene la forma {(a;, oy, @3) : oy + @, + a3 = 1,; €{0,1},i = 1,2,3}. En
la figura 6 hemos enumerado con letras todos estos posibles estados mejorados.

La propiedad 29 nos reduce el nimero de posibles estados a los que nuestro estado mejorado S es incidente.
Observando en cada caso el nudo trivial que queda invariante, podemos comprobar que el nimero de
incidencia (S : T) serd 0 cuando T es uno de los estados a), c), €), g), j) vy 1). De esta manera, S no es
incidente a estos estados mejorados.

Con ayuda de la propiedad 30, podemos determinar por completo a qué estados mejorados es incidente S.
Observamos que en nuestro caso se cumple que siempre |T| = |S| — 1. Estudiamos entonces qué estados
mejorados cumplen las condiciones 1 o 2 de la propiedad 30. Comprobamos que solo los estados d) y h)
verifican una de estas dos condiciones. Concluimos que S es incidente Ginicamente a los estados mejorados

d) y h).

12 https://temat.es/


https://temat.es/

Torregrosa Belén

GS@

c) d)
Q) h)

&)M |

i)

HO &L

Figura 6: Estado mejorado del trébol a izquierda definido por el vector de suavizados (0, 0, 0), un nudo
trivial con signo positivo y dos negativos. Denotados con letras, los posibles estados mejorados incidentes
a él. De acuerdo a las propiedades, el estado incial solo es incidente a d) y h).

Definicién 32. Denotando por S € C*/(D)y T € C'*J(D) a los generadores de sus respectivos grupos,
definimos el homomorfismo 3 : C%/(D) — C'*4J(D), dando la imagen para los generadores, como

a(S)=D.(S : DT,
T

donde (S : T) = 05si Sno es incidente a T. Si S es incidente a T, el ntimero de incidenciaes (S : T) = (=1)},
donde [ es el niimero de 1 que quedan a la derecha de la posicion del cruce x(S, T) en el vector a que se asocia
con el estado S (o bien T, pues serd el mismo ntimero), esto es, el cardinalde {i € y : i > x(S : T), a(i) = 1}.
El nimero de incidencia depender4d, por tanto, de la eleccion en el ordenamiento de los cruces.

Ejemplo 33. Retomando el ejemplo del trébol a izquierda orientado de acuerdo al ejemplo 7, vamos a
calcular el homomorfismo 8 : C*>~7(D) — C*~7(D). Observamos que el nimero de cruces negativos de
nuestro diagrama es n_ = 3y el de positivos, n, = 0. De aqui deducimos que los tinicos estados mejorados
con i = 3 son aquellos cuyo vector de suavizados es (0, 0, 0). Por tanto, el grupo de cadenas C>~/(D) es
el grupo abeliano libre generado por los estados mejorados con vector de suavizado (0, 0, 0) y las tres
mejoras posibles de asociar una etiqueta positiva a un nudo trivial y dos negativas a los restantes. Uno de
estos estados mejorados es el estado S del ejemplo 31 y, puesto que los otros dos casos son simétricos, nos
centraremos en calcular los niimeros de incidencia para el generador S.

Para calcular el homomorfismo que nos proponemos, necesitamos por tanto conocer los niimeros de
incidencia de los estados a los que S es incidente. Vemos en el ejemplo 31 que estos estados son los que
enumeramos con d) y h) en la figura 6, y que denotamos ahora por T y Tj,, respectivamente.
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Calculamos primero (S : T;). Tenemos en cuenta que el cruce x(S : Ty) es el cruce 1. Como el vector de
suavizados asociado a S es (0, 0, 0), vemos que no tenemos ningin 1 a la derecha de la primera posicién.
Tendremos que (S : Ty) = (—1)° = 1. El cruce x(S : Tj,) es el cruce 2. Tampoco hay unos a la derecha de la
segunda posicion en el vector de suavizados de S. Concluimos que igualmente (S : T;,) = 1.

En definitiva, la imagen de S es
a(S) = Ty + Tj,.

El homomorfismo 3 : C>~7(D) — C*~7(D) quedara determinado por la imagen de S junto con la de los
otros dos generadores de C>~7(D). De manera similar, se comprueba que las imagenes de estos otros
generadores son las siguientes. Para el generador S’, que se obtiene de realizar la asignacién de signo de
sus nudos triviales de manera que coincide con rotar los signos de S una posicién en sentido horario, la
imagen por el homomorfismo borde serd

(S =T+ Ty,

El generador S”, que se obtiene de realizar la asignacién de signo de sus nudos triviales de manera que
coincide con rotar los signos de S una posicién en sentido antihorario, la imagen por el homomorfismo
borde sera

AS") =T+ Ty.

Proposicién 34. El homomorfismo 8 verifica que 6* = 0.
Demostracion. Una demostracién de este hecho se puede encontrar en el articulo de Viro [12]. [

Como consecuencia, dado un enlace orientado K y un diagrama D del mismo, ya podemos asegurar que,
paracada j € Z,

(16) . — CFLi(D) =28 Chi(D) =23 CiHLI(D) — ...
es un complejo de cadenas y podemos calcular sus grupos de homologia.

Definicion 35. Sea K un enlace orientado y D, uno de sus diagramas. Llamamos grupos de homologia de
Khovanov del diagrama D, y los denotamos por H*/(D) con i, j € Z, a los grupos de homologia obtenidos
de los complejos de cadenas (16):

Ker(3: CH(D) —» Ci*bi(D))
Im(3: Ci-Li(D) — Chi(D))’

HY(D) =

Ejemplo 36. Vamos a calcular uno de los grupos de homologia de nuestro diagrama del trébol a izquierda:
el grupo H>~7(D). Este grupo es el grupo cociente

Ker(d;_7)

3,—7 _
H>(D) = Im@z,—?),

donde 35 _; es el homomorfismo borde d;_; : C*>~7(D) — C*~"(D) y 8, _; es el homomorfismo borde
8y _7: C>77(D) — C>~7(D). Es evidente que, puesto que n_ = 3, el grupo C>~7(D) es el grupo nulo, con lo
cual , _; = 0y, con ello, Im(d, _;) = 0. El homomorfismo J; _; lo estudidbamos en el ejemplo 33, donde
lo definfamos dando la imagen de los generadores de C>~7(D).

Ahora, nos preguntamos qué forma tienen los estados mejorados R € C*~7(D) que verifiquen d; _(R) = 0.
Para ello, expresamos R en funcién de los generadores de su grupo de cadenas: existirdn niimeros enteros
t,t' y t" de manera que podemos expresar R como R = tS +t'S" 4+ t"S”. Asi, la imagen de R por d; _; queda

05 _7(R) = ta(S) + t'3(S") + t"a(S").
Recurriendo a los célculos realizados en el ejemplo 33,
03 7(R)=tTy+ T +t'(M+ T) +t"(+ Ty) =+ )T + (' + ") + (t +t")Ty,

por lo que la tinica solucién a la igualdad d; _,(R) = 0 se obtiene sit = t' = t” = 0. De aqui deducimos que
Ker(;_;) = 0, con lo cual el grupo de homologia H*~7(D) es también el grupo nulo: H*~7(D) = 0.
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Obsérvese que, en un principio, hemos definido los grupos de homologia de Khovanov en funcién de un
diagrama D. A continuacién enunciamos el teorema principal de esta seccion. Este importante resultado
dado por Khovanov [9] nos permite definir los grupos de Khovanov para nudos y enlaces y comprobar que
son invariantes de nudos.

Teorema 37. Sean D y D' dos diagramas de nudos o enlaces que se diferencian en un tinico movimiento
de Reidemeister. Entonces, sus respectivos grupos de homologia de Khovanov son isomorfos.

Corolario 38. Sea K un nudo o enlace orientado. Sus grupos de homologia de Khovanov, que denotamos
como {H"/(K)}; jez, son invariantes de nudos y enlaces.

En definitiva, la homologia de Khovanov se basa en el polinomio de Jones para construir un nuevo
invariante de nudos y enlaces. La gran importancia de esta teoria de homologia, que veremos en la
préxima seccién, es que no se limita a darnos la misma informacién que el polinomio de Jones, sino que
ademads nos aporta nueva informacién sobre los nudos y enlaces para los que la calculemos.

5. Conclusion

Debido a su estrecha relacién con el polinomio de Jones, podria parecer que la homologia de Khovanov es
el mismo invariante de nudos que el polinomio de Jones, es decir, nudos con el mismo polinomio de Jones
tienen los mismos grupos de homologia de Khovanov. Sin embargo, este no es el caso. La homologia de
Khovanov resulta ser un invariante de nudos y enlaces orientados més fuerte que el polinomio de Jones.

Existe una extension del concepto de rango, que definiamos para grupos abelianos libres finitamente
generados, a grupos abelianos finitamente generados no necesariamente libres, como es el caso de los
grupos de homologia de Khovanov. Asi, se puede demostrar que la expresién que obteniamos para los
grupos de cadenas en (14) puede ser reescrita por medio de los grupos de homologia de Khovanov
quedando

(17) %(@= D, ¢ ), (~1)rk(HY).

Jj=—0c0 i=—0c0

De esta expresion deducimos que nudos con los mismos grupos de homologia de Khovanov tendran
el mismo polinomio de Jones. Sin embargo, el reciproco no es cierto, convirtiendo a la homologia de
Khovanov en un invariante mds fuerte que el polinomio de Jones. Algtin ejemplo de nudos con mismo
polinomio de Jones y distinta homologia de Khovanov se puede encontrar en el articulo de Bar-Natan [3].
Otro avance de la homologia de Khovanov es el hecho de que permite caracterizar el nudo trivial. No
habr4 otros nudos o enlaces cuyos grupos {H"/ }i,jez sean isomorfos a los del nudo trivial. Sin embargo, es
desconocido si esto es cierto para el polinomio de Jones. Atin asi, y a pesar de su mejora, la homologia de
Khovanov sigue sin ser un invariante de nudos completo. Podemos encontrar nudos no equivalentes que
comparten los mismos grupos de homologia.

En 2011, el fisico y también ganador de una Medalla Fields Edward Witten impartia una charla en el
Institute of Advanced Studies de Princeton titulada Knots and Quantum Theory [13]. En ella hablaba, entre
otras cosas, de la homologia de Khovanov y reflexionaba sobre la diferencia que existe en matematicas
entre saber que «algo» es verdad y saber «por qué» es verdad. A pesar de que sabemos que la homologia de
Khovanov es una herramienta computable, ttil y potente para estudiar la equivalencia de nudos y enlaces
orientados, y de los muchos resultados surgidos sobre ella, atin no somos capaces de entender realmente
la naturaleza de esta teoria y sus implicaciones tanto para la teoria de nudos y la topologia como para la
fisica cudntica, como menciona Witten en su ponencia.

Por ultimo, para concluir este articulo, recogemos la cita original de Edward Witten antes mencionada:

Unfortunately, it is not easy to explain to someone who does not work in mathematics or
physics or an allied field the differencie between knowing «what» is true and knowing «why» it
is true. Yet the beauty of the «<why» answer is much of the reason that people do mathematics.
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