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Funciones armoénicas en R”

1. Introduccion

En el presente trabajo profundizaremos en las propiedades bdsicas de las funciones armoénicas, es decir,
aquellas que satisfacen que Au = 0, donde A es el operador de Laplace

n
82
= _Zzza_

Entre ellas se encuentran la propiedad de la media y el principio del méximo. En este tltimo se ha basado
la definicién relativamente reciente de soluciones viscosas para operadores no lineales més generales.

Tras caracterizar el operador de Laplace mediante sus propiedades de invarianza, a lo largo de la seccién 3
caracterizaremos las funciones arménicas via la propiedad del valor medio y terminaremos con el lema de
regularidad de Weyl, que refleja el carécter eliptico de A.

La seccién 4.1 debe considerarse independiente del resto del trabajo. La razén de incluirla ha sido para
completarlo con algunos resultados (unos actuales y otros no tanto) que, aunque cldsicos, no se suelen
incluir en los contenidos estdndar sobre este tipo de materia. Es aqui donde usamos las funciones de
Bessel y algunas de sus propiedades. Puesto que nuestro objetivo es fundamentalmente expositivo, no
incluiremos las pruebas de estas propiedades (algunas nada triviales).

2. El operador de Laplace

El operador de Laplace o laplaciano es quizas el operador diferencial més importante de todos los opera-
dores en derivadas parciales, no solo por sus aplicaciones sino por el papel que juega en fenémenos maés
generales. Esta definido por
n
62
A=Vi=) —.
; ox?

Aqui, V = (8/9x,,0/9x,, ... 5/6xn) denota el operador gradiente y V> = V - V, el producto interior formal.
Recuérdese también que si V= (4, %, ..., V,) es un campo de vectores de clase C! en una region Q C R”,

la divergencia de V se denota formalmente por V- I7y se define como V - V = 32 + 3—2 +..+ aV” . Asi,
formalmente,
2 2 2
Au=Vu=V-(Vu) = -(a—u,a—u,...,au):a—z 5_1; ...+5L2[.
axl axZ 5xn axl axZ axn

La electrostética proporciona un marco fisico en el que presentar el operador de Laplace: de acuerdo con
las ecuaciones de Maxwell, un campo electrostético Eenel espacio (un campo que representa la fuerza
sobre una unidad de carga posmva) esté relacionado con la densidad de carga f por la ecuac1on V-E= f
y también satisface que V x E=0 (en n dimensiones, V X E denota la matriz antisimétrica ( aE‘)l J)

La tltima condicion significa que, al menos localmente, E=-Vu para alguna funcién u llamada potencml
electrostdtico. Asi se tiene que —Au =V - E= fy, por tanto, el laplaciano relaciona el potencial con la
densidad de carga.

2.1. Propiedades de invarianza

Una de las propiedades fundamentales del laplaciano es que conmuta con traslaciones y rotaciones y
genera el anillo de operadores diferenciales con esta propiedad. De aqui que aparezca en procesos fisicos
cuya fisica subyacente sea homogénea (independiente de la posicién) e isotrépica (independiente de la
direccion).

Los operadores diferenciales que consideramos en esta seccién son de la forma

(1) Lul(x) = D ag(x)0"u(x),

la|<m
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donde m = 1, 2, ... es un entero positivo, a = (a;, @, ..., a,) € Nij es una n-tupla de enteros no negativos,
la] = lay| + |aa| + ... + |anl, ag € C*(R") y

alely
U=
axl axZ A ax;«[
L tiene orden m si a, # 0 para algin « con |&| = m. Si para cada ¢ € R" denotamos &% = &£, - &3,

a tales operadores se les puede asociar el polinomio con coeficientes variables P(x, §) = Z|o¢\ o Qa(X)EF
(lamado simbolo de L) y, formalmente, (1) se escribe como L = P(x, 3). En caso de que las funciones a,
sean constantes y P(§) = ) a,£%, el operador con coeficientes constantes asociado se denota por
L=P@O) = ZIO(ISW! a,0%.

Que el operador definido en (1) conmute con traslaciones y rotaciones significa que L{u o 3] = L[u] o ¢
para toda traslacién o rotacion i en R". De hecho, que L sea invariante por traslaciones equivale a que
presente coeficientes constantes. En efecto, si 7,(x) := x + y denota la traslacion por y € R", entonces

laj<m

[Luwor)]() = 3 aa()[0*we )| = 3 as()[(@*u) o 5]0),

laj<m laj<m

mientras que

[Cw o)) = ) [aq e 1)) ["w) o ]().

laj<m
Esto implica que a, = a4 o 7, para todo y € R" y, por tanto, a,(x) = a, es constante si |a| < m.
De igual forma, que L conmute con rotaciones significa que L[u o ¢g] = L[u] o ¢ para toda O € o,,, donde

¢ denota la accién del grupo ortogonal o, (aquel formado por todas las matrices cuadradas O de orden n
tales que OTO = I) en R", dada por go(x) = O(x), x € R™.

El hecho aludido anteriormente de que el laplaciano genera el anillo de los operadores diferenciales que
conmutan con traslaciones y rotaciones es el contenido del siguiente teorema.

Teorema 1. Sea L un operador diferencial en derivadas parciales en R" como en (1). Entonces, L conmuta
con traslaciones y rotaciones si y solo si L es un polinomio en A, esto es, L = Zj ajAf, donde la suma es

finitay a; € R.

Demostracion. Un operador L = P(9) = Elal < 9a0 con coeficientes constantes (por lo dicho antes, ahora
este es el caso general) conmuta con rotaciones si

(2) L(uego) = (Lu) e g0
para todo O € o,,. Pero si w € R", para u = e, donde e, (x) := e**, tenemos que

(Ley) 0 90 = (P(w)ey,) 0 9o = P(w)[e, © 9o

L(ew o QO) = L(eo'r(w)) = P(OT(OO))QOT(w)
= P(0"(®))ley, ° 9o]

ya que, como se puede comprobar facilmente, e, o 9o = epr(y). Asl, que L sea o,-invariante equivale a
decir que P(O"(w)) = P(w) para todo O € o0, y w € R" (basta con evaluar (2) en x = 0), esto es, P debe ser
radial. Puesto que la accién de o, conserva la descomposicién homogénea de polinomios, podemos, sin
pérdida de generalidad, suponer que P = B, es homogéneo de grado s. Esto implica que B(§) = c|¢|* con s
par (B es un polinomio) y, por tanto, el polinomio original es de la forma

|m/2|

P(&) = Y alélP* =Q(15P)

k=0
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con
|m/2] )
A=Y, i
j=0
Asi, L=Qa)=3" /2] gy

Para el reciproco serd suficiente probar (2) para L = A. Si O = (o; j)ij € 0, es ortogonal, entonces

a(u o 90)( )= Z Q}k_ (O(x))

y, de igual forma,

O*(uo 90)
e ];IWQ (0(x)

sik=1,2,..,n. Por tanto,

< az(u°§’o)
[Awogo)] (x) = D, ———= Z Ojkoeka (O( ) = Z 2 OjkO¢k (O( )

k=1 6xk k,j,e=1 je=1

Y9 % (m»—Zagmm 8 (0(x)) = [(8u) 0 go](x). .
£=1

T
Oeoy, Js

Puesto que el laplaciano conmuta con rotaciones, conserva la clase de las funciones radiales, sobre la que

se reduce a un operador diferencial ordinario conocido como la parte radial del laplaciano.

Proposicién 2. Si u(x) = f(r), donde r = |x| es una funcién C? radial en R" \ {0} (f : (0, +c0) — R es C?
en (0, +0)), entonces

su) = ')+ P g,
Demostracién. Puesto que 0r/dx; = x;/r, tenemos que
_niﬁ/ _n " - _ I " (l’l—l), -
mwfg%hfﬂ—; f(H( V@]f®+jfﬂﬁ

Corolario 3. Si u(x) = f(r) es como en la proposicién anterior, entonces u satisface la ecuacion Au = 0 en
R" \ {0} si y solo si

a+blnr sin=2,

a+br’™ sin>2,

f(r)={

donde a,b € R son constantes.

Demostracion. Por la proposicién 2, Au = 0 significa que f"(r) + @ f'(r) =0, por lo que, tras multiplicar
por el factor integrante r*~!, tenemos que %[r"‘1 f'(N] = 0. Asi, f'(r) = cr'=", y el corolario se deduce sin
mas que integrar tomando b = ;= paran >2yb=csin=2. "

3. Propiedades basicas de las funciones armonicas

Una funcién u € C%(Q) se dice armoénica en un abierto Q € R" si Au = 0en Q.

Sea Q c R" un abierto acotado que suponemos con frontera regular y positivamente orientada, esto es,
de modo que Q2 es una hipersuperficie regular orientada por su normal unitaria exterior 1. Recordamos
el teorema de Gauss [18] (véase también el libro de Flores y Sadarangani [6, teorema 6.37]).
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Teorema 4 (teorema de Gauss o de la divergencia). Si Ve CY(2) n C(Q), entonces

/V-ﬁdx:f V-ids
Q (10

donde dx es el «elemento diferencial de volumen» y dS, el «elemento diferencial de drea».

Teorema 5 (identidades de Green). Si Q C R" es un dominio acotado con frontera regular y u, v son dos
funciones C? yC1 en (, respectivamente, entonces

(3) f vozudsS = f (vAu + Vu - Vu)dx.
o) Q
Si ademds v € C*(Q),
(4) f (Vojzu —udzv)dS = / (VAu — uAv)dx.
o0 Q
Demostracién. (3) no es mds que el teorema 4 aplicado al campo V = vVu. Ahora (4) se sigue de (3)

restando tras intercambiar u y v. L]

Corolario 6 (teorema integral de Gauss). Si u es una funcion arménica en Q, entonces

/ ozudS = 0.
aQ

Demostracién. Basta tomar v = 1 en (3) o (4). L]

3.1. La propiedad del valor medio

Si do denota la medida de Lebesgue invariante por rotaciones en $"~! = dB,, (la esfera y la bola unidad,
respectivamente) normalizada de modo que o($"!) = 1, el siguiente andlogo multidimensional del
lema 4.4.10 del libro de Berenstein y Gay [3] (véase también la proposicién 2.6 del trabajo de Macid
Medina [15]) demuestra que el laplaciano de una funcién C? se puede recuperar a partir de sus medias
esféricas.

Proposicién 7. Si u € C*(B,,), entonces
2
©) 2u) = lim 2 [ (utrt) = @) dotc)
r—0t F sn-1

Demostracién. Atendiendo al desarrollo de Taylor, para¢ € $""'y0 <r < 1,

u(r$) = u(0) + rvu(0) - ¢ + ; (Fu(0)$) - ¢ + o(r?),

donde #u(0) denota la matriz hessiana de u evaluada en x = 0. Integrando,

| u(rs’)da(c>—u(o>+r2 S0f 400+5 3 Zeo]  ghdo©+or
sn-1 J.k J

Snl

(6)

r2 n 62

=u(0)+ > Z (0)/ . §j2 da($) + o(r?) = u(0) + ;—nAu(O) + o(r?)

yaque,sij=1,2,..,nyj#k,

) f §do(¢) =0,
Sn—l

® Fdo®) =7 v
gn—1

©) Sk da($) = 0.

Sn—l
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Para ver esto, obsérvese que la funcion

QW) = / ¢ do(¢) = / (ing)zda(g“)
-
-5

j=1

( g}zdo(g))xfm >, ( gjgkdo(g)>xjxk
gn—1 gn—1

1<j<k<n

es radial puesto que, para toda transformacién ortogonal O € o,,,

Q(Ox)

f ¢ - (0x)) do(¢) = f (7)) do(®)
Sn.—l Sn—l

f ¢ -2 do(0) = Q)
Sn—l

porque o es invariante por rotaciones. De la expresion (10), (9) es evidente (los coeficientes de los monomios
mixtos x;x para j # k deben anularse). Ademds, como para cada 1 < i < j < n la transformacién

T;j($1 ooes i oes G ooer §) = (G0 ooe 5 Gy wov 5 &y -5 §) PTESETVA 12 Medida o, tenemos que

f ¢ do(¢) = f 1o)== [ Cdo(©)
Sn—l

Sn—l Sn—l

y, por tanto,
n

"/s g da6) = 2, fs o) = fs K¢ = o(s" ) =1

k=1
paratodo j = 1,2, ..., n. Esto prueba (8). El razonamiento para ver (7) es similar: basta considerar la funcién

Q) = §-xdo(§)=2< | g;do—(o)xj,
j=1\Jgn-1

gn—1

que, por la misma razén, también es radial. Puesto que Q es lineal y Q(0) = 0, tenemos que Q = 0'. Ahora
(5) se sigue haciendo r - 0% en (6) (recuérdese que o($"1) = 1). ]

Ejemplo 8. Sin = 2, (5) se reduce al lema 4.4.10 en el libro de Berenstein y Gay [3]. En notacién compleja,
z = re'® sereduce a

27
— ot X i6 de
Au(0) = rlirggr ) /(; (u(re™) — u(O))ﬁ.
Para n = 3, la medida do en coordenadas esféricas

X =sen¢gcosH,

y =sengsenb, 002, 0<¢p<m,
Z = COs @,
tiene la expresion
1 - 4 :
ax dy dz sen ¢
do(6,9) =—det| 35 33 38 |= dode.
CO=mE § OE|T am OV
3 3¢ Op

La identidad (5) se convierte asi en

T[ 27
Au(0) = rlirg}r % | sen @ (fo u(rsen @ cos 6, rsen@senb, rcosg) d@) de.

Esto también es consecuencia inmediata de que la funcién ¢ — ¢ j es impar en sn-l,
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El siguiente teorema establece que el valor de una funcién armoénica en un punto coincide con su valor
medio sobre cualquier esfera centrada en dicho punto.

Teorema 9 (del valor medio). Sea u una funcién armonica en un abierto Q C R". Si x € Q y ademds
0 < r < dist(x, 0Q), entonces

1 1
U = oy /|; u0ise = 4 | ras) = fw )

Aqui, w,, = 21"?/T(n/2) denota el drea de la esfera unidad en R" (véase el libro de Flores y Sadarangani [6,
ejercicio 4.28), aunque alli w,, denota el volumen de B,,) y T, la funcién de Euler

(11) I'(p) =f tP=le=tdt, p> 0.
0

Demostracion. Primero obsérvese que la segunda igualdad se sigue de la primera haciendo el cambio de
variables { — x+r¢, que la tercera es otra forma de reescribir la segunda (do = dS/w,,) y que, componiendo
con una traslacién, podemos suponer que x = 0. Para probar la primera usaremos el teorema integral de
Gauss (corolario 6). Si

n

1
o) = - 4 s

entonces
1 1
00 = [ Vs = s [ suonasm=o.
“n Jig=1 2o Jygi=r
Esto implica que © es constante y, por tanto,
1
u(0) =000) =0(r) = — f u(r¢) ds($). L]
“n Jg=1

Integrando en r, podemos enunciar la siguiente version del teorema 9 en volumen.

Corolario10. Si Q, u y r > 0 son como en el teorema 9, entonces

u(x) = wn ” / u(x+y)dy = i u(x + ry)dy.
[yl<r

n nJy<1

Demostracion. El resultado sigue sin més que multiplicar la relacién

n

u(x) = - f u(x + 92)ds(0)
I$1=1

por ¢"~! e integrar para 0 < ¢ < 1 tras aplicar la generalizacion de la férmula de integracién en polares

dx = n—1 d de,
) f _uods f ¢ ( L 6 s<§>) ¢

vélida, por ejemplo, para cualquier funcién continua v [8, theorem 2.49]. La tltima igualdad se obtiene
realizando el cambio de variables y — ry. ]

Observacion 11. (a) Notese que el factor n/w, en el corolario 10 coincide con 1/|B,| (el volumen n-di-
mensional de B,,). Esto sigue de (12)conv =1yr = 1.
(b) Puesto que do = dS/w,, la férmula (5) muestra que para funciones C? el reciproco del teorema 9

también es cierto. De hecho, bastaria con que a cada x € Q corresponda una sucesion de radios
0<p< dist(x,00Q), j = 1,2, ..., tales quer — 0 cuando j — oo para los que

(13) u(x) = wi f ux +50)dSQ), j=1,2,..
I$1=1

n
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El siguiente resultado es el andlogo arménico del teorema 1.2.4 del libro de Hérmander [13] (véase también
el trabajo de Macid Medina [15, teorema 1.10]).

Corolario 12. Sea u una funcion armonica en un abierto Q C R". Para todo compacto K C Q y todo
entorno abierto U C Q de K existe C > 0 (que solo depende de K y U pero no de u) tal que

sup |ul < Cllullziwy-

Demostracion. Sea § < dist(K, dU)/2. Si xy, € Ky |x — xy| < 6, por el corolario 10 tenemos que

n
w, 0"

n n
u(x)| < u(x +y)|dy < fu dy = ———|ju . n
o)l < /y ey | 10 dy = o el

Observacion 13.  El corolario 12 muestra que, para sucesiones de funciones armonicas, la convergencia

uniforme en compactos es equivalente a la convergencia en L}, ., es decir, en L' sobre compactos. Otra

forma de decir esto es que las correspondientes topologias sobre el espacio de funciones arménicas
coinciden. De hecho, jcualquier topologia «medianamente razonable» que se considere en el espacio de
funciones arménicas implica convergencia uniforme en compactos!?

3.2. Elreciproco del teorema del valor medio

El siguiente teorema muestra que la hipétesis de regularidad en la observaciéon 11(b) puede relajarse
sustancialmente.

Teorema 14. Supongamos que u sea continua en un abierto Q C R" y que
(14) u(x) = f u(x +r¢)do(¢)
I$1=1

para todo x € Q y todo 0 < r < dist(x Q). Entonces, u € C*®(Q) y es arménica en Q.

Demostraciéon. De acuerdo con la observacion 11(b), basta probar que u € C®(). Sea ¢ € C(B,,) radial
tal que an $pdv =1y ¢(x) = Pp(]x]) conp € C*(0,1). Para cada € > 0 suficientemente pequefio, sean
P (x) == e "P(x/e) y Q, = {x € Q| dist(x, Q) > €}. Entonces, si x € Q,, la funcién y — ¢.(x — y) tiene
soporte en Qy

ww $u(x) = f u(y)gu(x — y)dy = f u(x — )0 dy = e f u(x — y)$(y/e) dy
Q Q

lyl<e

1
- f u(x — ey)p() dy = f e"-1¢(e>( f u(x—€e§)dS(§)>d9
lyl<t (1) 70 Kl=1

= wpu(x) f o"19(e) de = u(x) f $() dy = u(x).
0 By,

Puesto que ¢ € C®, u = u * ¢, también lo es en Q, (no es dificil ver que es licito derivar bajo el signo
integral y que 0%(u*¢,) = u+(9%¢,) para todo a € IN [8, proposition 8.10]). Como ¢ > 0 es arbitrariamente
pequeiio, concluimos que u € C*(Q). [

Corolario 15.  Si u es una funcién armonica en Q, entonces u € C*(Q).
Demostracion. Consecuencia inmediata de los teoremas 9 y 14 aplicados sucesivamente. n

Corolario 16. Si {u;} es una sucesién de funciones armonicas en Q que converge uniformemente en
compactos de Q a una funcién u, entonces u es armonica en Q.

Demostracion. Puesto que cada uy satisface las hipotesis del teorema 14, u también. (]

2Qtra manifestacion de la elipticidad de A.
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3.3. El principio del maximo

Teorema17. Sea Q2 un dominio en R". Si u es una funcién armonica en Q y
supu(x) = A < +o0,
xeQ

entonces u(x) < A para todo x € Q ou(x) = A para todo x € Q.

Demostracién. La prueba sigue un razonamiento de conexidad en la linea de la demostracién del teore-
ma 2.10 del trabajo de Macid Medina [15]. Claramente, se verifica que el conjunto U := {x € Q | u(x) = A}
es relativamente cerrado en Q. Pero por el teorema del valor medio, si x, € U entonces u(x) = A para todo
x en cualquier bola cerrada centrada en x, y contenida en (, y, por tanto, U también es abierto. Como Q
es conexo, U = @, conloqueu <AenQ,0U =Q,encuyo casou = A en Q. [

Corolario 18. Si Q C R" es acotado y u es una funcién armonica en Q continua en (2, entonces

maxu(x) = maxu min u(x) = min u({).
maxu() = méxu(¢) y  minu) = min u(®)

Demostracion. El maximo se alcanza en algiin punto de Q: si esto sucede en un punto interior, u es
constante en la componente conexa que lo contiene (teorema 17); por tanto, el mdximo también se alcanza
en 0Q. La igualdad entre los minimos sigue de la de los maximos sin mds que reemplazar u por —u. =

Corolario 19 (teorema de unicidad). Sea Q acotado y u, v dos funciones arménicas en Q continuas en (.
Siu = v endQ, entonces u = v en Q.

Demostracion. Las funciones u — vy v —u son armoénicas en 2 y se anulan en Q. Por el corolario 18, u = v
en Q. L]

Observacion 20. Como hemos visto, la propiedad del valor medio es caracteristica de las funciones
armoénicas, pero el principio del maximo y sus corolarios siguen siendo validos para ecuaciones en
derivadas parciales més generales.

El siguiente resultado generaliza el teorema de Liouville cldsico relativo a funciones enteras de variable
compleja [17, theorem 10.23; ¢f. 1, 7, 15].

Teorema 21 (Liouville). Toda funcion armdénica acotada u en R" es constante.

Demostracion. Six € R" yr > |x|, por el corolario 10 tenemos que

| uenay- [ u(y)dy‘
lyl<r lyl<r

n _ n|D,|
ool [ av =Tl 522

r

n
W, M

[u(x) — u(0)|

(15)

IA

donde D, denota la diferencia simétrica de las bolas B,(x) y B,(0). Pero como D, esta contenido en el anillo
esférico A, :={y | r — |x| < |y| < r + |x|} (figura 1),

r+|x|

3

Dl sl = [ dy=o, [ omdp= 220+ - 0 =
Ay r—|x|

lo que implica que®

uGx) — u(oy| 5 LT (1 + @) - (1 - m>n —0.

rn r

Por tanto, u(x) = u(0) para todo x € R" y u es constante. n

3Como es usual en analisis, para dos cantidades A y B, A S B significa que A < CB para alguna constante C > 0 sin especificar.
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Figura 1: Diferencia simétrica D, C A,.

Observacion 22. Cabe sefialar que la misma demostracién del teorema 21 permite relajar su hipétesis:
basta suponer que u sea positiva [1]. En efecto, puesto que u es positiva ahora se puede prescindir del
valor absoluto en (15) de la siguiente forma:

n

[ uenar- [ ) = 55 [ uoie
yl<r lyl<r Lo " I,

n n
| upydy= f u(y) dy - f u(y) dy
@pl j/-lr Wnl < [yI<r+|x| [yl<r—I|x| )
R AT ST )

rn

[u(x) — u(0)|

Corolario 23. Toda funcién arménica positiva en R? \ {0} es constante.

Demostracién. Siu es armonica y positiva en IR? \ {0}, la funcién z — u(e?) es armonica positiva en R? ~ C
y, atendiendo a la observacion 22, u es constante. L]

El anélogo al corolario 23 es falso cuando n > 2: por el corolario 3, la funciéon u(x) == |x|>~" es positiva y
armoénica en R \ {0}*.

3.4. El problema de Dirichlet en la bola. El niicleo de Poisson

Uno de los problemas fundamentales en teoria del potencial donde aparece el operador de Laplace es el
problema de Dirichlet: si Q C R" es un dominio acotado con frontera regular y f es una funcién continua
en 0Q, encontrar una funcién u arménica en Q y continua en Q tal que u = f en 90Q.

En esta seccién estudiaremos este problema en el caso particular, pero importante, de la bola unidad
B,,. Si la solucién al problema de Dirichlet existe entonces, el razonamiento en el libro de Rudin [17,
sections 5.22-5.24], con las modificaciones apropiadas a dimensiones superiores, permite ver que existe
una funcién P definida en B,, X $"~! (el niicleo de Poisson) tal que

(16) u(x) = f P Of©)do(?), x € B,
Sn—l

Por la propiedad de la media (teorema 9), debemos tener que P(0,¢) = 1 para todo ¢ € $"~1.

4Que este es esencialmente el Gnico contraejemplo es consecuencia de un teorema debido a Bocher [1] (véase también el
trabajo de Crespo Pérez [4, corolario 5.24]) que implica que cualquier funcién armoénica positiva en R \ {0} (n > 2) es de la forma
u(x) = a + b|x|>™" para ciertas constantes a, b > 0.

26 https://temat.es/


https://temat.es/

Crespo Pérez

Figura 2: Simetria de médulos.

Supongamos que u es armdnica en B, y sea x € B, \ {0}. Por el corolario 3, tenemos que la funcién
_ 2— _ .

v(y) = W)~ x>~ y— 25", donde w(y) = |y—x>~", es arménica en B,,\{x}y, ya que |{ —x| = ||x|¢— |

si ¢ € $"~! (como queda ilustrado en la figura 2),

2—n

v(§)=w(§)—‘|x|§—% = w()—|¢ —x[2" =0

para¢ € S"7L.Si0 < ¢ < I_T‘xl (para que B(x,¢) C B,) y aplicamos la identidad de Green (4) en
Q. =B" \E(x, €), tenemos que

f ud;vds = / (udzv — vizu)dS
§n—1 T gn—1

v=0en Sn—1

= f (uAv — vAu)dx + f (ud;zv — vozu)dS
Q. 8B(x,e)

= f (udzv — vozu)dS
Au=Av=0en Q, OB(x.¢)

= / (udzw — wdzu)dS — (2 — n)w,u(x),
I 8B(x,e) €0t

v—w armonica en By,

a que, como |w| = 27" en dB(x, €),
yaq

f wozu dS
dB(x,e)

< €27 "S(0B(x, €)) = wye —— 0
-0t

/ ud;w dS = (2 — n)al‘"/ u dS = (2 — n)w,u(x)
8B(x,e) 8B(x,e)

por la propiedad de la media y 8;w(y) = 95 |y — xF"=2—-n)y—x'™"
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Consecuentemente, si n > 3, (16) es valido con

P(5,¢) = 57— 0500) = 5 ([(Vyly = xF=")Q)] = kP (V,ly = x/ 2~ ")Q)]) -
= (€ = 6|7 = ) = P = 2P| = w11xP) ¢
= (€ = x| = ) = llel¢ = /x| " — x/x) ¢
= (¢ = xI7"(¢ = %) = [xPIE = x| = x/xP) - ¢

_ A —xPEP _1—|x
= ¢ —x|7"((¢ —x) = (|x*)¢ =x))-¢ = = .
=27 (¢ =0 = —0) £ = S h =
Aqui hemos usado que 9;v($) = Vo({) - ﬁ;, la identidad V, |y — a|* = x|y — a|*"*(y — a) (valida para
todo a € R" y x € R) y que la normal exterior a $"~' en ¢ € $""! es iy = {. Nétese que, como se habia
observado anteriormente, P(0,¢) = 1si [{| = 1.

Resulta que esta misma expresion es vélida en dos dimensiones (n = 2), es decir, en notacién compleja,

ioy _ 1-lz® -
P(z,e") = P (lz] < 1) [15, secci6n 2.3].

Con el ntcleo de Poisson a nuestra disposicién podemos resolver el problema de Dirichlet en B,,.

Teorema24. SeafeC(S" Yy

f P(x,Hu(¢)da(l) six e B,,
Sl’l—l

fx) six e § L,

P[f](x) =

Entonces, P| f] es arménica en B,, y continua en B,,.

La demostracién de este teorema es estdndar y se basa en las siguientes propiedades del nticleo de Poisson
(ver el libro de Axler, Bourdon y Ramey [1]):

e P(x,¢) > 0y esarmoénica en x € B, para todo ¢ € $"~! (esto sigue de la propia construccion de P
ya que v es armoénica en B, \ {x}).

* Jsn1 P(x,§)do($) = 1 para todo x € B,,.
* Para cualquier ¢, € $"~! y todo § > 0, f\s”—s”ol>5 P(x,¢)do($) —g» 0.
xX—=Co

4. La propiedad del valor medio revisada

En la observacién 11(b) se apuntaba que la propiedad (13) es suficiente para concluir que una funcién
u € C?(Q) es armoénica en Q. Siguiendo la demostracion del teorema 11.13 del libro de Rudin [17] veremos
que, como en el teorema 14, la hip6tesis de regularidad sobre u puede relajarse.

Teorema 25. Siu es continua en Q y satisface (13), entonces u es arménica en .

Demostracién. Supongamos que B(a,r) C Qyseav = P[ la extension armoénica de u| 9B &

u|aB(a,r)]
B(a, r) dada por el teorema 24. Probaremos el teorema viendo que u = v en B(a, r).
Supongamos que w = v — u es positiva en algin punto de B(a, r) y consideremos E C B(q, r) el conjunto
donde w toma su valor méaximo. Puesto que E es compacto, contiene un punto x mas alejado de a.
Claramente, x € B(a,r) ya que w = 0 en dB(q, r) y, por tanto, existe j tal que B(x,r) C B(a, r) en donde
u(x) es el promedio de u sobre dB(x, ;). Ahora bien, como v es arménica en B(aq, r),

mw=f wx + 1) do(?),
[$1=1

pero w(x + 5¢) < w(x) para todo |{| = 1y, por continuidad, w| = w(x), lo que contradice nuestra

8B(x,r})
eleccion de x. Asi v —u < 0 en B(a, r). De forma similar v — u > 0 en B(a, r) (basta razonar con —u en lugar
de u). n
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Observacion 26. Noétese que la demostracion del teorema anterior proporciona un principio del maximo
para la clase de funciones que satisfacen (13), es mds, permite ver que el teorema 25 sigue siendo valido si
u tiene la propiedad del valor medio para un solo radio, ya que tales funciones satisfacen el principio del
maximo.

4.1. Generalizaciones

Sorprendentemente, para que una funcién continua u en R” sea arménica, basta que (14) se verifique
para dos valores distintos de r (y todo x € R") siempre que estos radios no estén relacionados de una
manera muy especial. Mds precisamente, si

T

' W, ) 3 ny s 2\(n-2)/2

in(@) = Z—lf eizsfgen"-19do = F<§)(E> Jin-2)2(2),
n Jo

donde T es la funcién de Euler definida en (11) y J,, la funcién de Bessel de primera especie y orden v
definida, por ejemplo, mediante la formula de Schlémilch [20] (J, satisface la ecuacion diferencial (20)° y
en la ecuacién (21) se puede consultar su desarrollo en serie de potencias)

(17) aﬂgﬁ+%ﬂ= i.u@ﬂ Z€EC, t #0.
v

Sea
Hy, =1{z21/Z, > 0] j,(z1) = jn(z2) = 1}

el conjunto de cocientes positivos de ceros de la funcién j, — 1. Se debe a J. Delsarte [5] que, si (14) se
verifica parar =, yr =1, yn/r, &€ H,, entonces u es arménica en R" [21-23]. El desarrollo asintético de
las funciones de Bessel se puede usar para demostrar que, para n > 1, H,, es finito y, de hecho, H; = {1} [5],
por lo que en dimensién 3 es suficiente con dos radios distintos. El caso n = 1 es especial: j;(z) = coszy
el conjunto de cocientes excepcionales es H; = Q* (racionales no negativos). Que el conjunto excepcional
es no vacio para todo n > 1 sigue siendo una cuestién abierta [23].

También existen versiones locales de este teorema [2, 19]: si u es continua en B(0, r) y satisface (14) para
r=n,nn/n &€ Hy)yx € B(O,r) tal que |x| + 5 < r, entonces u es armonica en B(0, r) siempre que
n+n<r.

A este respecto hemos de mencionar el problema de un radio de Littlewood resuelto por W. Hansen y
N. Nadirashvili: sea u continua y acotada en el disco unidad abierto ID C C y supongamos que para cada
z € D existe un radio r = r(z) < 1 — |z]| tal que

1 (7" .
(18) u(z) = > f u(z + r(z)e'%) do.

;Debe u ser armonica en ID? La respuesta resulta ser NO [12]. Por otro lado, la condicién sobre un radio
que se obtiene al reemplazar el promedio de linea por el de drea sobre el disco de radio r(z) SI que implica
armonicidad [11]. Este tdltimo resultado se puede extender a funciones definidas en dominios acotados de
R” (v a otros no acotados también) incluso relajando la hipédtesis de acotacién sobre u a que esta admita
una mayorante armonica, es decir, que |u| < h para alguna funcién arménica positiva h. Recopilaciones
sobre estos y otros resultados relacionados se pueden encontrar en los trabajos de Hansen [9] y Netuka y
Vesely [16].

5Légicamente llamada ecuacién de Bessel.
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Observacion 27. 1. Sin embargo, si u es continua en D y tiene la propiedad de un radio (18), entonces u
es armoénica en D. Para ver esto, sean M = maxguyE = {z € D | u(z) = M}el conjunto de puntos de
D donde u alcanza su maximo. Como en la demostracién del teorema 25, puesto que E es compacto,
E N dD # @, por lo que méxy u = méaxgp u. Asi, u = P [u|sp].

2. Aunque la respuesta al problema de Littlewood es negativa, para el caso del plano es afirmativa si se
imponen condiciones adicionales a r, a saber, si r es una funcion estrictamente positiva en R? tal
que, para alguna constante M > 0,

(19) r(z) <|z| + M siempre que |z| > M,
entonces cualquier funcién continua y acotada u en R? que satisfaga (18) debe ser constante. jLa
conclusién es falsa si la condicién (19) se reemplaza por r(z) < 4|z| + M [10]!

En la recta (n = 1), el promedio (18) podria reemplazarse por (f(x — r(x)) + f(x + r(x)))/2. Con
r(x) = 2m, la funcién u(x) = sen x muestra que el resultado anédlogo es falso en una dimension.

Por tltimo, cabe sefialar que ya en R® no se sabe si existe un analogo de este resultado.

Para ver coémo aparecen las funciones de Bessel, consideremos n = 2 y uy(z) = e (z = x + iy). Entonces,

s

i ( + rel@) do= — 1(y+rsen6) do = ey " eirsen@@
2n uo < . 2m

= 1y(2) f =% — y(a) f ( 3 J(r)ewe) B )

V=—00
por (17).

Noétese que u, es una autofuncién del laplaciano; més precisamente, satisface la ecuacién de Helmholtz
Au + x*u = 0 con x = 1. Es mds, si u es cualquier solucion de esta ecuacion y

1 T
ow) = > f u(rel®) de,
-n

de la demostracién del teorema 2.4 en el trabajo de Macid Medina [15] tenemos que

de 1 K
T3 [ B =5 /| JRCLIC

K2 r T Kz r
- _ - i0 __=
=2 | 9( f_ nu(ee )de)de ; fo 00(e) de.

Esto quiere decir que O satisface la ecuacion diferencial ordinaria

d / de
dr(d)+x ro=0

y, por tanto, la funcién ¥(t) = O(t/x) satisface que®

2y 14y
VTR +¥=0.

Esta dltima es la ecuacién de Bessel de orden cero, de la que sabemos que solo tiene a los multiplos de J,
como soluciones acotadas para t — 0%. Puesto que O (y por ende ¥) estd acotada cerca de 0y Jy(0) = 1,
deducimos que O(r) = J,(xr)©(0) = Jy(xr)u(0), es decir,

1 f " u(re) 6 = J(er)u(0).

6Con el cambio de variables r = t/x, d/dr = xd/dt y rd/dr = td/dt, por lo que

i(;’i)+x2r—xd(d)+xt xt d2+li+1
dr \' dr Tohde \dt - dez  tdt ’
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Ademads, como la ecuacién de Helmholtz es invariante por traslaciones, también se tendra que
1 T
> f u(z + re®) do = J(xryu(z)
—TT

paratodoz € Cyr > 0.

Siguiendo la demostracién del teorema 9, un razonamiento andlogo prueba que en n dimensiones, si u es
solucién de la ecuacién de Helmholtz y

o(r) = f{ )t

entonces
de 1 1
L= [ V@ = o [ sumase) = o [ suwa
_ Wy _ l Wyt
¢1=1 pmi=r (3) con vt pxi<r
_x_ f (dx = ——5 f n l(f r)d (;))d
=_ — u(x)dx = — - o u(r¢)ds <
W, "1 x|<r @y [K1=1
Kz ' n—1 KZ ' n—1
== | © ur$)do(§) Jde = ——== | ¢"0(e)de,
0 [$]=1 0
por lo que

d n—ld@ 2.n—1n
E(F dr)+7<r 0 =0.

Siv = (n — 2)/2, con el cambio de funcién ¥(r) = r’©(r) esta ecuacion se transforma en

Yy 1dy [,
— - - )w=o,
dr2 + r dr +<K r2

que, a su vez, con el cambio de variable independiente ¢t = xr se reduce a

2 2
(20) d—g’+1d—gl+(1—’:—2>w=o.

Como antes, esta es la ecuacion de Bessel de orden v y, por tanto, ¥ (que es continua en ¢ = 0) debe ser
proporcional a J,. Deshaciendo los cambios y ajustando la constante de proporcionalidad vemos que

) (n—-2)/2
o) =1+ 1 (2) 50000 =T(3)(2) Ine2y2(n)O0) = ju(1)6(0)
ya que
had (-1 Z\V+2k
@ 1= 3 morkanz)

y, por tanto, (%)V JI,(r) - 1/T(v + 1) cuando r — 0%.

Consecuentemente, hemos probado que si u es solucién de la ecuacién de Helmholtz (que sigue siendo
invariante por traslaciones), entonces

@) f u(x + r¢) do(¢) = ju(eru(x)
[$1=1

paratodo x € R*yr > 0.

Reciprocamente, de (21) vemos que

(o

Y 2k
jn(z)=r(§)]§)%<§) -
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Asi, j,(0) = 1, j,(0) = 0y jn(0) = —1/n. Ahora la ecuacion (5) implica que, siu € C? satisface (22), entonces

2

Au(x) = 2n &

dr2 o jn(Kr) u(x) = —KZM(X).

Por tanto, y como ocurre con la propiedad del valor medio para funciones armoénicas, al menos para
funciones C?, (22) caracteriza las soluciones de la ecuacién de Helmholtz.

Observacion 28. Sir > 0 es un cero de j, — 1, sigue inmediatamente de (22) que cualquier solucién de la
ecuacién de Helmholtz con x = 1 satisface (14) en circunferencias de radio r pero no es arménica, esto es,
la propiedad del valor medio para un solo radio no implica armonicidad. De igual forma, si /v, € H,, es
decir, /1, = z;/z2, > 0 con j,(z;) = j.(z2) = 1, para x = z;/r, = Z,/1 tendremos que j,(kn) = j,(xr) =1
y cualquier solucién de la ecuacién de Helmholtz con pardmetro x satisface (14) para circunferencias de
radios r; y 1,. Puesto que x # 0, tal solucién tampoco es arménica.

5. El lema de Weyl

La seccion 2.5 del trabajo de Macid Medina [15] estd, como aqui, dedicada al aspecto de regularidad para
las funciones armoénicas. Maci4d Medina prueba el teorema 30 para el caso del plano R? pero, como bien
indica en la observacion 2.37, no hay nada particular en la prueba que no permita su generalizaci6én al
caso multidimensional. Para otra prueba ligeramente diferente pero esencialmente equivalente, véase el
libro de Jost [14, corollary 1.2.1]. Como en el trabajo de Macid Medina [15], empezamos recordando las
definiciones pertinentes.

Si u es armoénica en un abierto Q C R" y p € C(Q2), de (4) (con v = ¢),
(u, Ap) = / u(x)Ap(x)dv(x) = / e(x)Au(x) dv(x) = 0.
fo) Q

Esta condicién tiene sentido incluso para funciones que no sean continuas en £, como, por ejemplo, si
u € Lj,.(Q) es localmente integrable. Esto sugiere la siguiente definicion.

Definicion 29. Una funcién localmente integrable u en un abierto 2 de R" se dice arménica en sentido
débil o que satisface la ecuaciéon Au = 0 en sentido débil si

(u, Ap) = f u(x)Ap(x)dv(x) =0
Q

para toda funcién ¢ € C(Q).

Obsérvese que no sigue de la definicion 29 que si u € L}, .(Q2) es arménica en sentido débil lo sea en el
sentido usual (para ello u debe ser al menos C2).

Este hecho se recoge, y es parte de un resultado més general, en el siguiente teorema.

Teorema 30 (Weyl). Siu e L}OC(Q) y Au = 0 en sentido débil, entonces u es armonica, esto es, Au = 0 en
sentido cldsico en Q.

Para ser mds precisos, en la conclusién se debe entender que u es arménica tras posiblemente ser modifi-
cada en un conjunto de medida nula.

Demostracion. Sean Q,y ¢ como en la demostracién del teorema 14. Sip € C°(Q), entonces px¢, € C°(Q2)
VU = u* P € C°(Q,).
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Por (4) se tiene que

f At (P dox) = [ 4 (AP du(x)

[0)

( f u)Pex — ) dv(y)) Ag(x) dv(x)
0

I
S 55— 55—

( / $.(x - Y)Ag(x) dv(x)) u(y) do(y)
Q

/ ( f $(X)Ap(x +y) dv(X)) u(y) do(y)
Q \YQ

f u(y) (Ay f 6. ()o(x +) dv(x)) dv(y)
0 Q
- f u()A () do(y) = 0,

0

ya que la funcién
10) = [ 4wt + ) doto)
Q

es C(Q) y u es armonica en sentido débil en Q. Por tanto, u, es armdnica en sentido clasico en Q.

Por ultimo observemos que, para § > 0 suficientemente pequeiio, como consecuencia de la demostracién
del teorema 14,

Us = U ¥ Ps = (U @) & g = Uk (Pe * Ps) = Uk (Ps * Pe) = (U * Ps) * b = Us * P = Us

en Qe s (2 decrece con €) y, puesto que u, — u en L},.(©2) cuando ¢ — 0, del corolario 12 (o la
observacién 13), u, converge uniformemente en subconjuntos compactos de (2 a una funcién u, que, por
el corolario 16, es arménica en Q y coincide con u en casi todo punto. n
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