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Resumen: El principal objetivo es obtener una férmula cerrada para los productos

infinitos de la forma

0 k

I(-%)

n=1 h
donde z € Cy k > 2. Esto nos permitird, por ejemplo, obtener algunos productos
infinitos como

() T0-5) o D0+5)

n=1 n=2 n=1

Abstract: The main goal is to obtain a closed-form for infinite products of the form
IT{1-5%)
n=1 h

where z € C and k > 2. It will allow us, for example, to obtain some infinite
products such as

() O0-7) o O+5)

o
n=1 n=2 n=1
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Algunas férmulas cerradas para productos infinitos y su relacién con la funcién zeta de Riemann

1. Introduccion

El problema de Basilea consiste en la obtencién de una férmula cerrada para la suma de los reciprocos de
los niimeros naturales al cuadrado,

o 1 1 1 1
Z—z——+—+3—+

Es un famoso problema de teoria de nimeros que tardé muchos afios en ser resuelto, hasta que en 1735
Leonhard Euler encontré que la suma anterior vale %/6. Hoy en dia es natural relacionarlo con la funcién
zeta de Riemann ¢, definida de la siguiente manera:

(s

Yz) =Y, iz para Re(z) > 1.

n=1

De este modo, se tiene que {(2) = 7?/6. Es mas, todos los valores pares de esta funcién pueden ser
expresados mediante los nimeros de Bernoulli [2] como

_1\n—1 2n
gany = SO 12) ‘(2(3)’!1) By, neN.

En cambio, para valores impares no se conoce una férmula cerrada. Por ejemplo,

1 1
{3)=1 tatgat-= =1,2020569...,
conocida como la constante de Apéry, debida al matemdtico Roger Apéry, no dispone actualmente de una
formula cerrada conocida. Apéry demostré en 1978 que esta constante era un nimero irracional [1], pero

a dia de hoy no se sabe si es trascendente.

El principal objetivo de este articulo es presentar un problema similar relacionado con productos infinitos
en vez de series. Asi pues, nos preguntamos si es posible obtener una férmula cerrada para los productos
infinitos de la forma

O ﬁ(u%)

donde k > 2. Un producto infinito es convergente si uno de sus factores es nulo (entonces diremos que
converge a 0) o si su sucesion de productos parciales converge a un valor no nulo.

Para las propiedades elementales de los productos infinitos se puede consultar el libro de Rao et al. [5]. En
él se demuestra el siguiente resultado, aplicable a una sucesién arbitraria de ntimeros complejos {a, };>;,
que justifica que el producto infinito (1) es convergente:

(e (e
Z la,| < 0 = H(l +a,) converge.

n=1 n=1
Lo anterior motiva a hacerse la siguiente pregunta: ;existe una férmula cerrada para los siguientes productos
infinitos:
a 1 = 1 - 1
- - — — )2
M+) T0-5) o TH0+5)
n=1 n=2 n=1

;Habra una férmula cerrada para cada uno de ellos, o solo para los valores pares de k, como en el caso de
las series? La respuesta es que se puede obtener una férmula cerrada para cada uno de ellos en términos
de la funcién gamma de Euler.

Una de las mejores formas de abordar esta clase de problemas es a través del anélisis complejo. Como bien
dijo el matematico francés Jacques Hadamard: «El camino mds corto entre dos verdades del andlisis real
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pasa por el andlisis complejo». Asi pues, nuestro siguiente objetivo va a ser obtener una férmula cerrada,
en términos de la funcién gamma de Euler, para la siguiente familia de productos en variable compleja:

@ (-%)
n=1

donde k € N,k > 2y z € C. Es bien conocido que para k = 2 el producto anterior puede ser escrito en
términos de la funcién seno, usando la representacién de Euler [3]:

had 2
sen(nz) = nzH (1 — %)
n=1

Esto mismo es una especie de «factorizacion infinita» de la funcién seno, pues los valores donde se anula
este producto infinito son precisamente los enteros. Es por eso que, con esta inspiracién, nos vamos
a preguntar cudles son los ceros del producto infinito en (2) y si conocemos alguna funcién con estas
propiedades.

2. Ceros

El conjunto de ceros de la funcién entera

o k
&(Z)==H(l—%), k> 2,

n=1

para todo z € C, estd dado por
Z(B)={z€C:z=nwjparaalginn € N,0 < j <k -1},

donde

2
wj=exp(%i), 0<j<k—1,

son las k-ésimas raices de la unidad. El punto importante aqui es que, para un j fijo, los ceros de la forma

Z = n - wj son lineales en n. En la figura 1 se representa el conjunto de ceros de B y .

: |
4 . . J‘
® . ° . + .
. e L] z+ .
* . ° ) . + . )
e o oo f—‘—'—‘—.—‘—'—‘—.—‘—[—‘—f—‘—ﬁ—‘—.—‘—.—‘—f
4 2 2 4 4 =2 | 2 4
. N . . + . .
° 2 @ . ’2+ .
° * . ° + °
4 ° ’4+
: +,

(a) Ceros de RB. (b) Ceros de .

Figura 1: Ceros de B, parak =5y k = 8.
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Nuestro objetivo es encontrar una expresion, tan simple como sea posible, de una funcién cuyo conjunto
de ceros sea Z(B,). En este contexto es casi natural considerar la funcién gamma de Euler, ya que sus
polos son precisamente los enteros no positivos y, por tanto, los ceros de su funcién reciproca serdn
precisamente estos mismos. Recordemos que

(3) I'(z) =/ t*~le~tdt, Re(z) > 0.
0

Ademads, la funcién gamma satisface la siguiente ecuacién funcional:

I[(z+1)=2zl(z), Re(z)>0.

Esta funcién se extiende de manera holomorfa a todo el plano complejo excepto a los enteros no positivos,
por lo que su funcién reciproca puede ser extendida a una funcién entera, ya que I no tiene ceros. Esta
también tiene una representacién como producto infinito, uniformemente convergente en conjuntos
compactos,

L e T (14 8) e
) e —zeyzg<1 + n)e ain,

donde y es la constante de Euler-Mascheroni [5]. Se sigue que

z(%) —{0,-1,-2, ..}

Figura 2: Ceros de 1/I(z).

Este conjunto esta representado en la figura 2. Ahora bien, si a este conjunto de ceros se le aplica una
determinada transformacién lineal, se puede construir una funcién entera con los ceros deseados, Z(F,).
De hecho, la composicién con z — 1 — z tiene por ceros el conjunto {1, 2, 3, ...}, los cuales son parte de los
ceros de, por ejemplo, la funcién B. Ademads, después de componer con la transformacién z — z/w, los
ceros son movidos a la segunda linea (en sentido antihorario) de la figura 1. En general, el producto finito
1

(5) =

r(-3)
. w;

=0 J

—

(-

s k
. . . Z . . 2
tiene el mismo conjunto de ceros que | | (1 — —k) Veamos que en realidad son la misma funcién.
n
n=1
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3. Teorema principal

o k
Se presenta ahora un resultado que muestra que la expresion (5) coincide con el producto | | (1 — Z—k>
n
n=1

Primero necesitamos otro resultado acerca de las raices de la unidad.

Lemal. Seank € Nconk>2y {w }‘:_01 el conjunto de Ias k-ésimas raices de la unidad. Entonces,

k-1 k-1

Y =0 ITw=cne

j=0 W j=0
Demostracion. Usando la representacion
k-1

p@) =2"—1=[[@-w)

j=0
si se desarrolla el producto de la derecha y se comparan ambos lados de la igualdad, se deduce inmediata-
mente que

k-1 k-1 k-1
“1=]l-w=CD[lwyo==-> w "
j=0 j=0 k=0

Ya estamos en condiciones de presentar el resultado principal.
Teorema 2. Seak € N, con k > 2. Entonces,
0 Zk k-1 z -1
1(-5)- (- £))
n=1 nk j:() LU]
Demostracion. Sea py(z) = z° — 1. Se tiene por la segunda igualdad del lema 1 que
k—1 k-1 k—1 z k-1 z
p@ = e-w =T 1+ 5) =TI (1+ %),
. . A —wj : —w;
]:0 ]:0 ]=0 J j:() J

Por la primera igualdad del lema 1,

j=o
Y, por tanto,
k-1 z z
o= (10 ool 2)
j:O ub u)j
Consecuentemente,

n=1 n=1
oo k-1 z z
_ HH(I " )exp(—)
n=1 j:O _nu}j nu}]
k-1 z z
=HH(1+ )exp(—)
i=0 n=1 _nujj nu)]
1
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Una version mads general del teorema 2 se puede encontrar en A course of modern analysis [7], el cual
expresa el producto infinito

7 (n—a)(n—ay) - (n—ay)

S (n—a)(n—ay) - (n—ay)’

para k > 2 y bajo ciertas condiciones sobre a;, a,, ..., a, b, by, ..., b, en términos de la funcién gamma.

[Se]
1
Ejemplo 3. Imaginemos que queremos calcular el producto infinito H (1 + F) De acuerdo con el
=1

teorema 2, se puede escribir

J=0 b4 b4
M- 1-—7= T 1 - —7&
exp($)) \ en()
Para z = —1 obtenemos que
- 1 1
11 (1 + F) B —2mi —4mi
n=1 r@)r(1 +exp 3 'l 1+ exp 3
1

(- L3+ 2

1 cosh(ﬁ).
T 2

La dltima igualdad se sigue de la férmula de reflexién de Euler,

I(z)T(1—-z) = Re(z) > 0.

sen(nz)’

Trabajar con valores no enteros de la funcién gamma de Euler es un poco dificil. Por esta razén, se presenta
un resultado complementario para el caso en el que k es un niimero par. Este relaciona la familia de
funciones B, con el producto finito de funciones seno, las cuales son més faciles de tratar.

Corolario 4. Seam € N y sean {wj}ff(‘)_l las raices 2m-ésimas de la unidad. Entonces,

0o 2m im—-1 m-1

1
H<1 - Z_m) S, (_Z)
=AY NGRS = AT

Demostracion. La clave es agrupar el producto de funciones gamma en parejas:
L e
W Witm W W Witm
= —ﬁr(—5>r(1 + 5).
W\ W W
Ahora, por la férmula de reflexién de Euler, se obtiene que

r<1 - %)F(l - wz ) = %L
j j+m j sen(E)
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Por el teorema 2, finalmente obtenemos que
-1
Z2m m— im—1 m-1
Ve 1 ¥4
— = — sen| — |.
H( nz’") Hw nz (nz)mH (%)
=0 " gen Jj=0

W

El término i™~! en la dltima igualdad es debido a que

o=l =eoFZ ) on(=5 )

Jj=0 Jj= Jj=0

4. Relacion con la funcion zeta de Riemann

Puede resultar extraiio que se pueda encontrar una férmula cerrada para F.(z) para cualquier k y que, en
cambio, no se haya encontrado todavia una férmula cerrada para valores impares de la funcién zeta de

Riemann, ya que
0 k
z

n=1
Asi pues, a primera vista parece ser que, como tenemos una férmula cerrada para el producto infinito en
términos de la funcién gamma, deberiamos poder expresar (k) de igual forma para cualquier k > 2, pero
esto no es asi.

Esto se ve reflejado a través del corolario 4. Cuando k es par, podemos expresar B, en términos de la funcién
seno, de la cual el desarrollo de Taylor es conocido. Asi pues, reagrupando los coeficientes es posible, por
ejemplo, resolver el problema de Basilea. En cambio, para valores impares de k, se debe trabajar con el
reciproco de la funcién gamma, y la clave aqui es que no se dispone de una férmula cerrada para todos
los coeficientes de su desarrollo de Taylor. De hecho, solo se conocen los tres primeros:

1 y?  n?
7 —_— = R o P A
@) @ zZ+yz +<2 )%t
Nosotros estamos interesados en el desarrollo de Taylor de la funcién reciproca de I'(1 — z),
Y D A IS
Th-z  *"\2 712 2*+a

donde a; € R.

Por el teorema 2,

(%)

n=1

“’:1

(l‘w,-)

Entonces, —{(k) es el coeficiente de z* en el desarrollo en serie de Taylor de la funcién en el lado derecho.
Por ejemplo, para k = 3 y después de varias manipulaciones, se llega a que

1 7

1
=1+ <3a§ +5 - Zyn2>z3 + ...

ra-zrf1- —2__|rf1 d

Asi pues, {(3) = 1/4yn? — 3a3 — y*/2. En otras palabras, podemos obtener una férmula cerrada para ¢(3) si
obtenemos una férmula cerrada para el tercer coeficiente del desarrollo de Taylor de 1/T'(1 — z). Es mads,
si la encontramos para cada uno de sus coeficientes también encontramos una férmula cerrada para
{(k) en general. Un estudio completo sobre estos coeficientes se puede consultar en «Taylor series for the
reciprocal gamma function and multiple zeta values» [6]. Recientemente, una representacion integral ha
sido descubierta por Fekih-Ahmed [4]:

="

n!

a, =

/-00 e~ Im((log(t) — im)") dt.
0
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