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La conjetura de Andrews-Curtis

1. Introduccién

Este articulo es un extracto del Trabajo de Fin de Grado de la autora [6], el cual trata sobre la conjetura
de Andrews-Curtis. Se llama asi a una suposiciéon formulada por los matematicos americanos James J.
Andrews y Morton L. Curtis en el articulo «Free groups and handlebodies» [1], inicialmente algebraica, que
afirma lo siguiente:

Conjetura 1 (Andrews-Curtis, version algebraica). Toda presentacién balanceada del grupo trivial puede
convertirse (a través de transformaciones de Andrews-Curtis) en la presentacion trivial.

El grupo (véase la definicién 49) trivial es aquel con un solo elemento (el neutro). Cualquier grupo puede
darse como una presentacion G = (S | R) = F(S)/(R)y, siendo S un conjunto (de generadores), R C F(S)
un subconjunto del grupo libre generado por S (relaciones) y (R)y el menor subgrupo normal de F(S)
que contiene a R. Asi, un grupo presentado por un nimero finito de generadores y relaciones, pongamos
G = (X1, ., X | K, -, hp), s€ dice balanceado si tiene el mismo ntimero de generadores que de relaciones,
es decir, si n = m. La conjetura de Andrews-Curtis dice que una presentacién de este tipo del grupo trivial
puede volverse la presentacidn trivial (@ | @) por medio de las transformaciones siguientes:

Definicion 2 (Transformaciones de Andrews-Curtis). Sea G = (xy, ..., X,, | ij, ..., I;,) un grupo presentado
por un ntimero finito de generadores y relaciones, los siguientes cambios en la presentacién son las
llamadas transformaciones de Andrews-Curtis y preservan el grupo presentado:

e Cambiar una relacién % por ™!

<3

p .
por 5 0 1l con k # j.

~

i
 Cambiar una relacion
* Cambiar una relacién 5 por wsw™" con w € F(Xy, ..., X,).

e Cambiar todas las apariciones del generador x; en las relaciones por x;*, XiXj 0 X;X; coni # j.

* Afiadir un nuevo generador x y una nueva relacion x.

* Sien la presentaciéon hay un generador x que solo aparece en la relacién x, eliminar ambos.

En nuestro caso, manejaremos dos versiones distintas de esta conjetura, ambas topolégicas, pues aunque
en un primer momento la topologia se presente como una materia més bien teérica y con una componente
analitica fuerte, existe una faceta de la misma mdas combinatoria y relacionada con el édlgebra, asi como
con muchos problemas que mantienen ocupados a los matematicos en la actualidad.

El trabajo estd basado principalmente en la tesis doctoral del matemadtico argentino Jonathan A. Barmak [2],
asi como en muchas obras de la bibliografia de la misma, escritas por conocidos top6logos como el britdnico
John H. C. Whitehead o los americanos Robert E. Stong y Michael C. McCord; véase Whitehead [8], Stong [7]
y McCord [5].

En la segunda seccidn, analizaremos las propiedades topolégicas de los espacios finitos, los cuales a priori
pueden parecer poco interesantes. Llegaremos a la conclusién de que los conceptos de espacio topoldgico
finito y de conjunto preordenado finito son basicamente el mismo, solo que bajo diferentes enfoques.
Veremos que el estudio topolégico y homotépico de este tipo de espacios también se puede reducir a
términos combinatorios: las aplicaciones continuas entre espacios finitos son exactamente aquellas que
preservan el orden entre los conjuntos preordenados asociados, y para probar que dos espacios finitos
son homotépicamente equivalentes basta encontrar una cerca (véase la definicién 28) de aplicaciones
continuas entre uno y otro. Aprendemos que incluso podemos estudiar sin pérdida de generalidad (cuando
hablamos de invarianza homotépica) tan solo los conjuntos parcialmente ordenados (posets) finitos.

En la tercera seccién, nos adentraremos en el mundo de los complejos simpliciales: aprenderemos qué son
y cémo construir su realizacién geométrica, asi como la relacién que guardan con los posets, para lo cual
nos haré falta aprender conceptos como el de grupo de homotopia o equivalencia de homotopia débil.

En la cuarta seccién, introduciremos las nociones de colapso, expansion, deformacién y tipo de homotopia
simple para complejos simpliciales finitos, llegando a la conclusién de que si dos complejos simpliciales
tienen el mismo tipo de homotopia simple, sus respectivas realizaciones geométricas tienen el mismo tipo
de homotopia. Sin embargo, el reciproco no se cumple: analizaremos en particular el caso del sombrero
bobo. Se trata de un complejo simplicial finito que no se puede colapsar a un punto pero cuya realizacién
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geométrica es contractil. Con todo, el sombrero bobo se puede 3-deformar a un punto, hecho que motiva
que se conjeture que esto ocurre para todo 2-complejo simplicial.

Conjetura 3 (Andrews-Curtis, version simplicial). Dado un complejo simplicial finito 2-dimensional K tal
que su realizacion geomeétrica |K| es contrdctil, entonces K es 3-deformable a un punto.

Llegamos asi a la versién més puramente geométrica de la conjetura, la cual esté estrechamente relacionada
con conjeturas y teoremas quizd mas famosos:

Conjetura 4 (Zeeman). Dado un complejo simplicial finito 2-dimensional K tal que su realizacion geomé-
trica |K| es contractil, entonces |K| X [0, 1] es poliédricamente colapsable.

Teorema 5 (Poincaré). Cualquier variedad compacta de dimensién 3 simplemente conexa y sin borde es
homeomorfa a la 3-esfera.

Asi, con una versién de la conjetura de Andrews-Curtis para complejos simpliciales y una relacién entre
estos ultimos y los posets, en la quinta seccién presentamos una versiéon de la conjetura para conjuntos
parcialmente ordenados finitos que serd equivalente a la ya vista. Con esta intencién, vemos qué son los
beat-points débiles y probamos que su eliminacién es una equivalencia de homotopia débil entre espacios
finitos. De esta forma, llegamos a que la conjetura que vimos para complejos simpliciales es equivalente a
la siguiente:

Conjetura 6 (Andrews-Curtis, versién para posets). Sea X un espacio topolégico finito T de altura 2. Si X
es débilmente homotdépicamente equivalente a un punto, entonces X se 3-deforma a un punto.

Para concluir, en la sexta seccién discutiremos la situacion de la conjetura en el panorama matemaético
actual.

2. Espacios topologicos y posets finitos

2.1. Espacios topologicos y conjuntos preordenados finitos

Comenzaremos con unas definiciones bésicas de topologia general necesarias a lo largo del articulo.
Definicion 7. Una topologia sobre un conjunto X consiste en una familia 7 de subconjuntos de X tal que:

1. El conjunto vacio y el total pertenecen a la topologia.

2. Dada una familia arbitraria de elementos de la topologia, su unién también pertenece a ella.

3. Dada una familia finita de elementos de la topologia, su interseccién también pertenece a ella.
Un par (X, 7) con X un conjunto y 7 una topologia sobre X se llama espacio topolégico. Los elementos
de 7 son los abiertos de X, y si x € U con U abierto diremos que U es un entorno (abierto) de x. Dado
A C X, se verifica que A es abierto si y solamente si para todo x € A existe un abierto U de X tal que x € U

y U C A. Los complementarios de los abiertos serdn los cerrados del espacio topolégico. Usualmente,
denotaremos por X el espacio topolégico (X, 7) cuando esté claro la topologia que estemos usando.

Definicion 8. Sea (X, 7) un espacio topoldgico. Una familia de abiertos B C 7 serd una base de la topologia
7 si todo abierto de la topologia se puede expresar como unién de elementos de B. Equivalentemente, B
serd una base de 7 sidados U € 7, x € U existe B € Btalque x € BC U.

Proposicion 9. Una familia B de subconjuntos de un conjunto X serd una base de alguna topologia sobre
X si, y solo si, verifica:

* Cada punto del conjunto estd contenido en algin elemento de B.

* Para cualquier par de elementos B, B, € B y para cada punto x € B, NB,, existe un elemento B; € B
talque x € By y B; € B, N B,.

En este caso, dicha topologia es el conjunto de uniones arbitrarias de elementos de la base.
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Definicion 10. Sea (X, ) un espacio topoldgico y A C X un subconjunto. Se verifica que la siguiente familia
constituye una topologia sobre A, a la que llamaremos topologia relativa: 7|, = {UNA : U € t}. Diremos
que (4, 7]4) es un subespacio topolégico de (X, 7).

Definicion11. Una relacién de equivalencia es una relacion reflexiva, simétrica y transitiva. Consideremos
(X, 7) un espacio topolégico y ~ una relaciéon de equivalencia sobre X. El conjunto de clases de equivalencia
se denomina conjunto cociente X/ ~ ylaaplicacibn 7: x e X » [x] =={y € X : y ~ x} € X/ ~
proyeccién canénica. La familia {U C X/ ~ : 77 !(U) € 7} constituye una topologia sobre X/ ~ a la que
denominaremos topologia cociente.

Definicion 12. Un espacio topolégico es finito si tiene un ntimero finito de elementos.

Ahora, incluiremos la idea de conjunto preordenado para compararla con la de espacio topolégico finito.
Definicion 13. Un preorden sobre un conjunto es una relacion reflexiva y transitiva definida en el mismo.
Un conjunto preordenado es un conjunto con un preorden.

Una relacién de orden sobre un conjunto es una relacion reflexiva, antisimétrica y transitiva definida en
el mismo. Un conjunto parcialmente ordenado (o poset) es un conjunto con una relacién de orden.

Normalmente, utilizaremos «<», «>» para denotar las relaciones de este tipo, aunque a veces también
haremos uso de «C», «2». Emplearemos «<», «>», «C», «D» para indicar que la relacion es estricta.

Definicion 14. Sea X un conjunto parcialmente ordenado finito.

* Un elemento x de X es maximal si x < y implica y = x, y minimal si y < x implica y = x.
* Un elemento x de X es un maximo si y < x para todo y € X, y un minimo si x < y paratodoy € X.

* Una cadena de X es un subconjunto del mismo tal que sus elementos son comparables dos a
dos (totalmente ordenado). Una k-cadena (o cadena de longitud k) es una cadena de X con k + 1
elementos. Definimos la altura de un poset como el méaximo de las longitudes de sus cadenas.

Definicion 15. Sea (X, 7) un espacio topoldgico finito. Para cada x € X definimos su conjunto abierto
minimal como U, = ({U € 7 : x € U}. Serd un abierto de X por ser interseccion finita de abiertos.

Proposicion 16. La familia de conjuntos abiertos minimales constituye una base de la topologia de X.
Ademads, cualquier otra base de t tiene que contener a esta. Por esto, serd la llamada base minimal de X.

Demostracion. Sea U un abierto, x € U. Tenemos que x € U, C U por definicién de U,. Vemos asi que
el conjunto de abiertos minimales es una base de 7. Ademads, sea B una base cualquierade ry x € X
arbitrario. Entonces, existe B € B tal que x € B C U,, por lo que U, = B € B, con lo cual B contiene a la
base minimal. L]

Definicion 17. Definimos la siguiente relacion en el espacio topolégico finito (X, 7):

xLy:=UCU, < x€el,.
La tltima equivalencia se sigue de que si U, C Uy, como x € U, estd claro que x € U,. Reciprocamente, si
x € Uy, tenemos que U, es un entorno de x y por definicion, U, C U,

Se trata de una relacién de preorden: la propiedad reflexiva se verifica porque x € U,, y la propiedad
transitiva se cumple porque si x <y < z, entonces U, C U, C U, y por tanto U, C U, y x < 2.

Definicion 18. Si ahora consideramos X un conjunto preordenado finito y tomamos la familia B = {B, },cx
con B, ={y € X : y < x}, vemos que esta dltima es una base de topologia:

e Sea x € X. Como x < x porque estamos hablando de una relacién de preorden, x € B,..

* Siz € B, N By, entonces B, € B verificaz € B, y B, C B, N By,

Asi, podemos considerar en X la topologia generada por dicha base.
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Teorema 19. Sea Xt un espacio topoldgico finito. Entonces podemos definir la siguiente relacion de
preorden en su conjunto subyacente x <y : < U, C U,, obteniendo asi un conjunto preordenado P(Xr).
De Ia misma forma, si Xp es un conjunto preordenado, podemos definir una topologia en su conjunto
subyacente dada por la base B = {By}.cx,, siendo By = {y € X : y < x}, obteniendo asi un espacio
topologico T(Xp). Se verifica que T(P(Xt)) = Xt y P(T(Xp)) = Xp.

Demostracion. Basta ver que la base minimal coincide con la base B aqui mencionada. Sea x € X, tenemos
yeEU, < y<x < ye{zeX: z<x}=B,. ]

A partir de ahora hablaremos indistintamente de espacios topolégicos y conjuntos preordenados finitos.

Ejemplo 20. Consideremos el conjunto X = {a, b, ¢, d, e} con la topologia
7 ={@,{a},{c},{a,c},{d, e}, {a,d, e}, {c,d, e}, {a,c,d, e}, X}.

De ella, obtenemos los abiertos minimales U, = {a}, U, = X, U, = {c}, U; = {d, e}, U, = {d, e}. Por tanto, la
relacién de preorden asociada vendria dada por:

a<b c<b, d<e<b e<d<hb.

De la misma forma, considerando la relacién de preorden anterior en X, la base asociada a la misma seria
B = {B,, By, B;, By, B} = {{a}, X, {c}, {d, e}, {d, e}}, y la topologia generada por dicha base es 7.

Observacion 21.  El ejemplo anterior evidencia que la relaciéon de preorden obtenida no tiene por qué ser
una relacién de orden al no verificarse la propiedad antisimétrica, puesto que tenemos d < ey e < d, pero
e #d.

2.2. Continuidad y conexidad

Puesto que ya hemos encontrado una interpretacién combinatoria de los espacios topolégicos finitos,
ahora presentaremos un enfoque combinatorio de la continuidad de las aplicaciones entre los mismos.

Definicion 22. Una aplicacién entre dos espacios topolégicos se dice continua si la imagen reciproca de
todo abierto del codominio es un abierto del dominio.

Definicion 23. Decimos que una aplicacién f: X — Y entre dos conjuntos preordenados preserva el
orden si para cualesquiera x, x’ € X tales que x < x’ tenemos que f(x) < f(x').

Proposicion 24. Una aplicacién f : X — Y entre dos espacios topolégicos finitos es continua si, y solo si,
preserva el orden de los conjuntos preordenados finitos asociados.

Demostracion. Para la implicaciéon directa, sean x, x’ € X tales que x < x’, (equivalentemente, x € U,s) y
veamos que f(x) < f(x'). Como Uy, es un abierto en Yy f es continua, f _1(Uf(x/)) serd un abierto en X,
y ademads x’ € f_l(Uf(xr)) puesto que f(x") € Uy, por definicion. De esta forma, x € Uy C f‘l(Uf(x/)) y
entonces f(x) € Uy(y), 0 lo que es lo mismo, f(x) < f(x).

En la implicacién reciproca, para ver que f es continua, es suficiente ver que la imagen reciproca de
todo abierto basico del codominio es un abierto del dominio. Consideramos asi U, un abierto de la
base minimal, veamos que para cualquier x € f~'(U,), x € U, € f~'(U,), con lo cual cada punto de
f _I(Uy) tiene un entorno abierto contenido en el mismo y por lo tanto estamos hablando de un abierto.
Sea x € f‘l(Uy), tenemos f(x) € U, es decir, U,y C U,. Entonces, z € U, < z < x, por lo que
fRLfx) = fReUyyCU, < z€f ‘I(Uy), con lo cual concluimos lo que queriamos. [

Definicion 25. Sean X e Y dos conjuntos, Y preordenado. En el conjunto de aplicaciones entre X e Y
establecemos un preorden puntual: f < g: < f(x) < g(x) para todo x € X. Estd claro que se trata de
una relacion reflexiva y transitiva: en particular, generard una topologia en el conjunto de aplicaciones
entre dos conjuntos preordenados finitos que preservan el orden, o lo que es lo mismo, en el conjunto de
aplicaciones continuas entre dos espacios topolégicos finitos.

Ahora, trataremos los resultados bdsicos relacionados con la conexidad en espacios finitos.
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Definicion 26. Un espacio topolégico X es conexo si no es la unién disjunta de dos abiertos no vacios.
Equivalentemente, X es conexo si sus inicos subconjuntos «abiertos y cerrados a la vez» son @ y X.

Definicion 27. Sea X un espacio topolégico, un camino de x € X a y € X es una aplicacién continua
a: I =1[0,1] » Xtal que o(0) = x, a(1) = y. La relacién «estar conectado por un camino con» es de
equivalencia, con lo cual hablaremos de caminos entre puntos. Diremos que un espacio topolégico es
conexo por caminos si para cada par de puntos del mismo existe un camino entre ellos.

Definicion 28. Sea X un conjunto preordenado finito. Una cerca en X es una sucesion x, x, ..., X, de
puntos tales que cualesquiera dos consecutivos son comparables. Se dice que X es orden-conexo si para
cualesquiera dos puntos x, y € X existe una cerca empezando en x y terminando en y.

Observacion 29. A diferencia de una cadena, una cerca no tiene por qué estar totalmente ordenada.

Proposicion 30 (Barmak [2], proposicién 1.2.4). Sea X un espacio topoldgico finito. Las siguientes afirma-
ciones son equivalentes:

1. X es un espacio topolégico conexo.
2. X es un conjunto preordenado orden-conexo.

3. X es un espacio topolégico conexo por caminos.

2.3. Homotopia

Definicion 31. Decimos que una aplicacién continua f : X — Y entre dos espacios topolégicos es homé6-
topa a otra aplicacién continua g : X — Y si existe una aplicacién continua H: X X [0,1] — Y tal que
H(x,0) = f(x) para todo x € Xy H(x,1) = g(x) para todo x € X. Escribimos f ~ gy decimos que H es
una homotopia de f a g. La relacién «ser hométopa a» en el conjunto de aplicaciones continuas entre dos
espacios topoldgicos es de equivalencia, con lo cual podemos decir que f y g son homoétopas y que H es
una homotopia entre fy g.

Si dicha homotopia es tal que para un subespacio A C X'y para cada a € A se verifica H(a, t) = f(a) para
todo t € [0, 1], decimos que f y g son hométopas relativo a A y escribimos f ~ g (rel A).

Definicion 32. Diremos que dos espacios topolégicos X e Y son homotépicamente equivalentes o que
tienen el mismo tipo de homotopia si existen f: X - Y,g: Y - Xcontinuas y talesque go f ~ idxy
f o g ~idy. Escribimos X ~ Yy decimos que f (y g) es una equivalencia de homotopia. Decimos que X
es un espacio contractil, y escribimos X ~ x, si tiene el mismo tipo de homotopia que un punto.

Definicion 33. Sea X un espacio topoldgico y E C X un subespacio. Decimos que E es un retracto de X si
existe una aplicaciéon continuar: X — E tal que roi = idg (retracciéon), coni: E — X la inclusion. E serda
un retracto por deformacioén (fuerte) siior ~ idy (rel E).

Proposicion 34 (Ley exponencial). Sean X, Y espacios finitos. Existe una biyeccion natural entre el conjun-
to de homotopias YX*1®11 y el conjunto de caminos (YX)I%:

& YXX[O,I] (YX)[O,I]
H: Xx[0,1] Y &(H): [0,1] —— YX
(x,t) ——— H(x,1t) t— oX)(t): X ——— > Y

X > ®(H)(t)(x) :== H(x,t)

Corolario 35. Sean f,g: X — Y dos aplicaciones continuas entre espacios finitos. Serdn hométopas si, y
solo si, hayuna cerca f = fy < fi > f, < --- f,, = 9. Ademads, f y g serdn homoétopas relativoa A C X si, y
solo si, hayunacercaf = fy < fi> f, <---f, =g talque fi|4 = fla paratodo 0 <i < n.
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2.4. Propiedades de separacion
Definicion 36. Un espacio topolégico X se dice:

* que es Tj (0 un espacio de Kolmogorov) si para cualesquiera dos puntos distintos de X existe un
entorno de uno de ellos que no contiene al otro,

e que es T; (o un espacio de Fréchet) si cada punto de X es un cerrado,

e que es T, (o un espacio Hausdorff) si para cualesquiera dos puntos distintos de X existen entornos
de los mismos que son disjuntos entre ellos.

Se verifica que T, = T; = T,. Ademds, si un espacio finito (X, 7) es T;, su topologia es la discreta (7 = P(X)).
En efecto, cualquier subconjunto de X serd unién finita de cerrados (los puntos contenidos en dicho sub-
conjunto), entonces serd un cerrado y en consecuencia cualquier subconjunto de X serd complementario
de un cerrado y por tanto un abierto. Esto nos indica que cualquier espacio finito de Fréchet (o Hausdorff)
va a ser un espacio discreto, y por lo tanto poco interesante para nuestros prop9sitos. Asi, nos centraremos
en la propiedad T.

Proposicion 37. Un espacio topolégico finito X es T, si, y solo si, el preorden asociado al mismo es
antisimétrico (y por lo tanto X seria un conjunto parcialmente ordenado finito).

Demostracion. Para la implicacion directa sean x,y € X tales que x < y, y < x y supongamos que son
distintos. Entonces existe un entorno de uno de ellos (pongamos x) que no contiene al otro (y). De esta
manera, y € U, (pues U, es la interseccion de todos los entornos de x), lo cual contradice que y < x. Asf,
X = y y nuestro conjunto verifica la propiedad antisimétrica y es por tanto un conjunto parcialmente
ordenado.

Para la implicacion reciproca, sean x,y € X, x # y. Si x £ y, entonces x ¢ U, y encontramos un entorno
de y que no contiene a x. Si x < y, tenemos y £ x (si no, x = y por antisimetria y llegariamos a una
contradiccién), con lo cual y ¢ U, y encontramos un entorno de x que no contiene a y. En cualquier caso,
vemos que X es un espacio topolégico Tj. ]

Ademds, al hablar de invarianza homotépica, basta fijarnos tan solo en los espacios T o, equivalentemente,
en los posets finitos.

Proposicion 38 (Barmak [2], proposicién 1.3.1). Sea (X, T) un espacio topoldgico finito. Se verifica que es
homotopicamente equivalente a un espacio T,.

3. Complejos simpliciales finitos

3.1. Complejos simpliciales finitos
Seguidamente, desarrollaremos la teoria sobre complejos simpliciales necesaria para este articulo.

Definicion 39. Un complejo simplicial (abstracto) es una coleccién K de subconjuntos no vacios y finitos
de un conjunto V% (conjunto de vértices) de tal forma que:

* K es cerrado por subconjuntos: siax € Ky @ # 8 C «, entonces g € K.

* Todos los subconjuntos unitarios de V4 estdn en K.

Los elementos de K son los llamados simplices (abstractos). Un simplice se dice n-simplice (o simplice
de dimension n) si tiene n + 1 elementos. La dimensién de un complejo simplicial K, dim(K), sera el
supremo de las dimensiones de los simplices que lo forman. Si un complejo simplicial tiene dimension n,
diremos que es un n-complejo simplicial. Si X es finito, hablaremos de un complejo simplicial finito.
Sio,7 € Kyo C 7, diremos que o es una cara de 7. Si ademds ¢ # 7, la denominaremos cara propia.

Definicion 40. Sean vy, ...v,, € R™, decimos que son afinmente independientes si:

n
ov=0 ) t;=0=> ;=0Vi€{0,..,n}
0 i=0

™=

1
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Dado un conjunto {vy, ..., v,} de n + 1 puntos afinmente independientes, definimos el n-simplice geomé-
trico (o simplice geométrico de dimensién n) generado por los mismos como su envoltura convexa:

n n
[UO,...,Un]={Zti'Ui:Zti=l,tiZOVi=0,...,n}.
i=0 i=0

Las coordenadas baricéntricas de x = Zin:o t; - v; € vy, -, Uy, cON Zin:o t=1t>0Vi=0,..,n, serdn
(to, .-, t,)- El baricentro de [vy, ..., v,] serd el punto que tiene todas las coordenadas baricéntricas iguales,

es decir, b([vy, ..., U,]) = HLH nLH) El soporte de x serd sop(x) = {v; : t; # 0}.

Definicion 41. Sea K un complejo simplicial abstracto. Para cada simplice o € K, tomamos un simplice
geomeétrico de la misma dimensién || C R™. Definimos la realizacién geométrica de K como el espacio
topolégico resultante de considerar la siguiente topologia sobre el conjunto |K| := UaeK lo:
A C |K| abierto : < A N |o| abierto Vo € K.

Si K es un complejo simplicial finito, basta identificar las caras comunes de los simplices y considerar la
topologia euclidea relativa en R™.

3.2. Complejos simpliciales finitos y posets finitos

Descubriremos a continuacién que los posets finitos y los complejos simpliciales finitos estan estrecha-
mente relacionados.

Definicion 42. Dado K un complejo simplicial finito, definimos su poset de caras X' (K) como el poset
cuyos elementos son todos los simplices de K con la relacién de orden definida por la inclusién entre los
mismos: a < §: <= a C . La altura de X(K) serd igual a la dimensi6on de K.

Definicion 43. Dado X un poset finito, definimos su complejo de orden asociado, KX(X), como el complejo
simplicial que tiene como n-simplices las n-cadenas de X. Asi, « C 8 como simplices en K (X) si, y solo si,
a C § como cadenas en X. La dimension de K (X) serd igual a la altura de X.

Es sencillo ver que X y XX no son inversas una de otra, lo cual motiva las siguientes definiciones:

Definicion 44. Sea K un complejo simplicial finito. Definimos la subdivisién baricéntrica de K como
K' := K(X(K)). Se trata de un complejo simplicial cuyos vértices son los elementos de K'y cuyos elementos
son las cadenas del poset de caras de K.

Definicion 45. Sea X un poset finito. Definimos su subdivisién baricéntrica como X’ := X(%(X)). Se
trata de un poset cuyos elementos son las cadenas de X con la relacién de inclusién.

Observacion 46. La dimensién de la subdivisiéon baricéntrica de un complejo simplicial finito serd igual a
la dimension del complejo simplicial de partida. Andlogamente, la altura de un poset serd igual a la altura
de su subdivisién baricéntrica.

Observacion 47. Se verifica que |K| 2 |[K’| por el homeomorfismo sk : |K'| — |K| que lleva cada vértice de
la realizacién geométrica de K’ (es decir, cada simplice de K) en su baricentro y que se extiende linealmente
para los restantes puntos de |K’|:

Sk (Z ti - Gi) = >t sg(0) = D i - b(oy).
i=0 i=0 i=0

Ejemplo 48. La Figura 1 muestra la realizacién geométrica del complejo simplicial K, el diagrama de su
poset de caras X'(K) y la realizaciéon geométrica de su subdivisiéon baricéntrica I(X'(K)).

8 https://temat.es/


https://temat.es/

Sendén Blanco

v2 /'{vo,vl,vz} L
o{v0,v1} .{vm\va ofv1, 02} s Hv1,va}
N1, V2 }
e{vo} e{vi} e{wa} {ur}
" Kk X(K)

Figura 1: Complejo simplicial, poset de caras y subdivisién baricéntrica.

K = {{vg}, {vi}, {va}, {vg, vi} {vy, Lo} {vg, v}, {vg, U1, 2}
X(K) = {{vo}, {v1} {va}, {vg, 1} {v1, v} {vg, Lo} v, U1, L1
KX(K)) = {{{vo}}, {{vi}} {{vadh Hvo, vi}h {{r, va}} {{ve, va3}, {{ve, v1, 23 {vo} {vo, L1
{{vo}, {vo, V211 {{vi} {vo, L1l o} {r, v} H{vah {ve, L1 {{at {vr, 21, {vg, U1} {vg, V1, U},
{vo, v2} {vg, V1, L} {{or, L2} Vg, U1, L1 Hve), {o, L1, U1 {{rh {ve, L1, L (v}, {g, U1, U3,
{{vo}, {ve, U1} {vg, 1, L1}, {{ve}, {vo, L2}, {ve, L1, L1 v}, {vg, U1} {vg, U1, L1,
{vi} {1, Va1 {vg, vy, L1}, v} {ve, 2} {vg, L1, L3, {{va}, {1, Lo}, {vg, Uy, L1

3.3. Homotopia débil y aplicaciones de McCord

Introducimos antes de nada unas nociones bésicas de teoria de grupos que serdn importantes a lo largo
de esta seccién.

Definicion 49. Un grupo es un conjunto G con una operaciéon interna - : (g,h) € GXGw+— g-h € G
(producto) verificando:

* Asociatividad: (a-b)-c=a- (b-c)paratodo a,b,c € G.

 Existencia de elemento neutro: existe 1 € Gtalqueg-1=g=1-g paratodo g € G.

* Existencia de elemento simétrico: paratodo g € Gexisteg~! € Gtalqueg-g~'=1=g""1-g.
Definicion 50. Sea G un grupo y H C G un subconjunto. Decimos que H es un subgrupo de G si se trata

de un grupo con el producto inducido, es decir, si - |g4 g €s una operacion interna (h - h’ € H para todo
h, h' € H), asociativa (esto siempre se cumple), con neutro y con simétrico para cada elemento.

Definicion 51. Sean G, G’ gruposy ¢ : G — G’ una aplicacién entre ellos. Llamaremos a ¢ homomorfismo
de grupos si es compatible con el producto, es decir, si verifica (g - g') = ¢(9g) - ¢(g') paratodo g,9" € G.
Sera un isomorfismo de grupos si es un homomorfismo biyectivo. Asi, decimos que dos grupos Gy G’
son isomorfos, y escribimos G = G', si existe un isomorfismo de grupos entre ellos.

Ahora introduciremos unos elementos muy importantes en la topologia algebraica.

Definicion 52. Sea X un espacio topolégico, definimos el conjunto de las componentes conexas por
caminos de X: 7,(X) := X/ ~, con ~ la relacién de equivalencia «estar unido por un camino».

Definicion 53. Sea X un espacio topoldgico, x, € Xyn € N, n > 1. Consideramos el conjunto de

aplicaciones continuas del n-cubo I" en X tales que la imagen de la frontera 61" (puntos con alguna de
sus coordenadas igual a 1 o a 0) es x;:

E,(X, x,) = {f: " =[0,1]x ™ x[0,1] = X : f continua, f(0I") = x, }

Sobre este conjunto definimos la siguiente operacién interna:

f*g: n — X
_ ) f@h, . t), 0<t <3
(tyertn) = (f 59ty s ty) —{ g2t — 1., ty), 3 <t <1
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Ahora consideramos el conjunto cociente 7,,(X, x,) = F,(X, x,)/ ~ con ~ la relacién de equivalencia «ser
homaétopo relativo a d1"». En €l, definimos la operacion interna [f] o [g] := [f * g]. Con ella, 7,,(X, x,) es
un grupo denominado el n-ésimo grupo de homotopia de X.

Observacion 54. Puesto que I"/0I" =~ $", podemos ver los elementos de F,(X, x,) como aplicaciones
continuas de $" en X tales que la imagen de (0, =D 0,1) es Xo-

Proposicion 55. Sean X, Y espacios topolégicosy f: X — Y una aplicacion continua. Se verifica que, para
cadan > 1 ycada x, € X, la siguiente aplicacién es un homomorfismo de grupos al que denominaremos
homomorfismo inducido por f. Paran = 0 se trata simplemente de una aplicacion.

() (X X)) — (Y, f(x0))
[g] — m()(g]) = [f 9]

Proposicion 56. Sea f: X — Y una equivalencia de homotopia entre dos espacios topologicos. Tenemos
que induce isomorfismos entre todos los grupos de homotopia y que my(f) : my(X, x9) — mo(Y, f(x,)) es
una biyeccion para todo x, € X.

El reciproco de la proposicién anterior no se cumple: no toda aplicacién f que induce isomorfismos entre
los grupos de homotopia y tal que 7, (f) : 7y(X, x5) = 7, (Y, f(x,)) es una biyeccién para todo x, € X es
una equivalencia de homotopia; véase el ejemplo 1.4.3 en Algebraic topology of finite topological spaces
and applications [2]. Esto motiva la siguiente definicién.

Definicion 57. Sean X e Y espacios topolégicos. Decimos que una aplicacién continua f: X —» Y
es una equivalencia de homotopia débil si f induce isomorfismos entre los grupos de homotopia y
o(f) 1 me(X, x9) = (Y, f(xy)) es una biyeccién para todo x, € X. En este caso, diremos que X e Y tienen
el mismo tipo de homotopia débil y escribimos X ~,, Y.

Sin embargo, existen espacios topolégicos donde los términos de equivalencia de homotopia y equivalencia
de homotopia débil son equivalentes: los CW-complejos; véase el capitulo 0 en Algebraic topology [3].

Teorema 58 (Whitehead). Una equivalencia de homotopia débil entre CW-complejos es una equivalencia
de homotopia.

Corolario 59. Una aplicacion entre las realizaciones geométricas de dos complejos simpliciales es una
equivalencia de homotopia si, y solo si, es una equivalencia de homotopia débil.

Introduciremos ahora dos equivalencias de homotopia débil muy importantes para nosotros.

Definicion 60. Sea X un espacio topolégico finito, definimos la aplicacién X de McCord como:
px: | KX — X
X — min(sop(x))
Proposicion 61. La aplicacion & de McCord es una equivalencia de homotopia débil.
Definicion 62. Sea K un complejo simplicial finito, definimos la aplicacién X de McCord como

Mk = Hak) © Sk ¢ K| = X(K),

donde sk : |K'| — |K| es el homeomorfismo visto en la observacion 47.
Proposicion 63. La aplicacion XX de McCord es una equivalencia de homotopia débil.

Demostracion. Se trata de equivalencia de homotopia débil por ser composicién de una equivalencia de
homotopia débil con un homeomorfismo. n

4. Version de la conjetura para complejos simpliciales finitos

4.1. Colapsos y tipo de homotopia simple para complejos simpliciales finitos

Introduciremos ahora la nocién de colapso elemental para complejos simpliciales finitos, la cual fue
desarrollada principalmente por J.H.C Whitehead en «Simplicial Spaces, Nuclei and m-Groups» [8].
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N s

Figura 2: Un colapso elemental seguido de una expansion elemental.

Definicion 64. Sea K un complejo simplicial finito. Se dice que un simplice o € K es cara libre de 7 € K si
o es cara propia de 7 y no es cara propia de ningtin otro simplice de K.

Proposicion 65. Sea K un complejo simplicial finito y o € K una cara libre de T € K. Entonces, |K \ {o, 7}|
es un retracto por deformacioén fuerte de |K|. En particular, |K \ {o, t}| ~ |K].

Definicion 66. Sea K un complejo simplicial finito y ¢ € K una cara libre de 7 € K. Denominamos colapso
e
elemental al paso de Ka K\ {o, 7}, ylo denotamos K \ K \ {7, }. De la misma forma, llamamos expansién
e

elemental al paso de K \ {0, 7} a K, y lo indicamos por K \ {0, 7} /K. Podemos ver un ejemplo ilustrativo
en la Figura 2.

Definicion 67. Sean K y L complejos simpliciales finitos. Dec1mos que K colapsa a L, y escribimos K \( L,
si existe una sucesion de colapsos elementales K = K|, \ K, \. \ K, =L.

Andlogamente, decimos que L se expande a K, y escribimos L K, si existe una sucesién de expansiones
e e e
elementalesL=L, /L, /' -+ /'L, =K.

Definicion 68. Sea K un complejo simplicial finito. Decimos que K es colapsable si colapsa a un punto.
Lo denotaremos por K \ *.

Definicion 69. Sean K y L complejos simpliciales finitos. Decimos que K y L tienen el mismo tipo de

e e
homotopia simple si existe una sucesiéon K = K, K, ..., K,, = L de tal forma que K; \\K;,, oK; /K;,,
paracadai € {0,...,n — 1}. Lo denotaremos K A\ L.

Definicion 70. Sean K'y L complejos simpliciales finitos. Decimos que K se n-deforma a L si Ky L tienen el
mismo tipo de homotopia simple y ademads las expansiones y los colapsos llevados a cabo solo involucran
complejos de dimensién menor o igual que n.

Ya hemos visto que los colapsos elementales en complejos simpliciales finitos son retracciones por
deformacion fuerte en sus realizaciones geométricas. Asi, si dos complejos simpliciales finitos Ky L
tienen el mismo tipo de homotopia simple, |[K| y |L| tendrdn el mismo tipo de homotopia. Ademas, si
las realizaciones geométricas de dos complejos simpliciales de dimensién 1 tienen el mismo tipo de
homotopia, dichos complejos tendrdn también el mismo tipo de homotopia simple. Sin embargo, como
veremos en la siguiente seccién, esto no es cierto para todas las dimensiones.

Proposicion 71.  Sea K un 1-complejo simplicial finito. Se verifica:
K colapsable < |K| contrdctil.

Demostracion. La implicacién directa ya se ha visto.

Para la implicacién reciproca, si K es un complejo simplicial finito de dimensién 1, K tan solo tendra 0-
simplices (vértices) y 1-simplices (aristas). Una cara libre de K serd un vértice que forma parte de una tinica
arista. Veamos que si |K| es contréctil, entonces K tiene una cara libre. En efecto, supongamos que K no tiene
ninguna cara libre, entonces cada vértice de K forma parte por lo menos de dos aristas. Consecuentemente,
podemos construir un lazo en |[K| que no se puede deformar continuamente en un punto, lo cual es una
contradiccion con que |K| es contréctil. Asi, K tiene una cara libre que podemos colapsar, siendo el espacio
resultante también contrdctil, pues los colapsos son equivalencias de homotopia. Podemos entonces
repetir el proceso, y como estamos hablando de complejos simpliciales finitos, acabaremos colapsando
nuestro complejo a un punto. ]
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4.2. El sombrero bobo

Comenzamos esta seccién con un ejemplo de un complejo simplicial finito no colapsable.

Ejemplo 72. Consideremos el siguiente complejo simplicial finito (ver la figura 3):

%k =11,2,3,4,5,6,7,8},

K = {{1}, {2}, {3}, {4}, {5}, {6}, {7}, {8}, {1, 2}, {1, 3}, {1, 4}, {1, 5}, {1, 6}, {1, 7}, {1, 8}, {2, 3}, {2, 4},
{2,5},12, 71,12, 8},{3,4},{3,5}, {3, 6}, {3, 7}, {3, 8}, {4, 5}, {4, 6}, {4, 8}, {5, 6}, {6, 7}, {6, 8},
{7,8},1{1,2,4},{1,2,5},{1,2,8}{1,3,6},{1,3,7}, {1, 3,8}, {1,4,5},{1, 6, 7}, {2, 3, 4},

{2,3,5},{2,3,7},{2,7,8},{3,4,8},{3,5,6},{4,5,6},{4,6,8},{6,7, 8}}.

No es dificil comprobar que K no tiene ninguna cara libre: todos los 1-simplices (conjuntos con dos
elementos) del mismo forman parte de por lo menos dos 2-simplices (conjuntos con tres elementos). Asi,
K no es colapsable.

Sin embargo, la realizacién geométrica de este complejo simplicial finito es homeomorfa a un espacio
contréctil, y por lo tanto serd contréctil. Dicho espacio topolégico contrictil es el conocido como el
sombrero bobo (the dunce hat), y se trata del espacio cociente obtenido al identificar los lados de un
tridngulo de forma no coherente. Podemos pensar en él como un tridngulo de tela en el que pegamos dos
aristas formando un cono y luego pegamos la base del cono a una generatriz del mismo. El matemaético
britdnico Christopher Zeeman estudié muchas propiedades de este espacio en «On the dunce hat» [9].

De esta forma, vemos que las retracciones no siempre se traducen en colapsos (otro ejemplo puede ser
la casa de dos habitaciones de Bing). Sin embargo, se ha demostrado que el sombrero bobo se puede
expandir a un complejo simplicial que tiene a la 3-esfera como realizacién geométrica, siendo este tltimo
colapsable. Asi, el sombrero bobo no es colapsable, pero si 3-deformable a un punto. Los matemaéticos
estadounidenses James J. Andrews y Morton L. Curtis conjeturaron que esto ocurre para todo 2-complejo
simplicial.

Conjetura 73 (Andrews-Curtis, versiéon simplicial). Dado un complejo simplicial finito 2-dimensional K
tal que su realizacion geométrica |K| es contractil, entonces K es 3-deformable a un punto.

La version de esta conjetura para dimensiones superiores ya se ha probado.

Teorema 74 (Whitehead-Wall). Sean > 3 un niimero natural. Dado un complejo simplicial finito n-dimensional
K tal que su realizacion geométrica |K| es contréctil, entonces K es (n + 1)-deformable a un punto.

En consecuencia, todo 2-complejo simplicial finito con realizacién geométrica contréctil se puede 4-
deformar a un punto, pero que se pueda 3-deformar o no sigue siendo una pregunta abierta.

Figura 3: |K]|
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En la misma linea, Christoper Zeeman prob6 que el sombrero bobo D no es poliédricamente colapsable
(en el sentido descrito por él), pero que en cambio D X [0, 1] si, y también conjeturé que esto pasa para
todo 2-complejo simplicial finito.

Conjetura 75 (Zeeman). Dado un complejo simplicial finito 2-dimensional K tal que su realizacion geo-
métrica |K| es contrdctil, entonces |K| X [0, 1] es poliédricamente colapsable.

Puesto que los colapsos poliédricos implican la existencia de colapsos simpliciales, la conjetura de Zeeman
implica la conjetura de Andrews-Curtis. Ademas, la conjetura de Zeeman implica la famosa conjetura de
Poincaré, ahora teorema gracias a Grigori Perelman, matematico ruso que la demostré entre 2002 y 2003.
Este hito hizo a Perelman merecedor de la Medalla Fields en 2006 y del primer Premio del Milenio del
Instituto Clay, galardones que decliné por no querer fama y considerar que muchos otros matematicos
fueran responsables de este descubrimiento.

Teorema 76 (Poincaré). Cualquier variedad compacta de dimensién 3 simplemente conexa y sin borde es
homeomorfa a la 3-esfera.

Por este teorema, sabemos que la conjetura de Andrews-Curtis es cierta para un tipo especial de 2-complejos
simpliciales: aquellos embebidos en variedades de dimensién 3 (los llamados spines).

En la literatura se puede encontrar mucha informacién sobre estas y otras conjeturas.

5. Version de la conjetura para posets finitos y equivalencia

Hasta el momento, hemos visto una versién de la conjetura de Andrews-Curtis para complejos simpliciales,
asi como una relacién entre los complejos simpliciales y los posets, siendo estos tltimos los espacios
topolégicos que mejor sabemos manejar. Asi, el objetivo de esta seccién es presentar una version de la
conjetura de Andrews-Curtis para conjuntos parcialmente ordenados que seréd equivalente a la vista para
complejos simpliciales.

5.1. Colapsos y tipo de homotopia simple para posets finitos

Ya hemos introducido el concepto de tipo de homotopia simple para complejos simpliciales finitos y
vimos que si dos complejos simpliciales tienen el mismo tipo de homotopia simple, sus realizaciones
geométricas tienen el mismo tipo de homotopia, o equivalentemente, el mismo tipo de homotopia débil.
Proseguiremos ahora buscando un andlogo a cara libre en posets finitos.

Definicion 77. Sea X un espacio topoldgico finito Tj,.

* x € X es un down-beat point débil si U, = {z € X: z < x} es contractil.
* X € X es un up-beat point débil si F, = {z € X: z > x} es contractil.
e x € X es un beat point débil si es un up-beat point débil o un down-beat point débil.

Proposicion 78. Sea X un espacio topoldgico finito T, y x € X un beat point débil. Entonces la inclusién
i: X\ {x} » X es una equivalencia de homotopia débil.

Definicion 79. Sea X un poset finito y x € X un beat point débil. Definimos colapso elemental al paso

de X a X \ {x}. Entonces decimos que X colapsa elementalmente a X \ {x}, y escribimos X \e‘ X\ {x}. De
la misma forma, llamamos expansién elemental al paso de X \ {x} a X, decimos que X \ {x} se expande

elementalmente a X, y escribimos X \ {x} ;‘ X.

Definicion 80. Sean X e Y posets finitos. Decimos que X colapsa a Y si existe una sucesion de colapsos

e e e
elementales tales que X = X; \\ X; \\ --- \\ X,, = Y. En esta situacién también podemos decir que Y se
expande a X. Escribimos X \\ Yo Y / X.

Definicion 81. Sean X e Y posets finitos. Decimos que X se deforma en Y si existe una sucesién de posets
e e

X =X, X,,..,X, = Ytales que, paracadai € {0,..,n— 1}, X; \ X;;; 0X; / X;,,. Escribimos X /\| Y,y

la llamaremos n-deformacion si los posets implicados tienen como méximo altura .
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Observacion 82. Las deformaciones son equivalencias de homotopia débil por la proposicién 78.

Proposicion 83. Sean X e Y espacios topoldgicos finitos T,. Se verifica que X e Y tienen el mismo tipo de
homotopia débil si, y solo si, las realizaciones geomeétricas de sus complejos simpliciales asociados tienen
el mismo tipo de homotopia.

Andlogamente, sean K y L complejos simpliciales finitos. Se verifica que sus realizaciones geométricas
tienen el mismo tipo de homotopia si, y solo si, los posets asociados a los complejos simpliciales de partida
tienen el mismo tipo de homotopia débil.

Demostracion. Como la aplicacién K de McCord es una equivalencia de homotopia débil (véase la pro-
posicién 61), X e Y tendran, respectivamente, el mismo tipo de homotopia débil que las realizaciones
geométricas de sus complejos simpliciales asociados. Asi, que X e Y tengan el mismo tipo de homotopia
débil equivale a que |K(X)| y |X(Y)| tengan el mismo tipo de homotopia débil, es decir, el mismo tipo de
homotopia por el corolario 59.

De forma similar, como la aplicacién X de McCord es una equivalencia de homotopia débil (por la
proposicién 63), |K| y |L| tendrdn, respectivamente, el mismo tipo de homotopia débil que los posets
asociados a los complejos simpliciales de partida. Que |K| y |L| tengan el mismo tipo de homotopia equivale
a que tengan el mismo tipo de homotopia débil por el corolario 59, con lo cual también equivale a que
X(K) y X(L) sean débilmente homot6picamente equivalentes. n

Después de ver esta proposicion, la intuicién nos dice que el candidato perfecto para la versién en espacios
finitos de la conjetura de Andrews-Curtis es la siguiente:

Conjetura 84 (Andrews-Curtis, version para posets). Sea X un espacio topoldgico finito T, de altura 2. Si
X es débilmente homotopicamente equivalente a un punto, entonces X se 3-deforma a un punto.

5.2. Relacion entre las conjeturas

Acabamos de enunciar una versioén de la conjetura de Andrews-Curtis para espacios finitos (la conjetura 84),
y queremos probar que es efectivamente una versiéon de la conjetura de Andrews-Curtis, es decir, que es
equivalente a la conjetura 73. Con lo que sabemos, podemos demostrar la equivalencia entre las hipoétesis,
pero para demostrar la equivalencia entre las tesis nos hace falta el siguiente resultado clave, que debemos
a los matematicos argentinos Jonathan Barmak y Gabriel Minian.

Teorema 85 (Barmak [2], teorema 4.2.11). Sean X e Y dos posets finitos. Si X colapsa a Y, entonces el
complejo de orden X(X) colapsa a X(Y). Ademas, X e Y tienen el mismo tipo de homotopia simple si, y
solo si, X(X) y X(Y) tienen el mismo tipo de homotopia simple.

De manera andloga, sean K y L dos complejos simpliciales finitos. Si K colapsa a L, entonces el poset de
caras X(K) colapsa a X(L). Ademds, K y L tienen el mismo tipo de homotopia simple si, y solo si, X(K) y
X (L) tienen el mismo tipo de homotopia simple.

X~Y X(K) =~ X(L)
XNY=——=X,Y X(K) A\ X(L) == X(K) =, X(L)
II II
| KO 24 [K(Y)) K| > |L]
II
KX) /N KY) == |KX)| = |K(Y)] KN\ L=——= K| = L]

Figura 4: Este diagrama, extraido de Algebraic topology of finite topological spaces and applications [2],
ilustra la situacién en la que nos encontramos en este momento.
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Observacion 86. Como la dimension del complejo K(X) es igual a la altura del poset X y la altura del poset
X(K) es igual a la dimensién del complejo K, las n-deformaciones entre espacios topolégicos finitos T,
son equivalentes a n-deformaciones entre sus complejos de orden asociados, y las n-deformaciones entre
complejos simpliciales finitos son equivalentes a n-deformaciones entre sus posets de caras asociados.

Asi, ya tenemos todos los ingredientes para probar la equivalencia entre las conjeturas.
Teorema 87. Las siguientes conjeturas son equivalentes:

1. (Conjetura 73) Dado un complejo simplicial finito 2-dimensional K tal que su realizacion geométrica
|K| es contrdctil, entonces K es 3-deformable a un punto.

2. (Conjetura 84) Sea X un espacio topoldgico finito T, de altura 2. Si X es débilmente homotopicamente
equivalente a un punto, entonces X se 3-deforma a un punto.

Demostracion. Demostramos que la conjetura 73 implica la conjetura 84. Sea X en las hipétesis de la
segunda conjetura, y consideremos X (X) el complejo simplicial asociado, que sera finito, de dimension 2
y con realizacién geométrica contréctil por la proposicién 83. Asi, K(X) estd en las hipétesis de la primera
conjetura, que dice que X (X) es 3-deformable a un punto. En consecuencia, por el teorema y observacién
anteriores, podemos concluir que X se 3-deforma a un punto.

Probamos ahora que la conjetura 84 implica la conjetura 73. Sea K en las hip6tesis de la primera conjetura,
y consideremos X(K) el poset asociado, que sera finito, de altura 2 y débilmente homotépicamente
equivalente a un punto por la proposicién 83. De esta forma, X'(K) estd en las hipédtesis de la segunda
conjetura, que dice que X'(K) es 3-deformable a un punto. En consecuencia, por el teorema y observacién
anteriores, podemos concluir que K se 3-deforma a un punto. n

6. Conclusion

Vale la pena decir que el anélisis hecho para complejos simpliciales se puede extender para un tipo especial
de espacios topolégicos, los CW-complejos, los cuales ya hemos mencionado. Con esta generalizacion,
puede establecerse la equivalencia entre las dos conjeturas topoldgicas y la algebraica de una forma
similar a la que mostramos en este articulo: se busca una forma de relacionar cada CW-complejo con un
grupo dado por una presentacién y viceversa, y se establecen equivalencias entre las transformaciones de
Andrews-Curtis y los colapsos y expansiones elementales. De la misma forma, a cada grupo dado por una
presentacion le podemos asociar un poset y viceversa, y relacionar las operaciones realizadas entre ambos.

Ademads, cualquiera de las versiones de la conjetura mencionadas en el trabajo se presta a un tratamiento
informaético de la misma, destacando softwares ya utilizados en algunos trabajos como GAP, SageMath,
Macaulay...

Como ya hemos dicho, en la actualidad se sabe que la conjetura es cierta para dimensiones mayores que
2, y para dimension 2 se conoce la validez de la misma en algunos casos particulares. Sin embargo, se
piensa que la conjetura es falsa en general, existiendo numerosos contraejemplos potenciales; véase «The
Andrews-Curtis conjecture and its generalizations» [4]:

(a,b,c|c 'bc=b?*alca=c?b lab = a?
(a,b | ba?b™! = a3, ab’a™! = b%)
{(a,b | aba = bab, a* = b°)

Ademaés, la coincidencia en el tipo de homotopia de las realizaciones geométricas no siempre implica la
coincidencia en el tipo de homotopia simple de los complejos simpliciales asociados, pues existe una
obstruccién llamada grupo de Whitehead del complejo.

Con la cantidad de enfoques distintos con los que cuenta la conjetura en distintos &mbitos de las Matemati-
cas, nuestras opciones a la hora de probar o desmentir esta suposicién se multiplican. Si a esto le sumamos
la gran herramienta que constituye la informética y la capacidad computacional con la que contamos hoy
en dia, podemos confiar en que en un futuro pr6ximo daremos con la respuesta a la conjetura.
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