Esfera homologica de Poincaré
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Universidad de Santiago de Compostela ejemplo natural de una variedad homolégica que no es una variedad topoldgica.
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que emplean un dodecaedro. No obstante, nosotros enfocaremos su estudio desde

un punto de vista més algebraico.

Abstract: From the Poincaré homology sphere it is possible to obtain a natural
example of a homology manifold that is not a topological manifold. In general, the
Poincaré homology sphere is constructed using geometric arguments related with
the dodecahedron. However, we will show another construction using an algebraic
point of view.

Palabras clave: Homologia, variedad homoldgica, dualidad de Poincaré, esfera de
Poincaré, topologia algebraica.

MSC2020: 57-00.

Recibido: 22 de julio de 2022.
Aceptado: 5 de marzo de 2023.

Agradecimientos: Quiero agradecer a mis tutores Jests Alvarez Lopez y David Mosquera Lois la ayuda prestada
en este proyecto, el cual fue realizado durante el disfrute de una beca de colaboracién con el departamento
de matemadticas de la Universidad de Santiago de Compostela.

Referencia: MajaDAS-MOURE, Alejandro O. «Esfera homoldgica de Poincaré». En: TEMat, 7 (2023), pags. 41-50.
ISSN: 2530-9633. URL: https://temat.es/articulo/2023-p41.

@@ Este trabajo se distribuye bajo una licencia Creative Commons Reconocimiento 4.0 Internacional
https://creativecommons.org/licenses/by/4.0/


https://temat.es/articulo/2023-p41
https://creativecommons.org/licenses/by/4.0/

Esfera homolégica de Poincaré

1. Introduccién

En un principio, cuando Henri Poincaré formulé la famosa conjetura que lleva su nombre, propuso que
la 3-esfera estdndar era la la tinica 3-esfera homolégica (es decir, un espacio con los mismos grupos de
homologia que una esfera S%). Sin embargo, este resultado era falso, tal y como demostré mas tarde el
propio matematico francés introduciendo precisamente la esfera homolégica de Poincaré. Esta consiste
en una 3-esfera homolégica de grupo fundamental no trivial. Ademads, tal y como nos centraremos en este
articulo, la suspensién de dicha esfera proporciona un ejemplo de una variedad homolégica que no es
variedad topolégica.

En este articulo, abordaremos el estudio de la esfera de Poincaré desde un punto de vista algebraico,
aunque el enfoque mds habitual es de caracter geométrico y se realiza a partir de un dodecaedro [5].

Para comprender los desarrollos que efectuaremos a continuacién, resulta preciso conocer algunas nocio-
nes bésicas de topologia. Asimismo, todas las cuestiones que introduciremos en las paginas siguientes
relativas a la homologia se pueden consultar con detalle en el libro Elements of algebraic topology [7].

2. Homologia

En esta seccion presentaremos la homologia singular. Como toda homologia, se contruye a partir de unos
modulos de cadenas (aunque se puede generalizar a un anillo cualquiera, nosotros los consideraremos
siempre definidos sobre Z) y un operador borde.

Comenzaremos por introducir la nocién de simplice geométrico.

Definicion 1. Sea {a,, a;, ..., a,} € R™ una coleccién de puntos. Diremos que son afinmente indepen-
dientes si para todo conjunto de nimeros reales {t;}}-, satisfaciendo

ti=0

n
=0

n
Z t,-ai =0 y
i=0

1

se verifica que t; = 0 paratodoi=0,1,...,n.

Definicion 2. Sean {a,, a,, ..., a,,} C R™ puntos afinmente independientes. Definimos el n-simplice ¢
generado por {a, a,, ..., @,,} como:

n n
[ao,al,...,an] ={Ztiai | ti 20, Zti: ].}
i=0 i=0

En tal caso, diremos que los puntos a,, a;, ..., a, son los vértices de o y que n es su dimensién.

Definicion 3. Dado un simplice [ay, a;, ..., a,], diremos que sus caras son los simplices generados por
subconjuntos de vértices de {a,, a,, ..., a,}.

En relacién con el concepto de simplice se encuentra la orientacién del mismo. Esta constituye la base
de la teoria homoldgica simplicial, y es necesaria para comprender las hipétesis en que enunciaremos la
dualidad de Poincaré.

Definicion 4. Dado un n-simplice, podemos fijar un orden de sus vértices. Dos 6rdenes serdn equivalentes
si uno de ellos resulta de aplicar un nimero par de trasposiciones al otro. De este modo, sin > 0, los posibles
6rdenes del simplice se agrupan en dos clases de equivalencia, a las que llamaremos orientaciones. Un
simplice se dird orientado si se le ha asignado una de las posibles orientaciones. Denotaremos de nuevo
por [ay, ay, ..., ap] la clase dada por la orientacion aqy < a, < -+ < a, del simplice a,q, ... ap.
Definicion 5. Un complejo simplicial finito K es una coleccién finita y no vacia de simplices de R™
verificando:

¢ Si o estd en K, entonces todas sus caras también lo estdn.

* Si oy f son simplices de K, entonces o N § es una cara de ambos o bien es el vacio.
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Figura 1: Complejo W.

Se denotard por |K| al espacio subyacente considerado como subespacio de R™.

Ejemplo 6. Un posible ejemplo de complejo simplicial podria ser el siguiente. Consideremos W como el
complejo simplicial formado por las caras

{[Uo]r [v1], [v2], [Vs], [v4], [s], [, [v7], [vg, L1, [vo, L2, [Ve, V3], [V, v3], [, V2], [L2, Us],
[Vg, U1, V2], [y, Uy, U3, [y, U2, Us], [y, Vs, U5], [V, Us], [z, U7], [V, 7],
[U3’ 04]’ [03’ 05]’ [04’ US]}
que vemos en la figura 1. Se puede comprobar en efecto que se trata de un complejo simplicial.
Definicion 7. Un espacio topoldgico X se dird triangulado si existe un homeomorfismo entre X y un
complejo simplicial |K]|.
Introduzcamos ahora el concepto de simplice singular, en base al cual se formula la teoria homolégica

singular.

Definicion 8. Sea A, un p-simplice (que en nuestro caso se considerara contenido en R?) con vértices
0,0,...,0),(1,0,...,0),..,(0,..,0,1) (nétese que denotamos a este simplice por 4 en lugar de por o ya
que, debido a sus vértices, es un simplice muy particular). Si X es un espacio topoldgico, se define un
p-simplice singular como una aplicacion continua T de 4, en X.

A partir de los p-simplices singulares se definen las p-cadenas.

Definicion 9. Se definen las p-cadenas singulares del espacio X, denotadas por S,(X), como el grupo
abeliano libre! generado por los p-simplices singulares de X.

Definicion 10. Sea T un simplice singular. Denotemos por [(g, ..., é;, ..., €5) €l homeomorfismo lineal
que lleva 4,_, en la cara de 4, opuesta al vértice con un 1 en la posicion i-ésima. Entonces se define
T o l(€g, woe ) iy e ep) como la i-ésima cara de T.

Definicion 11.  Definimos el operador borde entre S,(X) y S,_;(X) como el tinico homomorfismo de grupos
que lleva cada p-simplice singular T de X en

14
9,T = Z(_l)lT 0 1€y wvv s €y s Ep)-
i=0

1Se puede consultar el libro Algebrae [6, Seccién 7] para mayor precisién.
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Observacion 12. Se tiene que d o d = 0 (véase el teorema 29.1 en Elements of algebraic topology [7]). En
consecuencia, podemos definir los grupos de homologia como

Observacion 13.  Llamaremos p-ciclos (o ciclos) a los elementos de ker J, y p-bordes (o bordes) a los de
imod
p+1-

Ejemplo 14. Sea g un punto. Entonces se tiene que Hp(q) = 0si p > 0y Hy(q) = Z.
Ejemplo 15. Si un espacio topolégico X es simplemente conexo, entonces Hy(X) = Z.

Demostracion. Cualquier aplicacién f: 4, — X es, por definicién, un 0-ciclo. Ahora bien, dadas dos
aplicaciones fy g de 4, en X definidas por f(0) = a € Xy g(0) = b € X, se tiene que ambas aplicaciones
son homologas, pues f — g es la imagen por el operador borde del camino (1-simplice) que lleva b en a.
En consecuencia, Hy(X) = Z. n

La homologia singular no es la tinica que se puede definir a partir de las cadenas singulares. La homologia
singular reducida es una homologia que guarda una estrecha relacién con la homologia singular.

Definicion 16. Sea X un espacio topolégico. Definamos el complejo de cadenas aumentado como el

complejo
4 3 3 4 €
=S =Sy = =2 S~ 72,

donde €: Sy(X) — Z se define como el tinico homomorfismo de grupos que lleva cada simplice singular
enlycy.

Observacion 17. Se tiene que € 0 9; = 0.
La homologia resultante de este complejo se denomina homologia singular reducida y se denota por H(X).

Lema18. Se tiene que
Hy(X) ® Z = Hy(X).

Demostracion. La manera més sencilla de demostrar este resultado consiste en escindir la sucesién exacta
€
0> kere > S, - Z -0

con una seccion j: Z — S, de €. Asi,
Sy =kere ® j(Z)

y, en consecuencia,
Hy(X) =~ Hy(X) & Z. "

2.1. Resultados notables en homologia

Los grupos de homologia satisfacen gran cantidad de propiedades, muchas de las cuales se obtienen con
razonamientos de dlgebra homolégica. En esta subseccién presentaremos algunos de los resultados que
pueden ser de gran utilidad.

Lema 19 (Rotman [9], lema 5.5). Dada una sucesion exacta corta de complejos de cadenas
0-C->C->C"-0,
ésta induce una sucesioén exacta larga en los grupos de homologia:
= Hp(C') = Hp(C) = Hp(C") = Hp_y(C') = -
Asimismo, la demostracién del teorema siguiente aparece en el libro Elements of Algebraic Topology (7,

teorema 7.1].

Teorema 20. Sea X un espacio topolégico. Entonces Hy(X) se corresponde con una suma directa de tantas
copias de'Z. como componentes conexas por caminos tenga X.
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2.2. Relacionando invariantes

En topologia algebraica existen ciertos resultados fundamentales que permiten relacionar la homotopia,
la homologia y la cohomologia. Entre ellos se encuentran el teorema de Hurewitz y la dualidad de Poin-
caré. Antes de presentarlos, definiremos brevemente el concepto de grupo de homotopia y la nocién de
cohomologia.

Definicion 21. Dado un espacio X conexo por caminos y n un natural, se definen los grupos de homotopia
7,(X, xy) como las clases por homotopia de las aplicaciones continuas de D" (el disco en R") en X que
llevan S"~! en x, € X. La operacion ser4 la concatenacion de estas aplicaciones. Se puede comprobar que,
en efecto, esto tiene estructura de grupo [4, seccién 4.1].

Teorema 22 (Munkres (7], lema 30.6). La homologia es un invariante homotépico. En particular, también
es invariante por homeomorfismos.

Para el siguiente corolario existe un enunciado general que trata los n-ésimos grupos de homotopia, pero
en este articulo nos basta con esta formulacién.

Corolario 23 (Rotman [9], teorema 4.29). Un espacio homdtopo a un punto tiene homologia reducida
nula.

El siguiente es un resultado clasico, cuya demostracién se puede encontrar en Algebraic topology [4,
teorema 4.32].

Teorema 24 (Hurewicz). EI primer grupo de homologia de un espacio X resulta ser el abelianizado de su
primer grupo de homotopia.

De un modo andlogo a como definiamos la homologia, podemos definir la cohomologia. Ahora trabajare-
mos con un complejo de cocadenas, donde las cocadenas se definen como el espacio dual de las cadenas
singulares. Asimismo, tendremos un operador coborde que se correspondera con la aplicacién dual del
operador borde de las cadenas singulares.

Definicion 25. Se define el i-ésimo médulo de cocadenas de un espacio X como
Si(X) = Hom(Si(X), Z),
donde Hom(S;(X), Z) denota al médulo de homomorfismos de grupos de S;(X) en Z.

Definicion 26. Se define el operador coborde 67 : SP — SP*! como la aplicacién dual del operador borde

Op+1: Sp+1 — Sp. En consecuencia, § o § = 0.

Definicion 27. Como §2 = 0, al igual que haciamos en el caso de homologia, podemos definir los médulos
de cohomologia de un espacio X como

- ker &'
Hl(X) = m-

Ejemplo 28. Al igual que en el caso de la homologia, H(X) se corresponde con una suma directa de
tantas copias de Z como componentes conexas tenga X.

Como ya hemos dicho, la manera de relacionar la homologia con la cohomologia es mediante la dualidad de
Poincaré. Sin embargo, este resultado no estd enunciado para toda clase de espacios topolégicos. Aunque
existen otras formulaciones, nosotros enunciaremos la dualidad en términos de variedades homoldgicas
(véase el teorema 65.1 de Munkres [7]), para lo cual necesitamos introducir primero este concepto.

Definicion 29. Sea (X, A) un par de espacios topoldgicos, con A C X. Se define

Sp(X)

Sp(XvA) = m;
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donde S,(X) denota las p-cadenas singulares de X. Notese que el operador borde induce la siguiente
aplicacion:
9p 1 Sp(X,A) = Sp_1(X, A).

Definicion 30. Igual que antes, podemos definir los grupos de homologia relativa como

ker 6p

H,)(X,A) = - .
p(XA) im 9,4,

Definicion 31. Un espacio topolégico X se dird que es una n-variedad homolégica si para todo x € X se
tiene que
H,XX-x)=2Z y H)XX-x)=0 sip # n.

La condicién anterior se puede simplificar con el siguiente lema, el cual se puede consultar en Munkres [7,

Lema 35.1].

Lema 32. Sea W un entorno de x en X. Entonces,
Hy(X, X — x) = Hy(W, W — x).

Definicion 33. Sea X una n-variedad homolégica compacta y triangulable. Diremos que X es orientable
si resulta posible orientar los n-simplices g; de X de modo que el borde de su suma sea 0.

La demostracion del siguiente resultado puede consultarse en Elements of algebraic topology [7, teorema
65.1].

Teorema 34 (Dualidad de Poincaré). Sea X una n-variedad homolégica compacta y triangulable. Si X es
orientable, entonces, para todo p, existe un isomorfismo entre HP(X) y H,_,(X).

3. Acciones topologicas

En esta seccion introducimos brevemente las acciones topolégicas, asi como algunas de sus propiedades.
Gran parte de los resultados que mencionamos se pueden consultar en Eléments de mathématique.
Topologie algébrique. Chapitres 1 a 4 [2].

Definicion 35. Sea G un grupo denotado multiplicativamente y dotado de una topologia. Se dird que G es
un grupo topolégico si:

e La multiplicacion m: G X G — G, dada por (g, h) — gh, es continua.

 Lainversiéni: G — G que lleva un elemento g en su inverso g~! es continua.

Definicion 36. Sea G un grupo topolégico y sea X un espacio topolégico. Una accién por la izquierda de
G sobre X es una aplicacién continua

A:GxX—->X, con (g,x)—g-x
que verifica:

e 1-x = xparatodo x de X.

e g-(h-x)=(g-h)-xparatodo x de Xy todos g, h de G.
Definicion 37. Sea G un grupo topoldgico, X un espacio topoldgicoy1: G xX — X una acciéon de G sobre
X. Diremos que 4 es una accion libre si dados g € Gy x € X tales que g - x = x entonces se tiene g = 1.

Por su parte, se dird que la accién 4 es transitiva si dados dos elementos cualesquiera x, y € X, existe un
elementog € Gtalquey =g - x.

46 https://temat.es/


https://temat.es/

Majadas-Moure

Entre las acciones topoldégicas, hay algunas que gozan de muy buenas propiedades. Estas son las acciones
propiamente discontinuas, que definimos a continuacién.

Definicion 38. Sea G un grupo topolégico discreto y X un espacio topolégico. Se dird que la accién
1: GXX — Xes propiamente discontinua si dados x, y € X'y entornos de los mismos V; y Vj, el conjunto

{geGl(g-v)nY, #a}
es finito.

Observacion 39. En particular, si G es un grupo finito, cualquier accién de G sobre X serd propiamente
discontinua.

El siguiente teorema es consecuencia del hecho de que, con condiciones de conexién suficientes, una
accion libre y propiamente discontinua define un revestimiento de Galois.

Teorema 40 (Rotman [9], teorema 10.27). Sea X un espacio topoldgico conexo por caminos y G un grupo
finito que actiia sobre X mediante una accion libre y propiamente discontinua. Sea B el cociente de X por
la accion de G y denotemos por p : X — B la aplicacién cociente. Entonces, G se realiza como grupo de
automorfismos de X sobre B y:

71 (B, by)

p(m (X, X))

Teorema 41 (Boothby [1], teorema 8.3). El cociente de una variedad diferenciable por una accién libre y
propiamente discontinua de grupo discreto admite una estructura de variedad diferenciable.

G = Aut(X, p) =

4. Esfera de Poincaré

En esta seccidn presentaremos y estudiaremos la esfera de Poincaré. Nos centraremos en demostrar
que su supension es una variedad homolégica que no es variedad topolégica. Para ello, recordemos
que una variedad topolégica de dimensién m es un espacio topolégico X que es Hausdorff y localmente
homeomorfo a R™. El resultado siguiente es un resultado esencial cuya demostracién es un corolario
inmediato del teorema de van Kampen (véase el capitulo 3 de Spanier [10]) teniendo en cuenta que las
esferas de dimensién mayor o igual que 2 son simplemente conexas (lo cual se deduce también del teorema
de Van Kampen).

Lema 42 (Doan [3]). EI espacio topologico resultante de quitar una cantidad finita de puntos a una
variedad topologica de dimensién mayor o igual que tres tiene el mismo grupo fundamental que Ia
variedad original.

Definicion 43. Definimos el espacio de los cuaternios como
H={x+yi+zj+wh|xyzweR}~R4

con el producto determinado por i = j2 = k> = —1, ij = k, jk = i y ki = j. Asimismo, el conjugado de un
punto q = x + yi + gj + wk serd q = x — yi — zj — wk. Por su parte, la norma de q seré la raiz cuadrada del
producto de q por su conjugado.

Se puede comprobar que los cuaternios con el producto tienen una estructura de grupo no conmutativo.
Ademids, si restringimos el homeomorfismo lineal canénico entre R* y H a S®, se puede comprobar que
obtenemos un homeomorfismo entre la esfera y los cuaternios unitarios.

Definicion 44. Definimos I* como el subgrupo de los cuaternios unitarios, formado por los elementos:

* 16 cuaternios de la forma £1/2 +i/2 + j/2 + k/2 (con a * b nos referimos a los elementos a + by
a—>b).

* 8 cuaternios de la forma +0 + 0i + 0j + k con todas las permutaciones de los coeficientes.

1445

2 -

* 96 cuaternios tomando las permutaciones pares de +1 + ¢i + ¢~1j + 0k, con ¢ =
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Se puede comprobar que I* es un grupo (finito por definicién). Este grupo es el grupo icosaédrico binario.
Ademds, I* define la siguiente accion libre y propiamente discontinua sobre la esfera S°:

I'xS -8 (qp)~q-p.

En consecuencia, el espacio B := S3/I* admitird una estructura de variedad diferenciable en virtud del
teorema 41, y en consecuencia serd triangulable por el teorema 4.1 en Thomassen [11]. Ademds, serd
orientable debido a que la accién de I* conserva la orientaciéon. Esta variedad B recibe el nombre de esfera
homolégica de Poincaré.

4.1. Grupos de homologia de B

Calculemos ahora los grupos de homologia del espacio B. Como B es una variedad de dimensién 3, los
H,, con n > 3 seran triviales [8, Secci6n 3.2]. Ademds, como B es conexo (imagen de un conexo por una
aplicacién continua), se tendrd que Hy(B) = Z. Debido también a la conexion y orientabilidad, resultara
aplicando la dualidad de Poincaré 34 que Hy(B) = Z (pues al ser B conexo, H°(B) = Z por el teorema 42.1
en Munkres [7]).

e Cdlculo de H,: Tenemos que

7Ty (Br bO)
P.(71(S3, xo))

donde la dltima igualdad se desprende del hecho de que las esferas de dimensién superior a uno
sean simplemente conexas. Asf,

Aut(S3, p) 2 I* = 7,(B, by),

m(B, by) = I*,
y, como el conmutador de I* es él mismo (véase la seccion 3 en el capitulo 1 de Lang [6]), resulta que
H,(B) = Ab(m(B, by)) = 0.

Como consecuencia de que el grupo fundamental de B no sea nulo, se tendrd que B no puede ser
homeomorfa a la esfera S3.

e Cdlculo de H,: Si aplicamos la dualidad de Poincaré 34, resulta que H,(B) =~ H'(B). Ahora bien, por
otro lado obtenemos, usando el corolario 3.3 en Hatcher [4]:

H,(B) ~ H'(B) ~ H,(B) = 0.

4.2. Suspension de la Esfera de Poincaré

Como ya avanzdbamos al comienzo del articulo, al realizar la suspensién de B obtendremos una variedad
homolégica que no es variedad topolégica. Para demostrar que se trata de una variedad homolégica
emplearemos los resultados obtenidos en la subseccién 4.1, en tanto que el hecho de que X/(B) no sea una
variedad topolégica serd, en particular, una consecuencia del lema 42.

Definicion 45. Definimos la suspensién de un espacio X, denotada por X'(X) como el espacio cociente
obtenido al identificar, por un lado, los puntos (x, —1) ~ (y, —1), y, por otro, los puntos (x, 1) ~ (y, 1) del
espacio X x [—1,1].

Teorema 46. La suspension de la esfera de Poincaré, a la cual denotaremos por X/(B), no es una variedad
topologica (de dimension cuatro).

Demostracion. Si X(B) fuese una variedad topoldgica, entonces, por el lema 42, el grupo fundamental de
X(B) coincidiria con el de X(B) — {N, S}, donde Ny S denotan respectivamente los polos norte y sur de
la suspension. Ahora bien, X'(B) — {N, S} es homotépicamente equivalente a la base de la suspension, es
decir, a B, con lo que

7(E(B)) = m(E(B) - (N, S}) = my(B) 2 I' 0.

Sin embargo, esto supone una contradiccion ya que, si B es conexo, al ser B variedad, entonces es también
conexo por caminos y, en consecuencia, su suspension tiene grupo fundamental nulo. [
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Figura 2: Suspension.

Teorema 47. Se tiene que X)(B) es una variedad homolégica.

Demostracion. Estudiemos los grupos H(X'(B), 2(B) — x), con x € X'(B). Debido a la invarianza homot6-
pica de la homologia, teorema 22, podemos asumir que x es el polo norte de la suspensiéon. Asimismo,
consideramos un entorno U de x en el cono superior de la suspensién tal y como muestra la figura 2.
Estudiemos entonces los grupos H(U, U — x). Tenemos la sucesién exacta corta

0->SWU-x)—-SWU)—- S(U,U-x)— 0.
Como U es un cono y U — x es hométopo a B, obtenemos que
Hp(U,U — x) = Hy(U,U — x) = Hy_;(U — x) = H,_,(B)
para todo p > 0. Asi pues,
H,(U,U-x)=0;, H,(UU-x)=0; Hy(UU-x)=0;, Hy(UU-x)xZ.

Ademés, Hy(U, U — x) = 0 trivialmente. Asimismo, los demés grupos (para n > 4) serdn triviales debido a
que la dimension de B es 3. u

5. Conclusiones

En este articulo hemos visto que la esfera estdndar S° no es la tinica 3-esfera en homologia, sino que
existe también la esfera homoldgica de Poincaré, una 3-esfera de grupo fundamental no trivial. Ademés, la
suspension de esta variedad homolégica sigue siendo una variedad homolégica pero ya no es variedad
topoldgica.
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