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Ley de reciprocidad cuadrética y aplicaciones

1. Introduccién

El desarrollo y descubrimiento de la ley de reciprocidad cuadratica fue muy lento e involucr6é a muchos
matematicos tales como Gauss, Euler y Legendre entre otros. Sus origenes se remontan a cuestiones sobre
ecuaciones diofanticas y el problema que escribi6 Fermat a Mersenne en una carta en la cual afirmaba:

Todo ntimero primo, que supere por una unidad un multiplo de 4, es una tinica vez la suma
de dos cuadrados, y es una tnica vez la hipotenusa de un tridngulo rectdngulo.

Fermat, como era costumbre en €él, no dio una demostracién de este enunciado y hubo que esperar a Euler
para que la proporcionara pasados unos afios.

Euler se interes6 pues en la teoria de nimeros y, como veremos, formulé un criterio muy ttil para
determinar cuando un entero era un residuo cuadratico médulo un primo dado y conjeturé enunciados
muy similares al que afirma la ley de reciprocidad cuadrética, pero no fue hasta que lleg6 Gauss, quien,
a sus diecinueve afios, enuncié y prob6 este teorema. Mientras Euler se preguntaba si dado un ntimero
como moédulo, otro nimero era residuo cuadratico de este, Gauss planteé el problema inverso: Dado
un namero entero, ;médulo qué enteros es este un residuo cuadratico? Es por esto que se adopt6 el
nombre de ley de reciprocidad cuadratica, a la cual Gauss denominé el Theorema Aureum. Gauss dio ocho
demostraciones distintas de este teorema a lo largo de su vida y, a dia de hoy, este es uno de los teoremas
con mds demostraciones distintas de la historia de las matematicas. Una gran variedad de pruebas distintas
puede encontrarse en la obra recopilatoria de Oswald Baumgart [2].

La bibliografia principal sera el cldsico libro de Gauss, Disquisitiones arithmeticae [5]. Procuramos que
este trabajo sea autocontenido, utilizando el minimo niimero de resultados sin probar posibles, pero si
suponemos un conocimiento basico de aritmética modular y utilizamos el hecho de que el anillo Z,, de los
enteros médulo p tiene estructura de cuerpo para cada primo p. Para una prueba de este tltimo resultado
el lector puede consultar, por ejemplo, el libro Un curso de dlgebra [7].

Debido a la continua evolucién del sistema GAP es posible que el cddigo incluido en este trabajo quede
desfasado cuando el lector pudiera ejecutarlo, por lo que recomendamos consultar el manual de referencia
oficial [4] y comprobar la versiéon de GAP que se utilice.

2. Ley de reciprocidad cuadratica

Comenzamos definiendo qué es un residuo cuadrético.

Definicion 1 (residuo cuadrético). Sea m un entero mayor o igual que 2. Diremos que un entero n es un
residuo cuadrético médulo m si tiene solucion la siguiente congruencia:

x*>=n (moéd m).

De la definicién es claro que si n’ es otro entero tal que n = n’ (mdd m), entonces n serd un residuo
cuadratico médulo m si y solo si lo es n'. También observamos que 0 y 1 son trivialmente residuos
cuadréticos para cualquier m (basta con tomar x = mparan =0y x =1 paran = 1).

Ejemplo 2. Tenemos que 22 = 1 (m6d 3), luego 1 es un residuo cuadratico médulo 3.

Observacion 3. Si x es una solucion de la anterior ecuacién, cualquier y congruente con x médulo m
también lo serd, pues si x = y (mo6d m) entonces x? = y*> (méd m).
Esta observacion es muy ttil, pues nos indica que debemos buscar soluciones en el conjunto {1, ..., m — 1}.
Asi pues, para ver que 2 no puede ser un residuo cuadréatico médulo 3 basta con observar que

02#2 (mod 3),

12£2 (mod 3),

22£2 (mod 3).
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Proposicion 4. Dado un entero positivo m, en el conjunto {0, 1, ..., m — 1} puede haber como mdximo
% + 1 residuos cuadrdticos sim es par y m2+ L simes impar.

Demostracion. Estudiamos de entre los nimeros {12, 22, ..., (m — 1)?} cudntos son congruentes entre si
maédulo m.

Supongamos que m es impar. En este caso m—1 es pary, como ademés (m—1)? = 12 (mod m), (m—2)? = 22
(mod m), etc., concluimos que como maximo puede haber 1 + mT_l = mT“ residuos cuadraticos distintos.
Si m es par, de forzma andloga obtenemos que (m — 1) = 12 (mod m), (m — 2)? = 22 (mo6d m), ...,
(% +1)"=(% -1)" (méd m)y tenemos que puede haber como maximo 1 + ™2 4+ 1 = 2 + 1 residuos
cuadraticos. [

Nota 5. De ahora en adelante supondremos que el médulo es m > 2, pues todo entero es residuo
cuadrético médulo 2 (lo cual se deduce facilmente del comentario después de la definicién 1) y por tanto
el caso m = 2 carece de interés.

Cuando tratamos con congruencias médulo un niimero primo podemos refinar el anterior resultado:

Teorema 6. Sea p un niimero primo. Entonces exactamente la mitad de los elementos de{1,2,...,(p — 1)}
son residuos cuadrdticos moédulo p.

.. A . —1\2
Demostracion. Vamos a probar que ningtin par de nameros en 12,22, ..., pT) pueden ser congruentes
entre si médulo p, y por tanto, todos ellos seran residuos cuadraticos distintos médulo p y como por la
. ez . 2 -1 . o g .
proposicion anterior no pueden haber mas de pT residuos distintos de 0, habremos terminado.

Sil<x<y< pT_l son tales que x* = y* (mdd p) entonces p | (x — y)(x + y) pero, como x + y < p, esto

solo puede ser posible si x = y. n

Ejemplo 7. Veamos cudntos residuos cuadraticos hay médulo 13 y 15, respectivamente.

gap> Z13:= Integers mod 13;
GF (13)
gap> List(Elements(Z13),x_>Int(x"2));
L o, 1, 4, 3, 12, 9, 10, 1, 4, 3, 12, 9, 10 1]

Observamos que hay seis residuos cuadraticos médulo 13 entre {1, 2, ..., 12}, lo cual sabiamos que debia
ocurrir por ser 13 primo.

gap> Z15:= Integers mod 15;
(Integers mod 15)
gap> List( Elements (Z15) , x _> Int(x*2) );
[ o, 1, 4, 9, 1, 10, 6, 4, 4, 6, 10, 1, 9, 4, 1 1]

En este caso (siendo 15 un nlimero compuesto) nos encontramos con que solo hay cinco residuos cuadré-
ticos médulo 15en {1, 2, ..., 14}.

Teorema 8. Sean p un niimero primo y a y b enteros coprimos con p. Si ambos son residuos cuadréticos
modulo p, su producto ab también es un residuo cuadrdtico médulo p; si uno de ellos Io es pero el otro
no, entonces su producto tampoco lo es y si ninguno de ellos Io es, su producto si lo es.

Demostracion. Si ambos lo son, deben existir enteros x e y tales que

x*=a (mod p),

y’=b (méd p),
y por tanto tenemos que
(xy)? = x?y*=ab (mdd p),

de lo cual concluimos que ab es un residuo cuadratico médulo p.
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Supongamos que a lo es pero b no. Por serlo a, existird un x entero tal que x> = a (mo6d p), y si ab también
lo fuera existiria otro entero z tal que z> = ab (moéd p), pero entonces, teniendo en cuenta que, por ser x
coprimo con p tiene inverso en Z,, tendriamos que

z2=ab=x?b (mdd p)

y por tanto que
(zx 2 =z2(x"Y?=b (mod p),

lo cual es una contradiccién, pues habiamos supuesto que b no es residuo cuadratico.

Finalmente, si ni a ni b son residuos cuadraticos médulo p, multiplicamos a por cada elemento de
{1, ..., p — 1} que si sea residuo cuadratico y obtenemos un total de pT_l residuos no cuadréticos. Pues
en dicho conjunto sabemos que hay pT_l residuos cuadraticos y que al multiplicarlos por el residuo no
cuadrdtico a obtenemos un residuo no cuadratico y, si ax = ay (méd p), entonces multiplicando en
ambos lados por el inverso de a en Z,, llegamos a que x = y (mdd p). Por tanto, como hay justamente pT_l
residuos no cuadréticos, y todos ellos son el producto de a con un residuo cuadrético, necesariamente ab

tiene que ser un residuo cuadréatico, pues estamos suponiendo que b no lo es. (]

El siguiente teorema sera crucial para probar el criterio de Euler (teorema 10), el cual a su vez serd la
primera herramienta efectiva para determinar cudndo un entero es un residuo cuadratico médulo un
numero primo.

Teorema 9 (teorema de Wilson). Sea p un entero mayor que 1. Entonces p es primo si y solo si
(p—DI=-1 (mdd p).

Demostracion. Para la implicacién directa, supongamos que p es un nimero primo. Sabemos entonces
que Z, es cuerpo 'y, en particular, que todo elemento no nulo tiene inverso respecto a la multiplicacion (y
que es Unico). Ademads, solo hay dos nimeros que sean inversos de si mismos: En efecto, supongamos
quel < x < p-1lestalquex = x~! (méd p) o, lo que es lo mismo, que x> = 1 (m6d p). Entonces,
(x—1)(x+1) es divisible por p y, como p es primo, esto solo puede ocurrir si o bien x = 1,0 bien x = p—1.
Por tanto, si multiplicamos todos los elementos de {1, 2, ..., p — 1}, agrupando dos a dos cada uno con su
inverso tenemos que

p—-D=1-1---1-(p—1)=(p—-1)=-1 (mdd p).

Para la implicacién inversa, supongamos que p es un entero que cumple que (p — 1)! = —1 (méd p).
Supongamos que p no es primo y sea 1 < ¢ < p un divisor propio de p. Obviamente c divide a (p — 1)y,
como por hipétesis (p— 1) = —1 (mod p), esto quiere decir que p divide a (p — 1)! + 1y, al ser ¢ un divisor
de p, ¢ serd también un divisor de (p — 1)! + 1. Pero esto es imposible, pues el tinico entero que divide a
dos niameros consecutivos es el 1 y habiamos supuesto que 1 < ¢ < p. [

Teorema 10 (criterio de Euler). Sea p un primo impar y a un entero coprimo con p. Entonces

a 2

p-l _ 1 (mdd p) sia es un residuo cuadratico modulo p,
| -1 (médd p) sia no esresiduo cuadrdtico médulo p.

Demostracion. Consideramos los pares de elementos (x,y) talesque x <y < p— 1y xy = a (méd p).
Observamos que para cada x existe un tnico y € Z, tal que xy = a (méd p) pues, al ser p primo y x
coprimo con p, el inverso de x en Z, existe y x - (x"'a) = a (m6d p). Ademds, si xz = a (mo6d p) entonces
xy = xz (mdd p) y, multiplicando por x~! en ambos lados, llegariamos a y = z (m6d p) que, al ser
1<y,z<p-1,solopuede ocurrirsi y = z.

Distinguimos pues dos casos. Si a no es residuo cuadrético, los elementos que forman cada uno de los

. . . - . . p—1
pares posibles tienen que ser necesariamente distintos entre si, y como hay p — 1 elementos habra pT
pares. Si los multiplicamos todos ellos, por el teorema de Wilson (teorema 9) obtenemos que

(p-1'=ad% =-1 (mod p).
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En el caso en que a si sea un residuo cuadratico, habra exactamente dos enteros distintos en {1, ..., p — 1}
que sean solucién de la ecuacién x?> = a (mod p). Esto es asi debldo a que, tal y como vimos en la
demostracion del teorema 6, ningtn par de nameros en 12,22, ..., ) pueden ser congruentes entre
si médulo py, a su vez, estos niimeros son congruentes respectivamente con (p—17,(p—2) .., (2 +1)
moédulo p. Luego existe una solucién (y solo una) en el conjunto {1, oy 2 1} a la cual denotaremos por

y, por tanto, la otra solucién serd p — \/E.

Tendremos asi pT—a pares formados por elementos distintos y dos pares que son (\/E, \/E) v(p— \/5, p— \/E).
Multiplicamos ahora todos los elementos de todos los pares para obtener que

b+

" =(p-1)-Va-(p-Va)=(-1)-(-a)=a (méd p),

y multiplicando en ambos lados por a~! obtenemos que

|"B

a =1 (mod p). [

Observacion 11.  Con el criterio de Euler podemos demostrar el teorema 8 de forma més directa teniendo
en cuenta que

(ab)= == bT
y que, por tanto, ab es residuo cuadratico si y solo si (ab) z =1 (méd p) siy solo si, o bien

p-l

az =1 (médp)ypr_lsl (méd p),

o bien - -
az =-1 (médp) ybz =-1 (mod p).

Definicion 12 (simbolo de Legendre). Para cada nimero primo impar p y cada entero n coprimo con p,
definimos el simbolo de Legendre de n respecto de p como

(n) B { 1 sinesunresiduo cuadratico médulo p,

p —1 sinno esresiduo cuadratico médulo p.

Con esta notacion, el teorema 8 podria resumirse diciendo que el simbolo de Legendre es multiplicativo,

()-(5)(2)

El siguiente corolario serd necesario cuando caractericemos qué niimeros primos pueden expresarse como
suma de dos niimeros cuadrados (teorema 20).

Corolario 13.  Si p es un primo impar, entonces

(—_1)_ 1 sip=1 (mod 4),
p) | -1 sip=3 (mod4).

Demostracion. En efecto, por el criterio de Euler ( ) = (- 1) 7 y ahora basta con tener en cuenta que

p— esparsi p=1 (mdd 4) e impar si p =3 (mod 4) n

El siguiente lema técnico serd clave para demostrar el resultado fundamental del trabajo.

Lema 14 (lema de Gauss). Sean p un primo impar y n un entero coprimo con p. Definimos los conjuntos

— p—-1
S = {n, 2n, ..., 5 n}

yS" como los representantes de las clases de equivalencia de los elementos de S en Z,,.

Si denotamos por k el niimero de elementos de S' que son mayores que g entonces

5)-con
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Demostracion. Primero observamos que en S no hay ningtin multiplo de p y que en S’ no hay ningin par
de elementos congruentes entre si médulo p. Pues, si nx = ny (mdd p), multiplicamos en ambos lados
por el inverso de n en Z, y obtenemos que x =y (mdd p), lo cual, siendo 1 < x,y < P , solo es posible
si x = y. Por tanto, en S’ hay exactamente —1 elementos.

4 p p .
Si denotamos por 7y, ..., 1; a los elementos de S’ menores que 5 y por sy, ..., s @ los mayores que 3, se tiene
que

-1
{17 2) ey pT} = {rlr---’rl) pP—S1wD— Sk}‘

-1
j < pT y que, por tanto, basta con comprobar
que todos ellos son incongruentes entre si. Ya hemos visto que si i # j, i no puede ser congruente con .
Andlogamente, s; no puede ser congruente con s; y, por tanto, p — s; no puede ser congruente con p — s;. Si

existieran elementos tales que 1, = p—s; (mdd p), llegariamos a que p divide a un ntimero de la forma

Para probar la anterior igualdad, observamos que 1 < #, p—s;

n(x+y)conl<xy<E- L, 1o cual es imposible.

Ahora, si multiplicamos todos los elementos de cada conjunto llegamos a que

1 k
(2= TTn T - 9= -0 [InIs mod p

i=1 j=1 i=1 j=1

Por otro lado, como los elementos de S son congruentes uno a uno con los de S’, multiplicindolos todos
entre si obtenemos que

! k
p— .
nT( ) =][IxIIs (mod p).
i=1 j=1
Juntandolo todo y multiplicando por el inverso de (pT) (el cual existe por ser coprimo con p) concluimos
que
p-1 k _ p
nz (—-1)=1 (modd p)

0, equivalentemente,
p—

n'7 = (-1 (méd p).
El resultado se sigue ahora de aplicar el criterio de Euler (véase teorema 10). n

Veamos en el siguiente corolario cémo el lema de Gauss proporciona una manera més rapida de determinar
cudndo n = 2 es un residuo cuadratico médulo un nimero primo.

Corolario 15.  Si p es un primo impar entonces

(5)-co

Demostracion. Usaremos el lema de Gauss y para ello bastara con estudiar la paridad del conjunto de
ndmeros mayores que 3 £ entre el con]unto {2,4, ..., p — 1}. Como hay [ | ntimeros pares menores que
p (siendo [ | la parte entera de B 2 e, el comente de la divisién entera de p entre 4), habra £= — [g]
mayores

Distinguiremos 4 casos posibles:

1. Si p=1 (mdd 8), entonces pT_l - [i—)] serd de la forma 4n — 2n para algtin entero n. Por tanto, k sera

par.

2. Si p =3 (mdd 8), entonces pT_l — [%] serd de la forma 4n + 1 — 2n para algtn entero n. Por tanto, k

serd impar.

3. Si p =5 (mdd 8), entonces =
tanto, k serd impar.

— [%] serd de la forma 4n + 2 — (2n + 1) para algin entero n. Por

4. Si p =7 (mod 8), entonces ——
tanto, k serd par.

- [%] serd de la forma 4n + 3 — (2n + 1) para algtn entero n. Por
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Todo esto lo expresamos de una forma mdés compacta diciendo que

£

pues % esparsip=1,7 (mod 8)yesimparsi p=3,5 (mdd 8). L]

Ejemplo 16. Comprobemos si 2 es un residuo cuadrético para ciertos nimeros primos usando el lema de
Gauss y el criterio de Euler, respectivamente, y veamos c6mo llegamos al mismo resultado.

gap> IsPrime (41);
true

gap> 41 mod 8;
1

gap> 2720 mod 41;
1
p°-1

Como “— es parsi p = 1 (m6d 8), el lema de Gauss indica que 2 es residuo cuadrético moédulo 41;

concluimos lo mismo aplicando el criterio de Euler.

gap> IsPrime(101);

true

gap> 101 mod 8;
5

gap> 2”50 mod 101;
100

2— . . 7 . . . o
Puesto que pTl es impar si p = 5 (mod 8), el lema de Gauss indica que 2 no es residuo cuadrético

modulo 101. Observamos que deducimos lo mismo con el criterio de Euler, pero el lema de Gauss es
computacionalmente mds eficiente en este caso.

Ejemplo 17. Antes de probar el resultado principal, veamos otros ejemplos con GAP en los cuales compro-
bamos si ciertos niimeros primos son residuos cuadréticos médulo otros niimeros primos dados mediante
el criterio de Euler. Observamos qué relacion hay entre (s) y (%) segun la naturaleza de los primos py q.

gap> IsPrime(911);
true

gap> 911 mod 4;
3

gap> IsPrime (919);
true

gap> 919 mod 4;
3

gap> IsPrime (929);
true

gap> 929 mod 4;
1

gap> IsPrime (937);
true

gap> 937 mod 4;
1

gap> 9117459 mod 919;
918

gap> 9197455 mod 911;
1

Observamos que 911 no es residuo cuadratico médulo 919, pero 919 si que es residuo cuadratico médulo
911.
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gap> 9297455 mod 911;
1

gap> 9112464 mod 929;
1

En este caso tenemos que 929 es residuo cuadrético médulo 911 y también 911 es residuo cuadratico
maddulo 929.

gap> 9297459 mod 919;
1

gap> 9197464 mod 929;
1

Otra vez tenemos que 929 es residuo cuadratico médulo 919 y también 919 es residuo cuadratico médulo
929.

Vayamos pues con el teorema fundamental de este trabajo:

Teorema 18 (ley de reciprocidad cuadrética). Sip y q son niimeros primos impares distintos se tiene que

P\(qa\_,_ (p—1)4(q—1)
(B)) = v

Demostracion. Primero vamos a probar que si n es un niimero impar coprimo con p entonces
n
(5)= o
p

P
donde py, p, : J ] Definimos S’ como en el lema 14 y volvemos a denotar por #, ..., 1; los elementos
de S’ menores que £ y por sy, ..., i los mayores que .Paracadal < j < pz estd claro que jn = [J lp+¢
para cierto t € S’ que, ademds, es tinico (como dedummos en el primer parrafo de la demostracmn del

lema 14) y, por tanto,

—1 —1

S
S

1

[Jn]p Z +ZSJ

j=1

M~|

jn=
1 J

Nl

J
Por otra parte, como ya probamos en el lema 14, se tiene que

-1
{1,2,...,%}={rl,...,rl,p—sl,...,p—sk},
por lo que,
p-1
= I I k
2 Z +Z<P—SJ 2 itkp=2s
j:l : : ]:1 J 1

y, restando estas dos expresiones, obtenemos que

k

(n— l)zj = p(ij[%] —k>+2(j2ilsj) = p(pn,p—k)+2(2sj).

Observamos que ky p,, , tienen que tener la misma paridad pues, al ser n impar, la expresion de la izquierda
es par'y, por ser p un primo impar, p(p, , — k) es par siy solo si k y p,, , tienen la misma paridad. Por tanto,
por el lema de Gauss (véase lema 14), tenemos que (2) = (=K = (=1)Pnre.

Supongamos sin perdlda de generalidad que q < py calculemos el valor p, ,. Para j = 1 tenemos que
[Jq] =0,y para j = 2= tenemos que

5 -l
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pues 5 < 1. Por tanto, todos los sumandos toman valores de forma creaente entre 0y =, Puesto que
p > q y ambos son impares, tenemos que =— p L>atl > y, como los términos £ estan 1gualmente espaciados,
paracadantalque0 <n < q ! habra algun sumando que tome dicho valor. Para calcular p, , solo nos
har4 falta ver cuantos sumandos hay que tomen el mismo valor para cada n. Para ver esto, si consideramos
dos sumandos consecutivos de forma que [j;] =n-1y [(Hl)q] = n se tiene que 9 <n< (h;l)q

que]<—p<1+1y,a81,[—P]—].

por lo

Por tanto, el nimero exacto de sumandos en p, , que toman valores estrictamente menores que n serd
n,
[ L2 ] de lo cual se deduce que el nimero de sumandos en p,, que toman el valor n es exactamente

[Gete 22
] (2] (2] (2] 22 o 55 (252 ] 5))

_Zwkq (p—Dm—D

=
-

Nl
I

(-
ﬂl
|3

-D

y obtenemos pgp + ppq = E=24=D Finalmente, concluimos

(2)(5) = FLrPercfen = (~1partoa = (1)

como queriamos probar. [

(p=1(g=1) 1)(q 1)

Otra forma equivalente de expresar el anterior teorema es la siguiente:
Teorema 18.b. Sean p y q dos niimeros primos impares distintos entre si. Entonces:

1. Sibienp =1 (méd 4) oq =1 (méd 4), entonces q es un residuo cuadratico médulo p si y solo si p
es un residuo cuadrdtico médulo q.

2. Sip =3 (mod 4) y también q = 3 (mdd 4), entonces q es un residuo cuadratico médulo p si y solo
i —p es un residuo cuadrdtico modulo q.

El criterio de Euler es excelente a nivel teérico, pero computacionalmente no es muy 6ptimo ya que para
determinar si un nimero es un residuo cuadratico médulo un nimero primo que sea «grande» tenemos
que calcular potencias de un orden muy alto.

Por ejemplo, para determinar si 19 es un residuo cuadratico médulo 859 tendriamos que calcular el valor
de 19*2% (mod 859). Sin embargo, con la ley de reciprocidad cuadrética, puesto que tanto 19 como 859
son congruentes con 3 médulo 4, podriamos determinar si 19 es un residuo cuadratico médulo 859 de
forma mucho mas sencilla; basta con ver si 859 es un residuo cuadrético médulo 19 y, como se cumple
859 = 4 = 22 (mdd 19), podemos afirmar que 19 no es residuo cuadratico médulo 859.

Ejemplo 19. Veamos en este ejemplo c6mo usando la ley de reciprocidad cuadrética podemos evitar
ciertos calculos para determinar si un ntimero primo es un residuo cuadréatico médulo otro niimero primo.

gap> IsPrime (881);
true

gap> IsPrime (877);
true

gap> 877 mod 4;
1

gap> 877%440 mod 881;
1

Segun la ley de reciprocidad cuadratica, en este caso debe darse que 881 es un residuo cuadratico médulo
877. Lo comprobamos con el criterio de Euler y
gap> 8817438 mod 877;

1

como queriamos probar.
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3. Aplicaciones

Veamos algunas aplicaciones de la ley de reciprocidad cuadratica y los resultados sobre residuos cuadréticos
que hemos desarrollado a lo largo del trabajo en teoria de nimeros.

3.1. Enteros que son suma de dos cuadrados

Ya hacia el afio 250 d.C. se hace referencia en la Arithmetica de Diofanto al problema de determinar si
un ntimero dado se puede descomponer como suma de dos cuadrados. Vamos a dar una caracterizaciéon
completa de los enteros positivos que tienen esta propiedad de descomposicién utilizando resultados
sobre residuos cuadrdticos. Para una prueba distinta basada en las propiedades del anillo de los enteros
de Gauss véase el libro Introduccién al Algebra [3].

Comenzamos observando que el conjunto de enteros que son suma de dos cuadrados es cerrado por
multiplicacién, esto es, dados dos nimeros cada uno de los cuales es suma de dos cuadrados, su producto
también podrd ser expresado como suma de dos cuadrados, como muestra la siguiente férmula:

(a® + b?)(c? + d?) = (ac — bd)? + (ad + bc)?
para cualesquiera enteros a, b, ¢y d.

Parece légico pues comenzar caracterizando los niimeros primos que pueden escribirse como suma de
dos cuadrados y, como trivialmente 2 = 12 + 12, nos centramos en los primos impares.

Teorema 20. Si p es un primo impar, entonces p es suma de dos cuadrados si y solo sip =1 (mod 4).

Demostracion. Dado un niimero entero, su cuadrado siempre es congruente con 0 o 1 médulo 4 (de
comprobacién inmediata) y, por tanto, si un entero es suma de dos cuadrados, serd congruente con 0, 1 o
2 médulo 4. Ahora, si p es un primo impar, entonces no puede ser congruente con 0 ni 2 médulo 4 (pues si
no seria par) y, por tanto, si p es un primo impar que es ademds suma de dos cuadrados, necesariamente
debe ser p=1 (mdd 4).

Supongamos ahora que p = 1 (mad 4). Por el corolario 13 tenemos que ( ) = 1y, por tanto, existe
un entero u € Z tal que u> = —1 (mdd p). Consideremos el conjunto de enteros de la forma x + uy
talesque x,y € Zy0 < x,y < \/_ p. Como hay ([\/_ ]+ 1)? > p posibles pares (x, y) distintos en estas
condiciones, por el principio del palomar (también llamado principio del casillero), necesariamente debe
haber (x;,y;) # (x5, ),) tales que

X; +uy, =x, +uy, (mod p),
lo cual equivale a que
xp— X, =u(y, —y;) (mod p).
Definimos a := x; — X, y b := y, —y;. Se tiene que |a| < /p, |b| </pya =ub (mdd p). Por tanto, teniendo
en cuenta que u> + 1 =0 (m6d p) y operando, obtenemos
a?+b*=W?+1)b*=0 (mod p).

Finalmente, nos damos cuenta de que, por un lado a? + b? < 2p 'y, por otro, al ser (x;, ;) # (x,, »), debe
ser 0 < a® + b? y solo queda una posibilidad:

a’+b? = p. "

Recordamos que, como consecuencia del teorema fundamental de la aritmética, todo entero positivo
se puede escribir como producto de un nimero cuadrado y un entero libre de cuadrados. En efecto, si

n= Hle pfi es la factorizacién de n como producto de primos y reordenamos los primos p; de forma que
los I primeros estén elevados a una potencia impar y los demds estén elevados a una potencia par, y si
escribimose; =2f;+ 1 paral <i<lye; = 2f- paral + 1 <i <k, tendremos que

1 k
n= H p2f1+1 H pl = H H plzfl = nln%’
i=1 i=1

i=l+1

. l k t
siendo ny == IT;_, piymp =11, p{ :
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Teorema 21. Sea n un entero positivo, que se escribe como n = n,n3 con n, libre de cuadrados (lo cual
queda justificado por el pdrrafo anterior). Entonces n es suma de dos cuadrados si y solo sin, no tiene
ningun factor primo de la forma p = 3 (mdéd 4).

Demostracion. Supongamos que n es suma de dos cuadrados y probemos que si cierto nimero primo p
divisor de n es de la forma p = 3 (mdd 4), entonces la maxima potencia de p que divide a n es par, lo cual
implica que p no seré factor de n,.

Primero, tenemos que si un nimero primo de la forma p = 3 (méd 4) es tal que p | n = a® + b? entonces
playp]|b.Puessipno dividiese a b, por ejemplo, b seria coprimo con p y, por ser p primo, existiria el
inverso de b en Z,. Entonces, como a* + b* = 0 (méd p), esto implica que

(ab™)?+1=0 (mod p),

es decir, (_?1) =1, lo cual contradice el corolario 13.

Por tanto, si p° y p® son las médximas potencias de p que dividen a a y b respectivamente, tendremos que
e := min{e;, e,} > 1, luego a = p®a, y b = p°b, para ciertos enteros a, y b,, al menos uno de los cuales
no es divisible por p. Entonces n = a® + b?> = p?a? + p*b? = p**(a? + b?) y, ademds, no puede ser que
p**! | n, pues entonces p | (a? + b?) y, por la primera parte, tendriamos que p | a, y p | b;, lo cual es una
contradiccion.

Supongamos ahora que n es tal que n; no contiene ningtn factor primo de la forma p = 3 (méd 4) y
veamos que n es suma de dos cuadrados. Por el teorema 20 cada factor primo de n; es suma de dos
cuadrados y, como vimos al principio de la seccién, el producto de dos ntimeros que son suma de dos
cuadrados es también suma de dos cuadrados. Podemos por tanto asegurar que existen a, b € N tales que
a® + b?> = n, y, multiplicando a ambos lados por n3, tendremos que

n=nn3 = (a®+ bHns = (an,)* + (bn, ). "

Ejemplo 22. Veamos, usando GAP, cdmo determinar si los enteros 123 456 789 y 987 654 321 son suma de
dos cuadrados.

gap> PrintFactorsInt (123456789);
342%3607%3803

gap> 3607 mod 4;
3

Vemos que, como el entero libre de cuadrados de 123 456 789 contiene el nimero primo 3607 de la forma
p =3 (mdd 4), este no puede expresarse como suma de dos cuadrados.

gap> PrintFactorsInt (987654321);
342%x17%2%379721

gap> 379721 mod 4;
1

Puesto que el tinico primo que divide a 987 654 321 con exponente un nimero impar es 379 721 y este es
dela forma p =1 (moéd 4), se puede expresar como suma de dos cuadrados.

3.2. Ecuaciones en congruencias de segundo grado

Dada una ecuacién en congruencia lineal del tipo ax+ b = 0 (méd m), es muy sencillo determinar cuando
tiene solucién. Sin embargo, la situacién se vuelve mas compleja cuando estudiamos la ecuacién

ax’>+bx+c=0 (mod m).

Para determinar si esta ecuacién tiene o no solucién, primero la transformamos en una ecuacién mas
sencilla de la siguiente forma:

ax> +bx+c=0 (moéd m) < 4a®x?+4abx+4ac=0 (mod 4am),
< (2ax+b)?=b*—4ac (méd 4am).
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Por tanto, considerando la ecuacién
y?> =b?> —4ac (mod 4am),

el problema de determinar si una ecuacién de segundo grado tiene solucién queda reducido al problema
de determinar si un ntimero es un residuo cuadratico médulo un ntimero compuesto y, en caso de tener
que cierto y es una solucidn, resolver la ecuacién lineal

2ax+ b=y (mbd 4am).

Por tanto, nos planteamos el problema de determinar cudndo un nimero dado es un residuo cuadratico
modulo un nimero compuesto, teniendo en cuenta que las herramientas de la seccién anterior nos
permiten abordar el problema de forma eficiente cuando tratamos con un ntimero primo como médulo.

El siguiente teorema, junto al teorema fundamental de la aritmética, reducen el problema a considerar
Unicamente potencias de niimeros primos como médulos.

Teorema 23. Sean m y n enteros coprimos y sea a coprimo tanto con m como con n. Entonces, a es un
residuo cuadrdtico médulo mn si y solo si a es un residuo cuadratico modulo m y también es un residuo
cuadrdtico médulo n.

Demostracion. Si existe x tal que x*> = a (m6d mn), en particular se tiene que x> = a (méd m) y también
x?> = a (mdd n).

Reciprocamente, supongamos que existen enteros r y s tales que

=a (mod m),
=a (mod n).

——
trh N
[ASI S
1

Como m y n son coprimos, el teorema chino del resto nos asegura que el sistema

x=r (mod m),
x=s (méd n),

tiene una solucioén t que, ademads, es tinica médulo mn. Por tanto, obtenemos que t> = r> = a (mo6d m) y
t? = s = a (mdd n), lo cual implica que tanto m como n dividen a t> — a y, por ser estos coprimos, mn
divide a t? — q, i.e, t? = a (mo6d mn). "

Distinguimos ahora cuando el médulo es una potencia de un ntimero primo par e impar. Cuando tratamos
con nimero primos impares, el siguiente lema generaliza el teorema 6.

Lema 24. Sip es un primo impar y n un entero positivo, entonces exactamente la mitad de los elementos
de{1,2,...,(p" — 1)} que sean coprimos con p son residuos cuadraticos médulo p".

Demostracion. Si existieran dos enteros x, y coprimos con ptalesque 1 < x <y < % y, ademds, y? = x?
(moéd p™), entonces p" | (y — x)(¥ + x). Pero, como y + x < p”, tiene que existir algtin k > 1 tal que
p* | y—xvy, en particular, y = x + mp para cierto entero no nulo m. Por otro lado, como también y —x < p",
tendremos que k < ny, por tanto, p | ¥y + x = 2x + mp. Pero entonces tendriamos que p | x, y esto
contradice la hip6tesis de que x sea coprimo con p.

Por tanto, al menos la mitad de los enteros coprimos con p son residuos cuadraticos médulo p" pero,
p'—1 . 2 _ 2 7 . . .

como para cadal s'r < =— setiener® = (p" —r)* (mo6d p"), yr es coprimo con p siy solo si (p" —r) es

coprimo con p, se sigue el resultado. [

Proposicion 25. Sean p un primo impar y a un entero coprimo con p. Dado un entero positivo n, se tiene
que a es un residuo cuadrdtico médulo p si y solo si a es un residuo cuadrdtico médulo p".

Demostracion. Esta claro que si a es un residuo cuadrético médulo p” entonces también es un residuo
cuadratico médulo p.

Reciprocamente, tenemos, por el lema 24, que en el conjunto

{1,2,..,p—Lp+1,p+2,..,2p—1,2p+1,2p+2,..,p" — 1}
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la mitad de los elementos son residuos cuadraticos médulo p”, mientras que el resto son residuos no
cuadraticos. Ademads, todos esos residuos cuadréticos médulo p” lo son también médulo p, luego bastara
con probar que en dicho conjunto también son residuos cuadraticos médulo p exactamente la mitad de
sus elementos. Por el teorema 6 tenemos que exactamente la mitad de los elementos de {1, 2, ..., (p — 1)}
son residuos cuadréticos médulo p y, por tanto, también lo son la mitad de cada uno de los conjuntos
{pk+1,pk+2,...,pk+(p—1)}para0 < k < p"~! — 1. Luego tendremos que exactamente la mitad de los
elementos de
{1,2,..,p—Lp+1,p+2,..,2p—1,2p+1,2p+2,..,p" -1}

son residuos cuadréticos médulo p. n

Cuando tratamos con potencias de 2 como médulo, tenemos que, trivialmente, todos los enteros impares
son residuos cuadréticos médulo 2, y se comprueba facilmente que los tinicos enteros impares que son
residuos cuadréticos médulo 4 con aquellos congruentes con 1 médulo 4. De forma mds general, tenemos
el siguiente resultado.

Proposicion 26. Seann > 3 y a un entero impar. Entonces a es un residuo cuadrdtico modulo 2" si y solo
sia=1 (mod 8).

Demostracion. Para n = 3, puesto que 12 = 32 = 52 = 72 = 1 (mod 8), se tiene que solo los enteros
congruentes con 1 médulo 8 serdn residuos cuadraticos.

Veamos que, para cada n > 3 y cada entero impar q, se tiene que a es un residuo cuadratico médulo 2" si
y solo si lo es médulo 2"*1, de donde se deducira (junto con el caso que acabamos de probar) el resultado
general por induccién.

Estd claro que si a es un residuo cuadratico médulo 2"+! también lo serd médulo 2”.

Reciprocamente, si existiera un r tal que r> = a (mdd 2"), necesariamente r tendria que ser impar vy,
ademds, existirfa un entero no nulo ¢ tal que a = r? + t2". Entonces, s = r + 2"~ cumple que

§2 = X% + xt2" + 1222772 = q — 127 4 x2" 4 222772 = g 4 2"(x — 1)t + 22272,
y, como x tiene que ser impar, serd s> = a (mod 2"+1). "

Para més informacién véase, por ejemplo, An introduction to the theory of numbers de Niven, Zuckerman
y Montgomery [8].

3.3. Ndmeros Primos

En esta seccién vamos a ver cémo, usando la ley de reciprocidad cuadrética, podemos demostrar la
existencia de infinitos niimeros primos congruentes con 4 médulo 5. Comenzamos recordando este cldsico
teorema debido a Euclides.

Teorema 27 (Euclides). Existen infinitos niimeros primos.

Demostracion. Supongamos que solo hay un conjunto finito de ntimeros primos {p;, ..., p,,}. Consideremos
p == piD» - Pn + 1. Tenemos que p no es divisible por p; para ningtn p; pues, de lo contrario, p; |
(p— p1p, -+ pp) = 1. Por tanto, p es un entero mayor estricto que p; para 1 <i < n que no es divisible por
ningin namero distinto de si mismo y de 1, lo cual equivale a decir que p es un niimero primo tal que
p € {p1, -, Pn} y €sto supone una contradiccion. ]

La siguiente proposicién generaliza el teorema de Euclides:

Proposicion 28. Sea f € Z[x] un polinomio no constante y
Pr:={p| pesprimoyp| f(n) paraalginn € N}.

Entonces Py contiene infinitos nimeros primos.
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Demostracion. Si f(0) = 0 entonces f no tiene término independiente y para cada primo p se tiene que
p | f(p).

Supongamos pues que f(0) # 0. Entonces f(x) = f(0) + a;x + --- + a,,x" y si solo hubiera una cantidad
finita Py = {py, ..., pm}, tendriamos que para cualquier entero k, si Q := p; *** p,,

I = 7 (o) — f(kf(0)Q) = 1+ a,kQ + a,k*Q*f(0) + -+ + a,k"Q"f(0)" ' =1+ rQ

para cierto r € Z. Esté claro que [, no es divisible por ningtn p;, y que si consideramos k lo suficientemente
grande tendrd que ser |I;| > 1. Luego [}, sera divisible por algtin niimero primo p,,,, distinto de p; para
1 <i < m, lo cual es una contradiccién. L]

Como consecuencia de esta proposicién, si consideramos un niimero primo p y el polinomio f(x) = x> — p,
tendremos que existen infinitos ntimeros primos q tales que q | n?> — p para algin n € IN; es decir, existen
infinitos nlimeros primos q para los cuales p es un residuo cuadratico.

Vamos ahora con el teorema principal de esta seccién:
Teorema 29. Existen infinitos niimeros primos de la forma p = 4 (méd 5).

Demostracién. Si definimos f(x) = 5x? — 1 € Z[x], tenemos por la proposicién 28 que existen infinitos
nimeros primos que dividen a algin nimero de la forma 5n*> — 1 con n € N. Si p esun primo impar tal
que p | 5n? — 1, observamos primero que, necesarlamente, # 5y, ademds, 12 = 1 = 5n° (mod p). Por
tanto, 5n® es un residuo cuadratico médulo p, es decir, (2=~ 5 ) = 1. Como, obviamente, (= ) = 1, por el
teorema 8 tenemos que (p) = 1y, como consecuencia de la ley de reciprocidad cuadritica, ( ) = 1. Por
tanto, existe un entero u € Z tal que u?> = p (mdd 5) y, como los nimeros cuadrados no d1v1s1bles por 5
son congruentes, o bien a 1, o bien a4 médulo 5, p = 1 04 (mod 5). Para terminar la prueba solo falta
comprobar que no puede haber solo una cantidad finita tal que p = 4 (mdd 5).

Supongamos que hay una cantidad finita {p,, ..., p,,} de primos tales que p = 4 (mod 5) y consideremos
n:=2p; --- p,,. Entonces, puesto que 5n> — 1 es impar, se deduce de la primera parte de la demostracién
que cualquier divisor primo suyo serd congruente con 1 0 4 médulo 5y, como 51 — 1 es coprimo con
pi para 1 < i < m, todos sus divisores primos tienen que ser congruentes con 1 médulo 5. Pero esto
es imposible porque, en ese caso, tendria que ser 5n> — 1 = 1 (m6d 5) y, por tanto, llegariamos a que
0 =2 (mod 5), lo cual no es posible. Asi quedaria probado que tiene que haber algtin divisor q de 5n% — 1
congruente con 4 médulo 5 y distinto de p; parai = 1, ..., m, lo cual es una contradiccién. (]

Teniendo en cuenta que todos los primos de la forma p = 4 (méd 5) tienen por ultimo digito 9, este
teorema equivale al enunciado mds «visual» que afirma que existen infinitos niimeros primos cuyo ultimo
digito es 9.

Antes de terminar la seccion, cabria comentar que este es un caso particular del teorema de Dirichlet de
progresiones aritmeéticas, el cual afirma que, dados dos enteros positivos y coprimos a,d € N, existen
infinitos nimeros naturales n € N para los cuales a + nd es primo. La demostracién del teorema de
Dirichlet queda fuera de nuestro alcance, pero muchos casos particulares pueden demostrarse gracias a la
ley de reciprocidad cuadrética imitando la demostracién del teorema 29. Para més informacién sobre el
teorema de Dirichlet, véase Introduction to analytic number theory de Apostol [1].

3.4. Soluciones enteras de ecuaciones elipticas

Recordamos que una curva eliptica sobre un cuerpo de caracteristica distinta de 2 y de 3 es (en su forma
simplificada) el conjunto de soluciones de la ecuacién

Y=x*+ax+b

siendo a y b elementos de dicho cuerpo (i.e, la curva algebraica definida por dicha ecuacién).

Una cuestién interesante sobre las curvas elipticas con coeficientes racionales (u otro cuerpo de caracte-
ristica 0) consiste en determinar si tiene soluciones (x, y) formadas por niimeros enteros y, en caso de
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tenerlas, determinar cuantas pueden haber. Sin ahondar demasiado en este asunto, mencionamos que el
matemadtico C. L. Siegel prob6 que, sobre el cuerpo de los nimeros racionales, el conjunto de soluciones
formadas por niimeros enteros de una curva eliptica dada tiene que ser finito [9].

Damos a continuacién un ejemplo ilustrativo de cémo puede usarse la ley de reciprocidad cuadrética para
determinar si una curva no tiene soluciones enteras.

Proposicion 30. La ecuacion eliptica y? + 3 = x> — x no tiene soluciones enteras.

Demostracién. Supongamos que (x, y) es una solucién con x,y € Z. Puesto que x* — x es siempre par,
¥? + 3 tiene que ser par y, por tanto, y tiene que ser impar. Supongamos que y = 2k + 1 para cierto k € Z.
Entonces, y* + 3 = (4k? + 4k + 1) + 3 = 4(k? + k + 1) y, puesto que k? + k siempre es par, deducimos que
4|y?+3pero8+ty?+3.

Si x fuera impar, x? — 1 seria divisible por 8 y, por tanto, 8 | x(x?> — 1) = y? + 3. Pero acabamos de ver que
esto no es posible, luego x tiene que ser par.

Si x es par, tanto x — 1 como x + 1 son impares y, puesto que y? + 3 = (x — 1)x(x + 1), deducimos que
4| x pero 8 } x.

Como x — 1, x, x + 1 son tres enteros consecutivos, uno de ellos tiene que ser congruente con 2 médulo 3.
Puesto que (x — D)x(x+ 1) = 4(x — l)f(x + 1) y, ademas, por ser x multiplo de 4 es x = f (mod 3), tendra
que darse que (x — 1), % 0 (x + 1) sea congruente con 2 mddulo 3. Aquel que sea congruente con 2 médulo
3 tendrd que tener como factor algiin primo congruente con 2 médulo 3 y, puesto que (x — 1), % y(x+1)
son todos impares, ese primo p también tendra que ser impar.

Hemos probado pues que existe un primo impar p = 2 (m6d 3) tal que p | y*> + 3, lo cual equivale a
afirmar que (%3) = 1. Por la ley de reciprocidad cuadrética y el criterio de Euler, tenemos que

5)- G- BRIG) - ==en= -

luego existe un u € Z tal que u? = p (mod 3). Pero como, para cualquier entero u, u> = 00 1 (mad 3),
esto implicaria que p =00 1 (mdd 3), lo cual es una contradiccién. L]

4. Generalizaciones

A lo largo del siglo XIX matematicos como Dirichlet, Hilbert, Kummer, Eisenstein y Dedekind se dedicaron
a encontrar resultados semejantes de orden superior; criterios que permitieran determinar cudndo un
entero dado es un residuo ctibico o cudrtico médulo un entero dado, por ejemplo. También se descubrieron
leyes de reciprocidad cuadratica cuando el anillo que se considera es el de los enteros Gaussianos Z[i] o el
de los enteros de Eisenstein Z[w].

Todos estos trabajos motivaron a considerar el problema de hallar la ley més general del teorema de
reciprocidad en cualquier cuerpo numérico algebraico, llegando David Hilbert a considerar este problema
como el noveno de su famosa lista de veintitrés problemas, que mencion6 en la conferencia en Paris de
1900. A dia de hoy, la ley de reciprocidad més general es el teorema de reciprocidad de Artin, debido a
Emil Artin. Para una lectura més precisa y amplia sobre este tema véase Reciprocity laws [6].
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