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Sobre TEMat

TEMat es una revista de divulgacién de trabajos de estudiantes de matemaéticas publicada sin dnimo de
lucro por la Asociaciéon Nacional de Estudiantes de Matematicas. Se busca publicar trabajos divulgativos
de mateméticas, escritos principalmente (pero no exclusivamente) por estudiantes, de todo tipo: breves
resefias, introducciones a temas de investigacién complejos, o articulos explicando las bases e incluso
algin pequefio resultado de trabajos desarrollados por estudiantes.

TEMat persigue el doble objetivo de dar visibilidad a la calidad y diversidad de los trabajos realizados por
estudiantes de matematicas en los centros espafoles a la vez que permite a los estudiantes publicar sus
primeros articulos, familiarizdndose asi con el proceso de redaccién, revisiéon y correccién que va asociado
a la actividad investigadora.

Se contemplan para su publicacion articulos escritos en castellano de todas las dreas de las matematicas,
incluyendo &lgebra, andlisis, ciencias de la computacién, combinatoria, educacién matematica, estadistica,
geometria, teoria de ntmeros y cualquier otra drea de las matematicas (puras y aplicadas), asi como
aplicaciones cientificas o tecnolégicas en las que las matemaéticas jueguen un papel central.

La publicacién en linea de este volumen de TEMat ha sido posible gracias al Ministerio de Educacién,
Cultura y Deporte a través de la convocatoria de 2017 de Subvenciones a Asociaciones Juveniles y a
Federaciones y Confederaciones de Estudiantes Universitarios.
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Revisiones externas

En este volumen han colaborado realizando revisiones externas:

Enric Cosme Llépez
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Manuel Mellado Cuerno
Erik Sarri6n Pedralva
Maria Soria Carro
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Carta del presidente de la ANEM

Un afio después del primer volumen de TEMat, desde la Asociacién Nacional de Estudiantes de Matemaéticas
seguimos trabajando para apoyar iniciativas que doten de més recursos a los estudiantes de matemadticas
de toda Espafia. Dentro de esta estrategia, no podemos obviar la importancia de TEMat, revista pionera a
nivel internacional que sigue creciendo.

Con la publicacién de este segundo volumen reafirmamos nuestra voluntad de defender la ciencia abierta
y apostar por los estudiantes que comienzan a caminar hacia una carrera de investigacion, con todos los
sacrificios que supone debido a la situacién actual de precariedad que vive la ciencia espafiola. Creemos
firmemente que la educacién y la investigaciéon son bases indispensables para el funcionamiento y el
progreso de una sociedad moderna, y que las matemadticas, disciplina en la que Espafa ya pelea por
encima de su peso, son la base fundamental para el desarrollo de un ecosistema cientifico de primer nivel.

No podria finalizar sin dar las gracias a todo el comité editorial por su dedicacién y entusiasmo, asi como
a los autores de los articulos y a los revisores. Sin vosotros, este maravilloso proyecto nunca hubiera visto
la luz. Esperamos que, los que no lo haydis hecho ya, os apuntéis a enviar vuestros articulos a TEMat o a
revisar los de vuestros comparieros de estudios.

Guillem Garcia Subies,
presidente de la ANEM.

Madrid, julio de 2018.
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Los sorteos que utilizan las primeras letras de los
apellidos como criterio de seleccion son injustos

&9 Ramiro Martinez Pinilla Resumen: Este estudio pretende cuantificar las diferencias de probabilidad que

Graduado en Matematicas (UPC) se producen al seleccionar un grupo de personas mediante un sorteo en el que se
Estudiante del Master in Advanced obtiene una pareja de letras al azar y se asignan las plazas por orden alfabético de
Mathematics and Mathematical los apellidos. La distribucién de las primeras letras de los apellidos no es uniforme
Engineering (UPC) en la poblacioén, por lo que este sistema no garantiza que todos los participantes

tengan la misma probabilidad de ser seleccionados. Este es un hecho conocido,
pero hasta el momento no se habian calculado estas probabilidades y estos sorteos
se siguen utilizando.

ramiro.martinez@estudiant.upc.edu

Para calcular cada probabilidad de ser elegido realizaremos simulaciones de este ti-
po de sorteos. Analizaremos el margen de error de los resultados y comprobaremos
que, efectivamente, se dan estas diferencias y las desigualdades que se producen
son significativas.

Finalmente se propone una alternativa justa en la que todos los solicitantes tienen
la misma probabilidad de ser seleccionados.

Abstract: This paper tries to quantify the inequalities that are produced when you
select a group of people by means of a draw in which a pair of letters is obtained
at random and the posts are assigned in alphabetical order. The distribution of the
firsts letters of surnames is nonuniform, hence this scheme does not guarantee that
all participants have the same probability of being selected. This is a well-known
fact but, as far as we know, those probabilities have not been computed and this
kind of draw is still being used.

To compute each probability of being selected we simulate many draws of this
kind. We analyze the error of the results and we check that those differences arise
and the inequalities are significant.

Finally, we propose an alternative fair scheme in which all participants have the
same probability of being selected.

Palabras clave: probabilidad, estadistica, simulacién, intervalos de confianza,
sorteos, apellidos.
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Sorteos por apellidos

1. Introduccion

En este estudio analizaremos un tipo de sorteo en el que, de una lista de N aspirantes, se pretende asignar
una plaza a n de ellos, con n < N. En los sorteos que estudiamos se ordenan alfabéticamente sus apellidos
y se obtiene al azar una pareja de letras. A partir de la posicién en la lista marcada por estas dos letras
se comienzan a adjudicar las plazas por orden alfabético, teniendo en cuenta que si se llega a la ZZ se
continda por la AA.

Estos sorteos tienen una serie de problemas. Aunque la eleccién de la pareja de letras sea uniformemente
aleatoria, la distribucién de las primeras letras de los apellidos en la poblacién no es homogénea, y tampoco
lo serd en un grupo concreto de solicitantes. Esto hace que, dada una lista, si realizamos el sorteo, no todos
tengan la misma probabilidad de obtener plaza, y el sorteo sea manifiestamente injusto.

Observacion 1. Durante todo el articulo trataremos con diferentes espacios de probabilidad. Cuando se
escogen las dos letras se hace de forma equiprobable, pues se eligen uniformemente al azar, pero esto
no se traduce en que la distribucién de las plazas sea también equiprobable, pues se trata de un espacio
de probabilidad distinto. En el resultado final del sorteo, al escoger n de los N candidatos el término
equiprobable podria interpretarse como que cada subconjunto de n elementos del conjunto N tenga
la misma probabilidad de ser escogido. Sin embargo, no es necesaria una condicién tan fuerte, pues es
suficiente con que cada candidato individualmente tenga una probabilidad de n/N de ser escogido, pero
no necesitamos que sean eventos independientes. Es por ello que nos fijaremos en esta tltima condicién:
todo candidato ha de tener la misma probabilidad de ser elegido al participar en un sorteo en el que el resto
de candidatos se escogen uniformemente al azar del resto de la poblacién. Esto es lo que denominaremos
de forma abreviada como sorteo justo, pues es lo que realmente esperariamos de este tipo de sorteos.

La distribucién de los apellidos en la muestra de solicitantes reflejard la distribucién de los apellidos dentro
de la poblacién, no siendo tampoco homogénea. En un sorteo justo la distribucién de las plazas deberia
reflejar la de los apellidos dentro de dicha poblacién. Lo importante es que cualquier solicitante tenga la
misma probabilidad de ser admitido, independientemente de las iniciales de su apellido.

Sin embargo, una persona cuyo apellido comience por una letra posterior a una muy frecuente tendra una
menor probabilidad de obtener plaza que otra cuya inicial siga a letras menos frecuentes. Simplificando
el sorteo con una sola letra podemos ver facilmente un ejemplo. Alguien cuyo apellido comience por A
obtendré plaza si en el sorteo se extrae la letra A. Pero, como las letras W, X, Y, Z son muy poco frecuentes
en castellano, es improbable que haya algtn otro solicitante cuyo apellido empiece por alguna de ellas.
Por eso, si la escogida por el sorteo es W, X, Y 0 Z, la persona con apellido que comienza por A tiene también
bastante probabilidad de obtener la plaza. Por otra parte alguien cuyo apellido comience por la letra N
obtendrd plaza cuando sea esta letra la que salga del sorteo, pero tiene pocas posibilidades de obtenerla
si el resultado es una letra anterior, puesto que la probabilidad de que alguno de los otros solicitantes
tenga un apellido que comience por M es elevada. Este mismo razonamiento es igual de valido cuando se
consideran dos letras en vez de una, pues lo iinico que se hace es aumentar el ntimero de variables. Este es
un hecho conocido y se ha publicado en blogs [4], articulos especializados [6] y en la prensa generalista [8]
desde hace décadas.

Un caso extremo sucederia si a un sorteo de una tnica plaza se presentaran dos personas con apellidos
diferentes pero que comenzaran por las mismas dos primeras letras. Aquella con el apellido anterior por
orden alfabético siempre precedera a la otra en el resultado del sorteo, y esta segunda persona nunca
podrd obtener plaza independientemente de las letras seleccionadas.

A pesar de ello, este sistema de seleccién en el que se utilizan las primeras letras de los apellidos para asignar
plazas estd muy extendido y se utiliza, entre otros, en la admisién del alumnado en los centros docentes
de algunas comunidades auténomas [1, 3]. Es importante, por tanto, ir un paso maés alld y comprobar si se
trata de una mera curiosidad tedrica o si en casos reales estas desigualdades son significativas y realmente
se estd discriminando a una parte de la poblacién.

Para cuantificar las posibles diferencias no es suficiente con analizar una muestra concreta, como se ha
hecho en el articulo de la revista de matemaéticas SUMA [6] y en el articulo del diario El Pais [4]. Por ello,
en este trabajo, para calcular la probabilidad de obtener plaza con un apellido concreto, programaremos
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la simulacién de un ntimero suficientemente grande de sorteos utilizando datos de la poblacién espaiiola.
De esta forma, empleando herramientas estadisticas, conseguiremos cuantificar estas diferencias.

Es necesario hacer esto porque no podemos descartar a priori el caso de que, aunque en cada ejemplo
concreto el sorteo sea injusto, globalmente estos desequilibrios puedan compensarse y la esperanza para
cada inicial del apellido sea la misma. Podria ser que con una lista de solicitantes concreta un apellido que
comience por XY se vea perjudicado, mientras que otra lista le beneficie, y la esperanza podria ser la de un
resultado justo. En ocasiones, quienes plantean este tipo de sorteos interpretan que, como es aleatorio,
unas veces perjudicard y otras veces beneficiard y se acabard compensando, confundiendo aleatorio con
uniformemente aleatorio. Descartaremos esta posibilidad pues, fijados N y n, veremos que hay parejas de
iniciales con una probabilidad de obtener plaza significativamente menor que otras.

También habria que tener en cuenta la posibilidad de que la dependencia respecto a los pardmetros N y n
fuera cadtica, y pequeiias variaciones en ellos dieran lugar a distribuciones de probabilidad completamente
distintas, en las que de nuevo unas parejas de iniciales fueran perjudicadas en unos casos y beneficiadas en
otros. Calcular sistemdticamente los porcentajes de probabilidad concretos para cada caso nos permitira
comprobar que esto no es lo que sucede, y que las desigualdades generalmente persisten para diferentes
valoresde ny N.

Analizaremos en ultimo lugar la dependencia geografica de los resultados, pensando sobre todo en las
comunidades con dos lenguas oficiales, repitiendo los experimentos tomando como poblacién inicamente
las comunidades auténomas de Castilla y Leén y del Pais Vasco para asi identificar si existen grandes
diferencias entre ellas. Veremos que, aunque en casos especificos los resultados son diferentes, en lineas
generales obtendremos probabilidades similares.

Para finalizar, propondremos un método justo en el que todos los participantes tengan la misma probabi-
lidad de ser escogidos independientemente de su apellido, teniendo en cuenta que sea sencillo de realizar
y publicar, discutiendo las posibles dificultades técnicas a la hora de implementarlo.

2. Método

Consideraremos como poblacién todos los habitantes de Espaiia a fecha de 1 de enero de 2016 !. Para
la realizacién de este trabajo se han solicitado las primeras letras de los apellidos de la poblaci6n al
Instituto Nacional de Estadistica [2] 2. Ordenamos alfabéticamente estos apellidos para obtener una lista
de 46 524 505 habitantes.

Fijado un ntimero de plazas n y un ntimero de solicitantes N > n, queremos calcular cudl es la probabilidad
pxy de que un solicitante cuyo apellido comience por las letras XY obtenga una plaza, siendo XY la pareja
de letras que queramos estudiar en cada momento. Modelamos cada sorteo como una variable aleatoria
de Bernoulli X que toma valor 1 si obtiene plaza y 0 en caso contrario. Idealmente, en un sorteo justo
pxy = n/N independientemente de XY.

Para obtener una muestra aleatoria simple de estas variables aleatorias programamos un script (algoritmo 1)
en C++ que simule sorteos como los que estamos estudiando.

Queremos calcular la probabilidad de que, si una persona cuyas iniciales comienzan por XY se presenta al
sorteo, obtenga plaza. Para ello, el script selecciona una persona control cuyo apellido comience por XY,
simula todo el sorteo y anota si el candidato control ha obtenido o no plaza en el sorteo.

- L. . , $ , L . .
Utilizaremos la notacién habitual en la que variable < {conjunto} significa que se asigna a la variable
variable un elemento de forma uniformemente aleatoria de entre los del conjunto {conjunto}. Cuando
simplemente utilicemos el simbolo « se trata de una asignacién determinista.

Hemos de tener en cuenta que, como los solicitantes siempre se ordenan alfabéticamente, no todos
aquellos cuyo apellido comience por XY tienen la misma probabilidad de obtener la plaza. En el caso de

1En las simulaciones se han excluido los apellidos con caracteres especiales (73, ¢, ’) o de una sola letra, para facilitar el tratamiento
informaético.

2El INE es la fuente del dato primario, el grado de exactitud o fiabilidad de la informacién derivada por elaboracién propia del
autor es de la exclusiva responsabilidad de este.
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Algoritmo 1 (Sorteo estudiando a un sujeto XY, con N solicitantes y n plazas).
1: subrutina SORTEO
> Elegimos a un candidato control cuyo apellido empiece por las letras que queremos estudiar

2: sujeto control & {poblacién con apellidos que comienzan por XY}
: {candidatos} « sujeto control
> Elegimos al resto de candidatos uniformemente al azar entre el resto de la poblacién
4: parai < 2,..., N hacer

aux & {poblacion} \ {candidatos}
{candidatos} «— {candidatos} U aux

fin para
> Escogemos uniformemente al azar una pareja de letras
$ .
8: letras «— {parejas de letras}
> Encontramos la posicién que determinan en la lista y asignamos las plazas
9: encuentra la posicion de la lista { candidatos} que senala letras
10: asigna plaza a los n primeros candidatos a partir de esta posicion
> Comprobamos si el sujeto control ha recibido plaza
11: si sujeto control ha recibido plaza, entonces
12: X1
13: en caso contrario
14: X <0
15: fin si

16: fin subrutina

que coincidan en el mismo sorteo dos personas con apellidos diferentes que comiencen por las mismas
dos primeras letras, aquella cuyo apellido sea anterior por orden alfabético siempre obtendra su plaza
antes que la otra, independientemente del resultado del sorteo, como ya hemos mencionado previamente.
Por lo tanto, hemos de precisar que llamamos pyy al promedio de las probabilidades de obtener una plaza
de cada una de las personas cuyo apellido comienza por XY. En consecuencia, elegiremos el solicitante
control aleatoriamente entre todas las personas cuyo apellido comience por XY.

La pareja de letras que se obtenga del sorteo no determina directamente si una persona cuyo apellido
comienza por XY obtendra o no plaza. Esto dependerad también de los apellidos del resto de personas
que hayan solicitado esa misma plaza. Por ello completamos la lista con otros N — 1 solicitantes elegidos
completamente al azar de la lista que contiene a toda la poblacién. Podria haber mds solicitantes cuyo
apellido comience también con XY, pero nos aseguramos de que todos ellos sean distintos entre si y del
primero.

Por ultimo, elegimos aleatoriamente un par de letras y anotamos si el individuo inicial ha obtenido una de
las n plazas (X = 1) o no (X = 0). Repetimos este experimento m veces para tener una muestra aleatoria
simple Xj, ..., X;, de tamafio m.

m X

i=1 M

Con esta muestra aleatoria simple, nuestro estimador de pyy serd pyy = ~—. Si m es suficientemente
grande, gracias al teorema central del limite (teorema 1) podemos considerar que

— / 1-
v ~ N | per, Pxv( Pxy) ‘
m

Teorema 1 (teorema central del limite [7]). Si las variables independientes idénticamente distribuidas X;
tienen todas la misma distribucion y media u y desviacion tipica o + 0 finitas, entonces la variable

X4+ Xy —mu
o\m

es asintdticamente normal N (0, 1), es decir, la funcién de distribucién F,,(z) de Yy, verifica para todo z la
relacion

Ym

1 z 2
lim F,(z) = —/ e /2 dx.
m—eo " VZT[ —00

4 https://temat.es/
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En nuestro caso, la media es pyy y la desviacion tipica de las variables de Bernoulli es +/pxy(1 — pxy).
Sustituyendo en la férmula obtenemos
X

X+ +Xn—m == — pxy
N0, 1) ~ 1 m P _ “m p

Vpxy(1 = pxy)Vm [ Po(=pre)

/ 1- "X
N(PXY; P va)) ~ Zis X = Pxy.
m m

Queremos que el estimador pyy nos permita asegurar, con un alto nivel de confianza, que el valor real
se encontrard en un cierto entorno del valor del estimador. Para ello tendremos que tomar un valor
suficientemente grande de m.

Elegimos como entorno [ Pxy — 0,005, pyy + 0,005] y como nivel de confianza, un 99 %. Es decir, queremos
asegurar que con una probabilidad de un 99 % el valor real de la probabilidad pyy satisface que

(1) Pxv € [Pxv — 0,005, Bey +0,005] .
Modificamos la expresion (1) para normalizar el estimador y obtenemos

~0,005 Doy — Py 0,005

< < .
\/va(l—va) \/va(l—va) \/va(l—va)
m m m

Ahora % ~ N(0,1), y queremos que el intervalo definido por (2) abarque al menos un 99 %
YUTPXY

(2)

de probabilidad. Consultamos los cuantiles de la normal y obtenemos que ha de contener al intervalo
[-2,575829, 2,575829].

Para una m concreta, la longitud del intervalo (2) dependeré del valor de pyy y serd minima con pyy = 0,5.
Sustituimos pyy por 0,5 para calcular m, pues asi garantizamos que en cualquier otro caso con esa m
tenemos una confianza superior al 99 %. De esta manera tenemos que para m > 66 349 obtendremos
una estimacion de pyy con la que, efectivamente, podremos asegurar que el valor real se encontraré en el
intervalo (1), con un 99 % de confianza.

Este proceso se ha de realizar para cada pareja de letras XY y para todos los pares (n, N) que queramos
estudiar. Escogeremos diferentes valores de N que sean representativos de las posibles situaciones reales
en las que se utilizan este tipo de sorteos.

3. Resultados

Para obtener las figuras 1 a 3 se ha calculado, para cada letra, la media ponderada de las probabilidades
obtenidas para las parejas que comienzan por esa letra. Se ha tenido en cuenta el peso especifico en la
poblacién de cada pareja de letras entre las que comienzan por la misma inicial.

La figura 1 corresponde al caso n = 10 y N = 20. En un sorteo justo esperariamos que cada solicitante
tuviera una probabilidad de un 50 % de obtener plaza. Observamos, sin embargo, que existen diferencias
significativas entre las probabilidades de las distintas iniciales, que llegan a superar 15 puntos porcentuales.

Si analizamos el caso n = 20 y N = 40 en la figura 2, la probabilidad deseada es de nuevo un 50 %, pero el
resultado experimental sigue sin ser el de un sorteo justo. Observamos que la distribucién es muy similar
a la del caso anterior, aunque no coincide exactamente.

Completamos este primer anélisis con el caso n = 10 y N = 40 (figura 3). Podemos apreciar que las
diferencias relativas entre las iniciales beneficiadas y las perjudicadas se han incrementado respecto a
las figuras 1 y 2, en las que habia una misma proporcién plazas/solicitantes, que no se mantiene en esta
figura. En este caso hay letras que tienen el doble de probabilidad que otras.

TEMat, 2 (2018) e-1SSN: 2530-9633 5
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10 plazas y 20 solicitudes: valor justo 50%
T T T T T T T T T T

Probabilidad de obtener plaza
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Figura 1: Probabilidad para cada inicial (r = 10, N = 20).
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Figura 2: Probabilidad para cada inicial (n = 20, N = 40).
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Figura 3: Probabilidad para cada inicial (n = 10, N = 40).
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Las figuras 1 a 3 muestran que este sistema, basado en las iniciales de los apellidos, da lugar a unas
probabilidades no uniformes, con las que no todos los apellidos tienen las misma probabilidad de obtener
una plaza.

En las figuras 4 y 5 representamos la probabilidad de obtener plaza para los apellidos que comienzan por
AL, CI, HE, KE y MU. Hemos seleccionado estas cinco parejas de iniciales porque representan los diferentes
comportamientos que se pueden dar.

Estudiamos distintos casos dejando el nimero de plazas fijo y observamos el comportamiento de la
probabilidad, a medida que incrementamos el nimero de solicitantes.
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Figura 4: Diez plazas Figura 5: Treinta plazas

En el caso n = 10 (figura 4), aquellos cuyo apellido comience por AL se verdn claramente beneficiados,
con cualquier nimero de solicitantes. Aquellos cuyo apellido comience por HE o MU siempre se veran
perjudicados por este tipo de sorteo. En algunos casos, como los apellidos que comienzan por KE, la
probabilidad real se aproxima bastante bien a la tedrica para los primeros valores del nimero de solicitantes
N, mientras que, a medida que aumentan los solicitantes, resultan beneficiados con una probabilidad
superior a la deseada. Por dltimo, es también interesante el ejemplo de los apellidos que comienzan por
CI, pues se ven beneficiados con un nimero bajo de solicitantes mientras que a partir de 50 solicitantes
su probabilidad de obtener una plaza cae por debajo de lo esperado en un sorteo justo.

En la figura 5 hemos representado el caso n = 30. Observamos que el comportamiento es cualitativamente
muy similar al de la figura anterior, aunque con mayores fluctuaciones, por ejemplo, en los apellidos que
comienzan por CI.

Los cuadros 1 y 2 reflejan la probabilidad de obtener una plaza de aquellos cuyo apellido comience por
las parejas de iniciales mds beneficiadas y perjudicadas en cada caso, en el primer cuadro cuando se
adjudican 10 plazas y en la segunda cuando se adjudican 20.

Cuadro 1: Parejas de iniciales con menor y mayor probabilidad de obtener una plaza (n = 10).

N 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70

prob. tedrica 67% | 50% | 40% | 33% | 29% | 25% | 22% | 20% | 18% | 17% | 15% | 14%
iniciales min. SE MV HG HG GV GV GW HG DK DJ DJ MV
probabilidad | 56% | 41% | 31% | 23% | 19% | 17% | 15% | 13% | 11% | 9% 8% 7%

iniciales méx. AJ AE Al Al AK AJ Al AK AK AK AK AK
probabilidad | 78% | 62% | 53% | 47% | 43% | 40% | 37% | 35% | 34% | 33% | 32% | 32%

Finalmente, en la figura 6 dejamos fijo el ntimero de plazas (n = 10) y variamos de nuevo el niimero de
solicitantes. Para cada ntimero de solicitantes y cada valor de la probabilidad, el color blanco significa que
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Cuadro 2: Parejas de iniciales con menor y mayor probabilidad de obtener una plaza (n = 20).

N 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120 130 140

prob. tedrica 67% | 50% | 40% | 33% | 29% | 25% | 22% | 20% | 18% | 17% | 15% | 14%

iniciales min. SF MV HF GV GV GV DJ DJ DJ DJ NB MV
probabilidad | 56% | 41% | 29% | 22% | 19% | 17% | 15% | 12% | 10% | 9% 8% 6 %

iniciales max. AK AK AK AA Al 77 A A AK AK AK AK
probabilidad | 79% | 62% | 53% | 48% | 43% | 39% | 37% | 35% | 34% | 33% | 33% | 32%

en un sorteo con esas condiciones nadie tiene esa probabilidad de obtener plaza. El color negro significa
que toda la poblacién tiene esa probabilidad (es lo que sucede con 10 solicitantes: toda la poblacién tiene
probabilidad 1). Finalmente, los colores intermedios representan, en escala logaritmica, la fraccién de la
poblacién que tiene esa probabilidad de obtener una plaza. En este caso se ha representado con linea
discontinua verde la probabilidad deseada.

10 plazas
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o
~
=)

o
@
<3

0.50
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1 . . . . . . . . |
10 20 30 40 50 60 70 80 920 100
Numero de solicitantes

Figura 6: Diez plazas

3.1. Analisis de los resultados

Unicamente hemos mostrado una serie de ejemplos en las figuras y los cuadros, pero estos son suficientes
para extraer las conclusiones que buscdbamos.

Podemos concluir, en primer lugar, que, fijados el nlimero de plazas y el de solicitantes, el sorteo no es
justo, pues la probabilidad de obtener una plaza no es la misma para todos los solicitantes, sino que
depende de su apellido. Ademads, como se puede ver en los cuadros 1y 2, asi como en las figuras 4 y 5,
estas desigualdades no son anecdéticas, sino que las diferencias entre los beneficiados y los perjudicados
son muy significativas.

En el caso n = 10 vemos que, cuando el nimero de solicitantes es 15, ya hay apellidos con 22 puntos
porcentuales mds de probabilidad de obtener una plaza que otros y, si el nimero de solicitantes es 30, hay
personas cuya probabilidad de obtener plaza es el doble que la de otras.

Lo mismo sucede si el niimero de plazas ofertadas es 20, pues con 30 solicitantes una persona cuyo apellido
comience por AK tiene 23 puntos porcentuales més de probabilidad de obtener una plaza que otra cuyo
apellido comience por SF. Si el nimero de solicitantes es superior a 60, vuelve a haber apellidos con mas
del doble de probabilidad de obtener una plaza que otros. La existencia de estos casos tan desiguales es
suficiente para replantearse el uso de este tipo de sorteos.
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Es interesante comprobar que estas desigualdades no son un caso particular, sino que se mantienen para
diferentes valores de n y N. Es lo que podemos observar en el comportamiento suave de las figuras 4y 5y
en las similitudes entre ellas. Notamos también que, cuando la proporcién entre plazas y solicitudes es la
misma, los resultados obtenidos para cada pareja de letras son muy similares, con algunas fluctuaciones.
Esta apreciacion se pone de manifiesto tanto en las figuras 1 y 2 como en las figuras 4 y 5.

Aunque por cuestiones de espacio no hemos podido incluir el resto de iniciales ni mds valores para n'y
N, hemos estudiado otros casos y en todos ellos se observan comportamientos similares a los descritos.
Hemos estudiado el comportamiento global de la poblacién en la figura 6 y lo que se observa concuerda
con lo descrito anteriormente. En un sorteo justo toda la poblacién deberia tener la probabilidad deseaday,
sin embargo, vemos cémo hay una franja de probabilidades por encima y por debajo que no es anecdética.
Esto significa que hay personas que (por su apellido) siempre se ven perjudicadas en este tipo de sorteos,
independientemente del nimero de plazas y de solicitantes.

3.2. Dependencia geografica de los resultados

Hasta ahora hemos analizado la dependencia respecto al niimero de plazas y de solicitantes, pero para
conocer la probabilidad real en un caso concreto también habria que tener en cuenta la poblacién que se
considera a la hora de obtener los datos de las frecuencias de los diferentes apellidos.

Unos apellidos son mds comunes en unas regiones que en otras, y tiene interés por si mismo el analizar
cémo repercute esto en este tipo de sorteos. Como ejemplo, repetiremos el mismo experimento tomando
como poblaciones los habitantes de Castilla y Le6n y el Pais Vasco respectivamente.

10 plazas y 20 solicitudes: valor justo 50%
T

1.00 — \ T T T T T T T \

Probabilidad de obtener plaza
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Figura 7: Probabilidad para cada inicial (n = 10, N = 20, Castilla y Le6n).

En las figuras 7 y 8 representamos la probabilidad de obtener una plaza en un sorteo con 10 plazas y 20
solicitantes con un apellido que comience por cada una de las letras del abecedario, obtenida tras calcular
la probabilidad para cada pareja de letras y luego ponderar su peso, tal como hemos hecho anteriormente
en la figura 1.

Observamos que existen diferencias entre ambas graficas y también respecto al caso estatal, con iniciales
que en un caso se ven perjudicadas y en otro beneficiadas y viceversa. Comprobamos también lo que
venimos recalcando en todo este estudio, y es que existen diferencias significativas entre unas iniciales y
otras. Observamos que las diferencias entre comunidades son menores que las diferencias que existen
entre unas letras y otras, y que en general se mantiene la forma cualitativa de las gréficas.

Recalcamos que, aunque tnicamente mostremos el caso n = 10, N = 20, las mismas conclusiones se
deducen del resto de casos, salvo alguna excepcién anecdética. Por ejemplo, al disminuir la proporcién
entre plazas y solicitudes tanto a nivel estatal como en Castilla y Ledn, aquellos cuyo apellido comienza
por B van perdiendo poco a poco su ventaja respecto a otros apellidos, pero incluso con una proporciéon
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10 plazas y 20 solicitudes: valor justo 50%
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Figura 8: Probabilidad para cada inicial (n = 10, N = 20, Pais Vasco).

de solicitudes respecto a las plazas de 10 a 1 todavia siguen siendo beneficiados. Esta caida es mucho més
rapida en el Pais Vasco, donde con una proporcién de 6 a 1 los apellidos que comienzan por B ya pasan a
verse perjudicados.

Este tipo de diferencias pueden observarse mejor en las figuras 9 y 10, en las que analizamos la evolucién
de parejas de letras concretas en un sorteo con 10 plazas cuando incrementamos el nimero de solicitudes.
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Figura 9: Diez plazas (Castilla y Le6n). Figura 10: Diez plazas (Pais Vasco).

Las cinco parejas de letras escogidas a nivel estatal representan bastante bien lo que sucede al comparar
diferentes regiones. Vemos que, a grandes rasgos, los resultados son similares, pero existen algunas
particularidades especificas. Los apellidos que comienzan por CI se ven ampliamente beneficiados en
Castilla y Le6n cuando hay pocos solicitantes; no obstante, esta ventaja es menor y casi inexistente en el
Pais Vasco, donde a su vez la desventaja de los apellidos que comienzan por HE es menos pronunciada.
Esto es lo que veriamos comparando el resto de parejas de letras, la mayoria siguen la misma tendencia
que a nivel estatal pero con algunas diferencias locales.

Analogamente a la figura 6, representamos la distribucién de la poblacién en las diferentes probabilidades
en las figuras figuras 11 y 12. Vemos que el resultado es similar en ambas, con diferencias ligeramente més
pequefias en el Pais Vasco.
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Figura 11: Diez plazas (Castilla y Le6n). Figura 12: Diez plazas (Pais Vasco).

El método de sorteo es injusto independientemente de la region, y no se esperan mayores diferencias en
otras comunidades auténomas a las ya estudiadas.

4. Propuesta alternativa de sorteo

Nuestro objetivo es encontrar una forma de seleccionar n candidatos de un conjunto de N con la que
cada uno de ellos individualmente tenga una probabilidad de /N de ser escogido.

Para ello lo mds natural seria ordenar a los candidatos (por ejemplo, por orden alfabético) y esco-

. $ . . .
ger uniformemente al azar un entero m « [1, N|. Entonces asignariamos plazas a los candidatos
mm+1,...,m+ (n—-1) méd N. Es inmediato comprobar que para cualquier candidato la proba-
bilidad de obtener plaza es exactamente n/N.

Esto nos lleva a preguntarnos por qué no se utiliza directamente este método en lugar del actual. Una de
las razones esgrimidas por la administracion es que el sorteo ha de ser justo pero también facil de publicar
y de ser reutilizado en multiples casos. Seglin su argumento, una pareja de letras XY publicada en el boletin
oficial de la comunidad auténoma les sirve para asignar plazas en diferentes centros, mientras que con el
método natural seria necesario realizar un sorteo especifico para cada centro, dada la dependencia con N,
que sera diferente en cada caso.

Se trata de un argumento falaz, porque es posible disefiar un sistema que sea a la vez sencillo de auditar y
que otorgue la misma probabilidad de obtener plaza a todos los solicitantes. Si pensamos desde el punto
de vista de una implementacion informaética, requeririamos un generador de niimeros pseudoaleatorios
que tome como entrada una N y produzca como salida un entero médulo N de forma uniformemente
aleatoria. Lo tinico que seria necesario publicar en el boletin oficial de la comunidad auténoma seria la
descripcién del generador utilizado y una semilla (el estado interno del generador, que una vez especificado
lo transforma en una funcién determinista).

Habitualmente, un generador de nlimeros pseudoaleatorios produce como salida un entero en un intervalo
[1, RAND_MAX] (dependiendo de la implementacién, el intervalo puede comenzar en el 0, pero se trata
de casos equivalentes). Si escogemos uniformemente un entero de ese intervalo y nos quedamos con
él, médulo N, esto no garantiza que la distribucién sea equiprobable. Si RAND_MAX no es un multiplo
de N lo podemos escribir como RAND_MAX = ¢N + r, con ¢ = | RAND_MAX/N] y r = RAND_MAX —
N | RAND_MAX/N]. Los enteros m € [1, r] tendrdn una probabilidad (¢ + 1) /(RAND_MAX), mientras
que los enteros m € [r + 1, N] tendrdn tinicamente una probabilidad ¢/(RAND_MAX).

Si RAND_MAX es suficientemente grande podemos hacer este error tan pequeiio como queramos. Si no
es suficiente tolerar pequefios errores sino que queremos que exactamente todo el mundo tenga la misma
probabilidad, entonces la estrategia mds comun seria forzar que RAND_MAX fuera un mdultiplo de N.
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Habitualmente esto se consigue ejecutando el generador de nimeros pseudoaletorios y aceptando la salida
Unicamente si pertenece a un intervalo que si sea multiplo de N, por ejemplo [1, cN]. Esto nos lleva a
descartar las salidas m € [¢N + 1, RAND_MAX]. Si rechazamos la salida, volvemos a ejecutar el generador
hasta obtener un nimero en [1, cN], lo que garantiza que al hacer médulo N todos los resultados tengan
la misma probabilidad. Se trata de un compromiso entre el error que estamos dispuestos a asumir y el
nuamero de ejecuciones del generador que podamos utilizar (la probabilidad de que en la i-ésima ejecucién
no hayamos obtenido una salida vélida decae exponencialmente en i).

Nos encontramos ahora con que estos descartes que nos vemos obligados a realizar para obtener una
salida realmente equiprobable dependen nuevamente de N. Una primera aproximacion seria forzar que
el RAND_MAX efectivo después de hacer los rechazos sea ahora un multiplo del minimo comtn multiplo
entre 1,2,..., N_MAX, donde N_MAX sea una cota al nimero maximo de solicitantes que esperamos.
De esta forma, al hacer médulo por cualquier natural menor que N_MAX tendriamos una distribucién
equiprobable. Esto no es implementable, puesto que la sucesién de mem (1, 2, 3, ..., n) crece demasiado
rapido como para que sea practico utilizarlos, tal como se puede comprobar en La Enciclopedia On-Line
de las Secuencias de Numeros Enteros (OEIS, por sus siglas en inglés) [5].

La solucién més sencilla seria, entonces, publicar tinicamente la semilla que se va a utilizar con el generador
de ntimeros pseudoaleatorios y, en cada caso, realizar el nimero de ejecuciones necesarias, tal como se ha
explicado, para obtener un entero uniformemente distribuido en [1, N]. Como la semilla se ha fijado desde
un primer momento, el nimero de rechazos necesarios es determinista y sigue siendo posible auditar el
sorteo.

Esta es una posible implementacién de un sorteo que cumpla las condiciones explicitadas en la observa-
cién 1, pero podria implementarse de otra forma, siempre que respetara esas condiciones y no acabase
discriminando a parte de la poblacién.

5. Conclusiones

Al plantear y mantener este sorteo como criterio de desempate, da la impresién de que los legisladores
supusieron que el hecho de que el sorteo sea aleatorio implica que todos los participantes han de tener la
misma probabilidad de obtener una plaza. Sin embargo, este estudio demuestra que este no es el caso.
Solo con tener unas nociones bdsicas sobre probabilidad podemos aplicarlas para detectar una situacién
injusta, en la que, sin pretenderlo, se estd discriminando a una parte de la poblacién.

Ante situaciones como esta se pone de manifiesto que, aunque el conjunto de la poblacién no va a tener
que utilizar habitualmente contenidos matemaéticos de un nivel avanzado, si que es imprescindible haber
adquirido la competencia matemaética necesaria para entender problemas como el que aqui se plantea.
Por ejemplo, para la mayoria de la poblacién no es necesario conocer los pormenores del teorema central
del limite, pero si tener suficientemente claro el concepto de probabilidad, para no llegar a la conclusién
errénea de que el sorteo es justo a partir del hecho de que todas las parejas de letras tienen la misma
probabilidad.

Una de las razones por las que posiblemente este tipo de sorteos se mantienen, a pesar de ser injustos,
podria ser la dificultad para calcular analiticamente cada una de las probabilidades, debido a la gran
cantidad de variables a considerar. Como el resultado depende de la poblacién concreta, del ntimero
de plazas y del namero de solicitudes, no hay una férmula sencilla que exprese las probabilidades para
poder evidenciar ante las administraciones que el procedimiento es manifiestamente injusto. Sin embargo,
aunque no sea facil obtener una solucién analitica al problema, cualquier ordenador personal tiene
capacidad para realizar todos los célculos necesarios, y la estadistica nos proporciona las herramientas para
asegurar qué nivel de fiabilidad tienen los resultados obtenidos. De esta forma, combinando matematicas,
estadistica y la potencia de cédlculo de un ordenador, podemos no solo afirmar que este tipo de sorteos
discriminan a una parte de la poblacién, sino también cuantificar las diferencias que se producen.
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El duodécimo problema de Hilbert
para cuerpos cuadraticos imaginarios
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El duodécimo problema de Hilbert

1. Introduccion

En 1900, Hilbert propuso veintitrés problemas de diferentes dreas de las matemadticas que no habian sido
resueltos hasta ese momento y que influirian de manera notable en el desarrollo de las matematicas
del siglo xx. La mayoria de ellos fueron resueltos posteriormente, mientras que algunos continian hoy
sin resolver (véase el libro de Schappacher [10]). En este articulo vamos a ver uno de los problemas del
segundo grupo, que es el nimero doce: el duodécimo problema de Hilbert, también conocido como
Jugendtraum de Kronecker (suefio de juventud de Kronecker en alemén). Para més informacién histérica
del problema, constiltense el libro de Vladut [13] y las notas de Breiding y Samart [1].

El enunciado del duodécimo problema de Hilbert es el siguiente:

Problema 1 (Duodécimo problema de Hilbert). Sea K un cuerpo numérico. Determinar explicitamente
los elementos de un sistema de generadores de la extensién abeliana maximal K2 de K.

Lo primero que vamos a hacer es entender este enunciado. Para ello, vamos a dar algunas pinceladas de la
teoria de Galois (si el lector la conoce, se puede saltar esta parte; si, por el contrario, desea conocerla con
mayor profundidad de lo aqui mostrado, puede consultar el capitulo V del libro de Hungerford [4] o las
notas de Milne [8]).

Sean K y L dos cuerpos de forma que K C L. Decimos entonces que L es una extensién de K o que L/K
es una extension de cuerpos. N6tese que L se puede ver como un espacio vectorial con escalares en K
en el que la operacién externa es el producto en L. Este espacio se llama el K-espacio vectorial L, y una
base de dicho espacio se llama K-base de L. La extensién L/K es finita si el K-espacio vectorial L tiene
dimensioén finita.

Definicion 1. Un cuerpo numérico es una extension finita de Q.

Por ejemplo, el conjunto
QV2)={a+bV2|abeQ}

es un cuerpo numeérico: se puede comprobar que tiene estructura de cuerpo y claramente contiene a
todos los nimeros racionales. Ademads {1, V2} es una base del Q-espacio vectorial Q(v2), por lo que tal
espacio tiene dimensi6n 2.

El concepto de cuerpo numérico es fundamental en esta teoria. Presentaremos todo lo que necesitamos
saber sobre ellos. Sin embargo, el lector interesado en conocer mds informacién puede consultar el capitulo
2 del libro de Marcus [7].

En este ejemplo, la notacién Q(V2) significa que se trata del menor subcuerpo de C que contiene a Q y
V2 para la inclusién de conjuntos. Es decir, si L es otro subcuerpo de C tal que Q C Ly V2 € L, entonces

Q(V2) c L.

Mas generalmente, si K es un subcuerpo de Cy x € C, K(x) denota el menor subcuerpo de C que
contiene a K y a x. Esta notacién se extiende de manera natural a un subconjunto S C C: K(S) es el menor
subcuerpo de C que contiene a K y a S. El conjunto S se llama sistema de generadores de la extensiéon
L/K. Partiendo de un sistema de generadores de L/K, podemos obtener una K -base de L.

Definicion 2. Sea L/K una extension de cuerpos. Se define el grupo de Galois de L/K como el grupo
Gal(L/K) = {o € Aut(L) | o(a) = @ paratodoa € K}
con la composicion de aplicaciones, donde Aut(L) es el grupo de automorfismos de cuerpos de L.

El grupo de Galois es un objeto fundamental desde el punto de vista de la teoria de Galois. Este grupo se
puede describir de una manera ma4s facil cuando la extensién es de Galois. La definicién de extensién de
Galois no la vamos a necesitar en este articulo. Todo lo que vamos a necesitar saber de estas extensiones
es que nos permiten definir el concepto de extension abeliana.

Definicion 3. Una extensién de cuerpos L/K se dice abeliana si es de Galois y Gal(L/K) es abeliano.

Definicion 4. Sea K un subcuerpo de C. Una extensién abeliana L de K se dice maximal si para toda
extension abeliana M de K tal que L C M se tiene que L = M.
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La extension abeliana maximal de un tal subcuerpo K siempre existe, y es inica salvo isomorfismo que
fije los elementos de K. Asi, el duodécimo problema de Hilbert nos propone, dado un cuerpo numérico K,
hallar un sistema de generadores de la extensioén abeliana maximal de K. Preguntamos ademds por la
forma explicita de tales generadores, es decir, queremos expresarlos en términos de objetos matemaéticos
conocidos.

Como ya hemos mencionado, el caso general del duodécimo problema de Hilbert permanece sin resolver
a dia de hoy. Sin embargo, estd completamente resuelto para tres casos particulares de K:

1. Cuando K es el propio cuerpo Q de los niimeros racionales.

2. Cuando K es un cuerpo cuadrético imaginario (es decir, de la forma K = Q(+/—n), con n un entero
positivo).

3. Cuando K es un cuerpo de multiplicacién compleja.

El tercer caso es mas complicado y no lo vamos a tratar en este articulo (una demostracién se puede
encontrar en el articulo de Wei [14]). El objetivo fundamental es probar el segundo caso, es decir, el
caso cuadratico-imaginario. Primero veremos la solucién para el caso 1 (también conocido como caso
ciclotémico; en la siguiente seccién veremos por qué) y esto nos permitird plasmar algunas de las ideas
que utilizaremos en el caso 2. Para entender la resolucién de este segundo caso, utilizaremos la teoria de
cuerpos de clases y la teoria de curvas elipticas con multiplicacién compleja.

2. El caso ciclotomico

En esta secciéon vamos a resolver el duodécimo problema de Hilbert para el primer caso de los listados
anteriormente. En este caso, el problema es el siguiente:

Problema 2. Determinar explicitamente un sistema de generadores de la extensién abeliana maximal Q2

de Q.

La resolucion de este problema pasa por el estudio de las extensiones ciclotémicas de Q (de ahi que este
problema sea nombrado como el caso ciclotémico del duodécimo problema de Hilbert).

Sea m € Z. El conjunto de las raices complejas m-ésimas de la unidad (es decir, las raices del polinomio
X" —-1lenC)es .

(e |kefo,...,m—1}}.
Si consideramos el producto de niimeros complejos, este conjunto tiene estructura de grupo ciclico (es
decir, estd generado por un solo elemento). Cualquier generador de dicho grupo es llamado raiz m-ésima
primitiva de la unidad. Usando teoria de grupos bdasica (véase el libro de Hungerford [4, capitulo 1,
teorema 3.6]), se puede ver facilmente que el conjunto de tales raices es

2mik

{e"n | ke{o,...,m—1}, mcd(k, m) =1},
donde mcd(k, m) denota el maximo comuin divisor de k y m.

Definicion 5. Sea m € Z.y. La m-ésima extension ciclotémica de Q se define como

2mi

K =Q(em).

Como primer apunte, una extensioén ciclotémica K de Q es un cuerpo numérico. En efecto, es un cuerpo
que, por definicion, contiene a Q, y el conjunto de las raices m-ésimas primitivas de la unidad es una base
de K como Q-espacio vectorial (esto se puede deducir, por ejemplo, del libro de Marcus [7, teorema 3]).

Cualquier extension ciclotémica de Q es de Galois (véase la proposicién 5.8 de Milne [8]). Otra propiedad
que tiene la extension ciclotémica m-ésima es que se puede expresar como K = Q(&), donde ¢ es cualquier
raiz m-ésima primitiva de la unidad. Esto hace que la aplicacién

Z/mz)" — Gal(Q($)/Q)

k — £ &k
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sea un isomorfismo de grupos, donde (Z/mZ)* denota al grupo de los enteros médulos m invertibles para
el producto (es decir, los de la forma k con k € Z coprimo con m). Esta aplicacién se llama aplicacién de
Artin de la extension ciclotémica. Asi, como el grupo (Z,/mZ)* es claramente abeliano y es isomorfo al
grupo de Galois de Q(¢)/Q, concluimos que Q(¢) es una extension abeliana de Q.

Asi, hemos probado que cualquier extension ciclotémica de QQ es una extension abeliana de Q. De hecho,
se tiene un resultado mucho mads potente:

Teorema 1 (teorema de Kronecker-Weber). Cualquier extension abeliana y finita de Q estd contenida en
una extension ciclotomica.

Este resultado es muy conocido en teoria de niimeros y se puede probar usando teoria de cuerpos de
clases, que introduciremos en la siguiente seccién, aunque no veremos la demostracién. El lector puede
consultar una demostracién usando este enfoque en el libro de Cox [2, teorema 8.8]. También es posible
probarlo usando técnicas de teoria algebraica de ntimeros [7, capitulo 4, ejercicios 29-36].

El teorema de Kronecker-Weber nos permite resolver el duodécimo problema de Hilbert para el caso
que tratamos. Para entender como, debemos introducir un concepto més de teoria de Galois. Dados dos
subcuerpos K y F de C, en general su unién K U F no es un cuerpo. Pero no hay ningiin problema en
considerar el menor subcuerpo de C (de nuevo para la inclusién) que contiene a ambos. Este cuerpo se
llama la composicién de K y F, y se denota por K V F. De manera completamente andloga se define la
composicién de una cantidad arbitraria de subcuerpos de C. Claramente, si F € K, K V F = K.

La clave en el problema que nos compete es que la composicién de extensiones abelianas de un mismo
cuerpo es de nuevo abeliana (pues hay un monomorfismo de grupos del grupo de Galois de la composicion
en el producto directo de los grupos de Galois de cada extensién). Por tanto, la extensién abeliana maximal
de Q se puede escribir como la composicién de todas las extensiones abelianas de Q. En particular,
esto prueba que la extensiéon abeliana maximal de Q existe y es tinica salvo Q-isomorfismo, y el mismo
razonamiento sirve si sustituimos Q por cualquier subcuerpo K de C.

Ahora bien, la composicién de cuerpos, tal y como la hemos definido, es claramente conmutativa y
asociativa. Usando el teorema de Kronecker-Weber y que las extensiones ciclotémicas son abelianas,
podemos reordenar los cuerpos de la expresion de Q2® de forma que agrupemos los que estdn contenidos en
la misma extension ciclotémica. Asi, Qab es de hecho la composicién de todas las extensiones ciclotémicas
de Q, es decir,

Qab = VmeZ>0Q(§m)»

donde &, es una raiz m-ésima de la unidad.

Queda, pues, determinar el menor cuerpo que contiene a todas las extensiones ciclotémicas de Q. Lo
Gnico que tenemos que hacer es reunir los generadores de todas ellas. Es decir,

Q™ = Q(u),

donde u es el conjunto de todas las raices de la unidad. Este conjunto es, por tanto, un sistema de
generadores de Q% /Q. Esto resuelve el primer caso.

3. Teoria de cuerpos de clases

Para resolver el caso cuadrdtico-imaginario del duodécimo problema de Hilbert, la teoria de cuerpos
de clases serd una herramienta crucial. En esta seccién veremos la formulacién cldsica de esta teoria,
que se encarga del estudio del grupo de Galois de las extensiones abelianas de un cuerpo numérico K
fijado usando la aritmética de K (més adelante veremos qué significa esto tltimo). Como los contenidos
expuestos a continuacién son de un elevado nivel técnico, no los vamos a presentar minuciosamente en
este articulo, sino que daremos algunas pinceladas para facilitar su comprensién. Para conocer los detalles
se recomienda al lector consultar el libro de Cox [2, capitulo 2, seccién 8].

Antes de empezar, necesitamos dos conceptos basicos en teoria algebraica de nimeros.

Definicion 6. Un entero algebraico es cualquier raiz de un polinomio ménico con coeficientes enteros.
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Definicion 7. Sea K un cuerpo numérico. Se define el anillo numérico Ok asociado a K como el conjunto
de los enteros algebraicos de dicho cuerpo numérico.

El anillo numérico de un cuerpo numérico K, como su propio nombre indica, tiene estructura de anillo.
Mads atin, se trata de un dominio de integridad (un anillo conmutativo y unitario sin divisores de cero), por
lo que podemos considerar su cuerpo de fracciones. Resulta que K es isomorfo al cuerpo de fracciones de
su anillo numérico Ok, por lo que no puede haber dos cuerpos numéricos que tengan el mismo anillo
numérico asociado.

También necesitaremos el concepto de ideal fraccionario del anillo de enteros.

Definicion 8. Sea K un cuerpo numérico. Se define un ideal fraccionario de O como un subconjunto
a C K dela forma
a=al,

donde « € K e I es un ideal de Ok.

El nombre de ideal fraccionario se debe a que K es isomorfo al cuerpo de fracciones de Ok. Con esta
definicién, cuando a un ideal de Ok le multiplicamos un elemento de su cuerpo de fracciones, que es K,
obtenemos un ideal fraccionario. De hecho, esta definicién se puede hacer més general tomando cualquier
dominio de integridad y su cuerpo de fracciones.

Un apunte importante es que es que el conjunto Ix de los ideales fraccionarios tiene estructura de grupo
cuando consideramos el producto natural (a I) (8]) = (@ 8) (I]) de ideales fraccionarios.

La teoria de cuerpos de clases se puede formular para un cuerpo numérico K general, pero nosotros
tomaremos un cuerpo cuadratico imaginario. El motivo es que es todo lo que necesitamos para resolver
el segundo caso del duodécimo problema de Hilbert, y la teoria ademds en este caso presenta algunas
simplificaciones. Por tanto, de aqui en adelante K siempre denotard un cuerpo cuadrdtico imaginario.

El primer concepto que vamos a introducir es el de subgrupo de congruencia para un ideal m de Ok fijado.

Antes de esto, definimos el conjunto Ix (1) como el conjunto de los ideales fraccionarios de Ok coprimos
con nm. No vamos a ver la definicién rigurosa, pero la idea es que tanto ideales fraccionarios como ideales
tienen factorizacién tnica como productos de ideales primos de Ok, y son coprimos si no comparten
ideales primos en sus factorizaciones (como en el caso de los niimeros enteros coprimos). Tiene estructura
de grupo, pues se trata de un subgrupo de Ix.

Un ideal fraccionario a = « I es principal si I es un ideal principal de Ok, es decir, generado por un solo
elemento, digamos I = (8). En tal caso, a estd generado por a 8 como Og-mddulo, es decir, a = (@ §8).
Asi, dentro de Ix(m), definimos el grupo Pg,;(m) de los ideales fraccionarios principales (@) coprimos
conm talesque @ — 1 € m.

Definicion 9. Sea m un ideal de Ok. Se dice que un subgrupo G del grupo Ix de los ideales fraccionarios
de Ok es un subgrupo de congruencia para 1 si Px,1(m) C G C Ix(m).

El siguiente concepto que vamos a introducir es el de simbolo de Artin, pero no lo haremos de manera
rigurosa, sino que daremos una idea.

Sea L una extension abeliana de K. Sea m un ideal de Ok divisible por todos los primos de K que ramifican
en L. Esta condicién se necesita para que la definicién de simbolo de Artin que haremos en breves
momentos sea correcta, pero no necesitamos saber qué significa. El lector puede encontrar la definicién
de ramificacién en el libro de Marcus [7, capitulo 3, pagina 71].

Sea a € Ix(m). El simbolo de Artin de L/K sobre a, denotado por (L{TK), es un elemento del grupo de

Galois Gal(L/K) de forma que la aplicacién

@Dy ;. Ixg(m) — Gal(L/K)
N

sea, en cierto sentido, una generalizacién de la aplicacién de Artin que vimos en el caso ciclotémico. Esta
aplicacion @, se llama aplicacién de Artin de L/K para m.
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Con los conceptos introducidos hasta ahora, estamos preparados para ver el resultado clave de la teoria
de cuerpos de clases.

Teorema 2 (teorema de existencia). Sea m un ideal de Ok y sea G un subgrupo de congruencia para m.
Entonces existe una tinica extension abeliana L de K tal que:

1. m es divisible por todos los primos de K que ramifican en L.
2. G = Ker(®y,), donde @, es la aplicacién de Artin de L/K para m.

La demostracidén de este teorema estd fuera del alcance de este articulo y puede consultarse en el libro de
Janusz [5, capitulo v, teorema 9.16]. Nuevamente, el resultado 1 del teorema anterior es una condicién
necesaria para que la aplicacion de Artin @, de la extensién L/K para m esté bien definida. El resultado 2
nos permite, usando otro resultado llamado teorema de reciprocidad de Artin (Cox [2, teorema 8.5]),
establecer un isomorfismo de grupos entre Gal(L/K) y el grupo cociente Ix (m)/Ker(®y,). Esto ilustra la
idea de la teoria de cuerpos de clases: hemos logrado determinar la estructura del grupo de Galois de
extensiones abelianas de K usando los grupos de ideales fraccionarios de Ok (lo que hemos llamado
anteriormente como aritmética de K).

Pero mas que los resultados 1 y 2 del teorema anterior, lo que nos interesa en este articulo es que, fijados
un ideal de Ok y un subgrupo de congruencia para este ideal, existe una tnica extension abeliana L de K
cuyo grupo de Galois podemos describir en términos del ideal y el subgrupo de congruencia. Esto nos va a
permitir introducir un concepto fundamental para nuestros propésitos.

Definicion 10. Sea m un ideal de Ok. Se define el cuerpo de clases radiales de K para m, denotado por
K., como la extension abeliana dada por el teorema anterior cuando tomamos el ideal m y el subgrupo de
congruencia G = Py 1(m).

Ademads, nos va a interesar un caso concreto del cuerpo de clases radiales de K.

Definicion 11.  Se define el cuerpo de clases de Hilbert de K, denotado por H, como el cuerpo de clases
radiales de K para el ideal m = Ok.

La importancia del cuerpo de clases radiales de un cuerpo cuadrético imaginario radica en que juega el
papel de las extensiones ciclotémicas en el caso ciclotémico. En efecto, los cuerpos de clases radiales de K
son por definicién extensiones abelianas de K, y se tiene ademads el siguiente resultado:

Teorema 3. Dada una extension abeliana L de K, existe algtin ideal m de Oy tal que L C Ky,.

Utilizando el mismo razonamiento que en el caso ciclotémico, obtenemos lo siguiente:

Corolario 4. Sea K un cuerpo cuadratico imaginario. Entonces,

b
K*® = VanKKm-

Y, por tanto, si calculamos un sistema de generadores de K;,/K para cada ideal m de Ok, la unién de todos
ellos serd un sistema de generadores de K?°. Hemos, pues, reformulado el problema: queremos describir
explicitamente un sistema de generadores de cada cuerpo de clases radiales K, de K.

4. Curvas elipticas y multiplicacion compleja

Sin perder de vista nuestro objetivo, que es describir explicitamente todos los cuerpos de clases radiales
K., de un cuerpo cuadrético imaginario K, hacemos una pausa para introducir la teoria de curvas elipticas
y multiplicacién compleja. En la introduccién comentamos que queremos describir los generadores que
vamos a obtener en términos de objetos matemadticos conocidos. Estos objetos se encuadran en la teoria
que vamos a introducir en esta seccién. La principal referencia utilizada es el libro de Silverman [11].
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4.1. Curvas elipticas: definicion y propiedades

Una curva eliptica es un caso particular de lo que llamamos curva algebraica plana. La definicién de curva
algebraica plana es algo elaborada y no la vamos a ver (para una definicién rigurosa, véanse los capitulos 1
y 2 del citado libro de Silverman [11]). Se trata, esencialmente, de una abstraccién de la idea intuitiva que
tenemos de curva en el plano afin A%(R), que corresponde al conjunto de puntos de R?> que pertenecen a
dicha curva. La idea es sustituir el cuerpo R por un cuerpo F. Asi, los puntos de una curva algebraica C
estan en el espacio afin A%(F) (tienen sus coordenadas en F) y vendran dados por una ecuacién de la
forma
C: g(x,y)=0,

donde pedimos que g € F[x, y] sea un polinomio. Esta ecuacion se llama ecuacién afin de la curva C.
Pero debemos, ademds, admitir que una curva pueda tener (o no) por punto cualquiera de los puntos de
la recta del infinito del espacio proyectivo IP>(R). Para poder definir esto, debemos expresar los puntos
de la curva con coordenadas proyectivas (u homogéneas), es decir, como elementos de ]Pz(]R). Esto lo
podemos hacer mediante una ecuacién

C: G(.X(),Xl,xZ) = 0,

donde G € F[xy, x1, X] es un polinomio homogéneo. Esta ecuacién se llama ecuacién proyectiva de la
curva C.

Asi, una curva algebraica es esencialmente el conjunto de puntos dados por una ecuacién afin o proyectiva.
7 : — X X2

Para pasar de la afin a la proyectiva, hacemos G(xy, x1, x2) = g(x—l, Z)' Este proceso se conoce como

proyectivizacién. Por el contrario, para pasar de la proyectiva a la afin, hacemos g(x, y) = G(x, 1, y). Este

proceso se conoce como deshomogeneizacion.
Definicion 12. Sea F un cuerpo con caracteristica distinta de 2 y 3. Una curva eliptica E definida sobre F
es una curva algebraica con ecuacién afin
E:y?=4x’-gx-g,
donde &, g € Fygs —27g2 # 0.

El conjunto de puntos de una curva eliptica definida sobre F, denotado por E(F), viene dado por los puntos
afines (x, y) con coordenadas en F y un punto en la recta del infinito, con coordenadas homogéneas [0, 1, 0],
que denotamos por oo (en adelante llamado punto del infinito). El motivo es que si proyectivizamos la
ecuacion de la curva veremos que el punto del infinito la satisface.

Esta bastante claro que una curva eliptica no viene dada por una tinica ecuacién, pues podemos hacer
cambios de variables que transformen la ecuacién de la definicién anterior en otra ecuacién de la forma
g(x,y) = 0 con g € F[x, y]. Pero una curva eliptica si que tiene una tnica ecuacién en la forma de la que
aparece en la definicién 12, que se llama ecuacién de Weierstrass de la curva eliptica.

A continuacién introducimos el concepto de j-invariante de una curva eliptica, que es un objeto que va a
ser fundamental en nuestros propdsitos.

Definicion 13. Sea E una curva eliptica definida sobre F con ecuacién de Weierstrass
E:y*=4x - xX—g.
Se define el j-invariante de E como el nimero
3
J(E) = 1728 Tyl
Notese que j(E) estd bien definido porque, por definicién de curva eliptica, gg’ - 27 g32 # 0.

Sea E una curva eliptica definida sobre un cuerpo F. Podemos definir una operacién binaria sobre el
conjunto de puntos E(F) de la curva E que lo dota de estructura de grupo abeliano. El elemento neutro
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[ Q

P+Q

Figura 1: Suma de puntos en una curva eliptica.

de E(F) es el punto del infinito. Para ver como se suman dos puntos, vamos a considerar el caso en que
nuestra curva eliptica tiene coeficientes reales. Entonces podemos representarla graficamente, como en la
figura 1.

Para sumar dos puntos Py Q, seguimos el procedimiento indicado en la figura: trazamos la recta que pase
por los puntos Py Q, que cortard a la curva eliptica en un tercer punto, y P + Q es el simétrico de este
punto respecto del eje horizontal.

Si utilizamos coordenadas afines, podemos calcular las coordenadas de P+ Q en funcién de las coordenadas
de Py Q. Estas expresiones son las que utilizamos para definir la suma de puntos de una curva eliptica
definida sobre un cuerpo arbitrario (véase el libro de Silverman [11, capitulo 3, seccién 2]). Podemos
deducir también graficamente que el opuesto de un punto P de E es el simétrico de P respecto del eje
horizontal, y que la suma es conmutativa. Por supuesto, esto no es una demostraciéon general porque no
todas las curvas elipticas tienen una representaciéon como la de la figura 1.

4.2. Curvas elipticas con multiplicacion compleja

En esta seccién vamos a establecer qué significa que una curva eliptica definida sobre el cuerpo C de
los ntimeros complejos tenga multiplicacién compleja. Esta familia de curvas tienen algunas buenas
propiedades que aprovecharemos para llevar a cabo la construccion explicita que buscamos.

Empezaremos esta seccion introduciendo el concepto de isogenia. Sean E y E’ curvas elipticas definidas so-
bre un mismo cuerpo F. Un morfismo de curvas elipticas ¢: E — E’ es, esencialmente, una aplicacién
entre los conjuntos de puntos ¢: E(F) — E’(F) tales que, para cada (x, y) € E(F), las coordenadas de
¢(x, y) vienen dadas por funciones racionales de x e y (o sea, sumas, restas, multiplicaciones y divisiones
de x e y). Esto solo sirve como idea y no como definicién rigurosa porque tiene algunos problemas técnicos
(se puede ver una definicion rigurosa y mds general en el libro de Silverman [11, p4g. 12]). Habitualmente
la notacién para estos morfismos serd ¢: E — E’, y estaremos entendiendo que hay una aplicacién
bien definida entre los conjuntos de puntos de E y E’. Una isogenia es un caso particular de morfismo de
curvas elipticas.

Definicion 14. Sean E y E’ curvas elipticas definidas sobre un mismo cuerpo F. Una isogenia de E a E’
es un morfismo de curvas elipticas ¢: E — E’ que manda el punto del infinito de E al punto del infinito
de E’.

Por ejemplo, si E es una curva eliptica, el morfismo ¢: E — E que manda cada punto a si mismo es una
isogenia, porque en particular manda el punto del infinito a si mismo.

Veamos un ejemplo mds interesante. Sea E una curva eliptica definida sobre un cuerpo F de caracteristica
0y sea m € Z. Recordemos que E(F) tiene estructura de grupo, por lo que dado P € E(F), podemos
sumar P consigo mismo un nimero arbitrario de veces. Asi, tenemos definido un morfismo de curvas
elipticas dado por

[m]: E(F) — E(F)
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de forma que, para P € E(F), [m](P) es la suma de P m veces si m es positivo o la suma de P —m veces si
m es negativo. Si m = 0, parece légico convenir que la suma de P 0 veces es el neutro del grupo, o sea .
Por definicién de elemento neutro, [m] es una isogenia. La llamaremos multiplicacién por m.

Definicion 15. Sea E una curva eliptica. Se define el anillo de endomorfismos de E como el conjunto

End(E) = {¢: E — E | ¢ es isogenia}.

El anillo de endomorfismos de una curva eliptica tiene, en efecto, estructura de anillo con las operaciones

(¢ +¥)(P) = ¢(P) + y(P),
(PY)(P) = ¢ o Y(P).

Por ejemplo, los morfimos multiplicacion por m son endomorfismos de una curva eliptica E.

Definicion 16. Sea E una curva eliptica definida sobre C. Decimos que E tiene multiplicacién compleja
si End(E) tiene mads elementos aparte de los morfismos multiplicacién por m.

Para curvas elipticas definidas sobre otros cuerpos no hemos definido qué significa que una curva eliptica
tenga multiplicacién compleja. Por tanto, cada vez que digamos que una curva eliptica tiene multiplicacién
compleja obviaremos que esté definida sobre C (o un subcuerpo de C).

Teorema 5. Sea E una curva eliptica con multiplicacion compleja. Entonces, el anillo End(E) de endo-
morfismos de E es isomorfo a un orden en un cuerpo cuadrdtico imaginario.

Un orden en un cuerpo numérico es un subanillo de ese cuerpo numérico que generaliza la nocién de
anillo numérico. El anillo numérico de un cuerpo numérico es un orden y, ademads, es el maximal (para la
inclusién). Asi, si E es una curva eliptica con multiplicacién compleja, puede suceder que End(E) = Ok.
En tal caso, diremos que E tiene multiplicacién compleja por Ok. Este tipo de curvas tienen propiedades
adicionales y son las que utilizaremos para resolver el caso cuadratico-imaginario.

Sea E una curva eliptica con multiplicacién compleja por Ok . Sabemos entonces que End(E) y Ok son
anillos isomorfos. Resulta que podemos tomar un isomorfismo de anillos

[[]: Ox — End(E)

de forma que la imagen de cada nimero entero m € Z (que pertenece a Ok) es el endomorfismo [m]
multiplicacion por m. Se tiene, por tanto, que el isomorfismo [-] generaliza la asignacién que acabamos de
describir a todo el anillo Ok. Es decir, cada elemento @ € Ok tiene asociado un endomorfismo [a] de E
que se puede ver como la generalizacion de los morfismos multiplicacién por m. La aplicacion [-] se llama
identificaci6én normalizada de E.

El grupo de puntos de una curva eliptica en general tiene parte de torsién no trivial. Asi, dado m € Z,
podemos considerar el grupo de m-torsion de E,

E[m] = {P € E(C) | [m](P) = oo},

que es un subgrupo de E(C). Utilizando la identificacién normalizada de E, podemos generalizar esto a
un ideal m de Ok cualquiera.

Definicion 17. Sea E una curva eliptica con multiplicacién compleja por Ok y sea m un ideal de Og. Se
define el grupo de m-torsién de E como

E[m] = {P € E(C) | [¢](P) = oo para todo @ € m}.

Esto serd importante para entender la construccién explicita que queremos llevar a cabo.
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5. El caso cuadratico imaginario

Con todas las herramientas introducidas, estamos preparados para entender la respuesta al duodécimo
problema de Hilbert para el caso cuadratico imaginario. La referencia utilizada en esta seccion es el libro
de Silverman [12, capitulo 11, secciones 1-5]. En este caso el problema es el siguiente:

Problema 3. Sea K un cuerpo cuadrético imaginario. Determinar explicitamente los generadores de la
extensién abeliana maximal K2 de K.

Lo que haremos es encontrar primero un sistema de generadores del cuerpo de clases de Hilbert H de
K, y utilizaremos este resultado para encontrar un sistema de generadores del cuerpo de clases radiales
K, de K para cualquier ideal m. Esto lo haremos usando la teoria de curvas elipticas introducida en la
seccidn anterior.

Primero de todo, vamos a introducir el concepto de isomorfismo para curvas elipticas definidas sobre C.

Definicion 18. Un isomorfismo de curvas elipticas definidas sobre C es una isogenia ¢: E — E’ entre
curvas elipticas definidas sobre C que es biyectiva y cuya inversa es también una isogenia. En tal caso,
decimos que E y E’ son isomorfas (o C-isomorfas).

Consideremos ahora el conjunto de todas las curvas elipticas con multiplicacién compleja por Ok. Defina-
mos sobre este conjunto la relacién binaria

E = E' & Ey E’ son isomorfas.

Esta relacién es de equivalencia y divide al conjunto anteriormente mencionado en clases de equivalencia,
de modo que las curvas elipticas de cada clase son C-isomorfas entre siy no lo son con las de ninguna
otra clase. Denotamos la clase de equivalencia de una curva eliptica E con multiplicacién compleja por
Ok como [E]. El conjunto cociente, o sea, el conjunto de todas estas clases, se denota por ELL(Ok). Se
tiene el siguiente resultado:

Teorema 6. &L L(Ok) es finito.

La demostracidn utiliza técnicas de teoria algebraica de nimeros que no hemos visto en este articulo. Lo
que se hace es establecer una aplicacion biyectiva con el grupo de clases de ideales de Ok, que es finito
(véase el libro de Silverman [12, capitulo 11, proposicién 1.2]).

Se tiene ademads que el j-invariante es un invariante de la relacién de isomorfia de curvas elipticas definidas
sobre C. Es decir:

Proposicion 7. Sean E y E’ curvas elipticas definidas sobre C. Entonces, E y E’ son isomorfas si y solo si
J(E) = j(E").

Lo que este resultado nos dice es que si tomamos una clase [E] € EL.L(Ok) de curvas elipticas, entonces
todas las curvas elipticas de dicha clase tienen el mismo j-invariante j(E). Ademas, este valor es distinto
de todos los demads j-invariantes de las curvas elipticas de otras clases de &L L(Ok).

Combinando los dos resultados anteriores, obtenemos lo siguiente:

Corolario 8. El conjunto {j(E) | E € ELL(Ox)} es finito.

Por tanto, si tomamos j(E) y hacemos variar E por el conjunto de las curvas elipticas con multiplicaciéon
compleja por Ok, obtenemos un ndmero finito de valores. Pero, ademds, se tiene el siguiente resultado.

Proposicion 9. Sean E y E’ curvas elipticas con multiplicacién compleja por Ok. Entonces j(E) y j(E’)
son conjugados (es decir, raices del mismo polinomio irreducible sobre K). Ademads, si fijamos E, todos
los conjugados de j(E) se obtienen de esta forma.

Dicho de otra forma, obtenemos todos los conjugados de j(E), que son un ntimero finito por el corolario 8.
Ademds, todos ellos pertenecen a K(j(E)), pues la extension K(j(E))/K es de Galois (véase la demostracion
del teorema 4.3 del capitulo 11 del libro de Silverman [12]). Pero en realidad podemos decir mucho mas.
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Teorema 10. Sea K un cuerpo cuadrdtico imaginario y sea E una curva eliptica con multiplicacion
compleja por Ok. Entonces, el cuerpo de clases de Hilbert de K es

H = K(j(E)).

En el lenguaje de teoria de Galois, H es el cuerpo de descomposicién del polinomio minimo (o irreducible)
de j(E) sobre K.

Vamos a entender la tltima frase del enunciado. Si L/K es una extensién de cuerposy f € K[X] es un
polinomio, decimos que L es cuerpo de descomposicién de f sobre K si L = K(S), donde S es el conjunto
de las raices de f en L. Asj, la tiltima frase del enunciado anterior dice que H se obtiene de adjuntar a K
todas las raices en H del polinomio irreducible de j(E) sobre K. Esto serd importante en los ejemplos de
calculo.

Este resultado nos da, pues, un sistema de generadores de H/K. Para demostrarlo hace falta una serie
de resultados que utilizan conceptos de los que no hemos hablado aqui y con unas demostraciones
muy técnicas, asi que omitiremos esta parte. La demostracién se puede encontrar en la referencia de
Silverman [12, capitulo 11, teorema 4.3].

Recuérdese que queremos encontrar un sistema de generadores de K;,/K para cualquier ideal m de Ok.
El resultado que resuelve esta cuestion, y el méds importante de este articulo, es el siguiente.

Teorema 11 (teorema principal). Sea K un cuerpo cuadrdtico imaginario y seam un ideal de Ox. El cuerpo
de clases radiales de K para m es
Ky = K(j(E), x(E[m])),

donde E es una curva eliptica con multiplicacion compleja por Ok y definida sobre H, y x es, esencial-
mente, la funcion primera coordenada.

La funcién primera coordenada es aquella que envia un punto (x, y) de la curva eliptica E a su primera
coordenada x. Decimos esencialmente porque hay un par de casos en los que la funcién primera coordenada
no funciona. Cuando j(E) = 0, hay que sustituirla por la funcién (x, y) — x*, y cuando j(E) = 1728,
hay que sustituirla por (x, y) — x?. Combinando el teorema principal con el corolario 4 obtenemos la
solucién al problema 3.

Corolario 12. Sea K un cuerpo cuadrético imaginario. Entonces,
K*® = K(J(E), x(Etors)),

donde E es una curva eliptica con multiplicacion compleja por Ok y definida sobre H, y x es, esencial-
mente, la funcion primera coordenada.

Esto resuelve completamente el caso cuadratico-imaginario del duodécimo problema de Hilbert. La
demostracién del teorema 11 es también muy técnica y requiere de otros resultados que no vamos a
presentar aqui (el lector la puede consultar en la referencia de Silverman [12, capitulo 11, teorema 5.6]).

Una posible pregunta es, jpara qué nos sirve el teorema 10? Si lo que queriamos era saber una expresion
explicita de K;, para cada ideal m de Ok, podriamos haberla enunciado sin decir que K(j(E)) es el cuerpo
de clases de Hilbert de K. Lo que sucede es que este hecho es te6ricamente crucial para la demostracién
del teorema principal. Sin ir mas lejos, el saber que H = K(j(E)) nos asegura que toda clase de curvas
elipticas [E] € ELL(Ok) tiene algln representante definido sobre H. Por tanto, existe alguna curva
eliptica definida sobre Ok y definida sobre H, que es la que nos sirve para el teorema principal.

6. Ejemplos de calculo

Ya sabemos, para cada cuerpo cuadrético imaginario K, la expresion explicita de K. Pero, si nos dan
un cuerpo cuadrético imaginario concreto, ;c6mo calculariamos K22 En esta seccién vamos a tratar de
responder a esta pregunta siguiendo el capitulo 7 del articulo de Kedlaya [6].
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6.1. Cuerpo de clases de Hilbert

No tan rdpido, primero vamos a tratar de calcular el cuerpo de clases de Hilbert H de K. Por el teorema 10,
H = K(j(E)), con E € &L L(O) definida sobre H. Podemos hallar cémo son todos los elementos de Ok,
pero en principio no parece facil hallar una curva eliptica con multiplicacién compleja por Ok y calcular
su j-invariante.

Aftn si hubiésemos conseguido calcular una tal curva E y su j-invariante j(E), probablemente lo tendriamos
como una expresion decimal aproximada. Pero esto es algebraicamente insuficiente. De poco nos serviria
saber, por ejemplo, que j(E) ~ 1,0003, pues no tendriamos informacién de la estructura de K(j(E)) (més
alla de que esté generada por j(E)). Lo que nos interesa es saber el polinomio irreducible de j(E), pues
esto nos permite conocer todos sus conjugados y poder describir algebraicamente K(j(E)).

Pero lo que hacemos realmente en la préctica es al revés: calculamos todos los conjugados de j(E) y, una
vez sabiendo esto, podemos calcular el polinomio irreducible de j(E) como

700 =] [ - an,

i=1
donde ay, ..., @, son los conjugados de j(E). Asi, si calculamos f, por el teorema 10, H es el cuerpo de
descomposicién de f sobre K y habremos acabado.

Calculemos, pues, el polinomio f. Por la proposiciéon 9, los conjugados de j(E) son los elementos del
conjunto

{J(E) | [E] € ELL(Ok)}.
Asi, tenemos que

ro=[] &-iep.

[E]eELL(Ox)

Por tanto, ahora la pregunta que cabe hacerse es, ;cémo calculamos j(E) para cada curva eliptica E
con multiplicacién compleja por Ox? En este punto, introducimos una nueva herramienta que vamos a
necesitar: el grupo de clases de ideales de Ok. La idea es la siguiente: definimos en el conjunto de todos
los ideales de Ok la relacion

I ~] & existea€c Ktalquel =aJ.

Esta relacion es de equivalencia y las clases de equivalencia son las clases de homotecias de ideales de Ok
(es decir, las clases de multiplos por elementos de K). A la clase de un ideal a de O la denotaremos por a.

Definicion 19. Se define el grupo de clases de ideales de Oy, y se denota por C(Ok), como el conjunto
cociente para la relacién de equivalencia anterior.

El grupo de clases de ideales, como su propio nombre indica, tiene estructura de grupo con la operacién
I] := I].Elneutro es la clase del ideal trivial Ox (también llamada clase trivial), que de hecho es la clase
de todos los ideales principales de Ok.

Y, ;para qué queremos el grupo de clases de ideales? Resulta que hay una correspondencia biunivoca entre
el grupo de clases de ideales C(Ok) y el conjunto de clases E L L(Ok). Mds concretamente:

Proposicion 13.  Hay una aplicacién biyectiva

C(Ox) — &ELLOx)
a —  [E]

La demostracion se deduce del teorema 10.14 y el ejercicio 14.2 del libro de Cox [2]. Esto nos permite hacer
la siguiente definicion:

Definicién 20. Sea a un ideal de Ok. Definimos el j-invariante de a como

](a) = ](Ea)

26 https://temat.es/


https://temat.es/

Gil Munoz

En otras palabras, el j-invariante de un ideal de Ok es el j-invariante de la clase de curvas elipticas [E, ]
que corresponde a su clase de ideales a. N6tese que esta definicion no depende de representantes por la
proposicion 7.

Combinando la proposicién 13 y la definicién 20, tenemos que hay una aplicacién biyectiva

C(Ox) — jJELL(OOK))
a — J(E).

Por tanto, el polinomio f que queriamos calcular se puede escribir como

o= ] &-i@.

aeC(Ok)
Hemos trasladado el problema de calcular las clases de curvas elipticas de &£ L(Oy) a calcular las clases

de ideales de C(Ok). Y esto ultimo lo podemos hacer utilizando Sage [9].

Asi, el procedimiento a seguir es el siguiente:

1. Calculamos un sistema de representantes de C(Ok) (el conjunto que forman un representante de
cada clase).

2. Calculamos el j-invariante de cada ideal del sistema anterior.
3. Calculamos f(X) = [[zec(0)(X — j(a))-

Vedmoslo con un ejemplo concreto. Calculemos el cuerpo de clases de Hilbert de K = Q(v—15). En Sage
ponemos la instruccién

K=QuadraticField(-15).
Para calcular el grupo de clases de ideales, ponemos la instruccién
C=K.class_group().

Entonces, C serd una lista cuyos elementos son representantes de distintas clases de ideales de C(Oy),
justo como queriamos. Asi, las instrucciones

CLe],
ch1]
tendran outputs

Trivial principal fractional ideal class,

Fractional ideal class (2, 1/2xa - 1/2).

El grupo de clases de ideales tiene, pues, dos elementos: la clase trivial y la clase (2, —”_125_1>.

Ahora toca calcular los j-invariantes. Por supuesto, Sage nos devolveré valores aproximados de los mismos.
En realidad, el j-invariante induce una funcién analitica, que es la que estd implementada en Sage bajo el
nombre de elliptic_j. En general, se tiene que j({a, b)) = j(g). Asi que para calcular el j-invariante de un

ideal en Sage lo que haremos sera dividir el segundo generador por el primero.
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Aqui hacemos un inciso. En general, cuando estemos trabajando con el cuerpo cuadratico imaginario
K = Q(+/—n), existen dos posibilidades:

* n=1,2(mod4), en cuyo caso un representante de la clase trivial es (1, vV—n).

e n = 3(mod4), en cuyo caso un representante de la clase trivial es (2, 1 + \—n).
En nuestro caso se tiene que 15 = 3(mod4) y, por tanto, estamos en la segunda situacién. Asi, un

representante de la clase trivial es a; = (2,1 + V—15). Por tanto, el valor de su j-invariante vendra dado
por la siguiente instruccion:

elliptic_j((1+sgrt(-15))/2).

V-=15-1

>— ), Y ponemos la instruccién

Para la otra clase, un representante suyo es a, = (2,
elliptic_j((sqrt(-15)-1)/4).

Observando los outputs, obtenemos que

j(ay) = —191657,832862547 + 1,34213412519219 - 10104,
j(az) ~ 632,832862547208 + 1,06394370576499 - 10713 1.

Por tltimo, calculamos el polinomio (X — j(a;)) (X — j(az)). Si lamamos j1 = j(a;) y j2 = j(az), poniendo
como input

(X=31)*(X-32)
obtenemos el output

24 x*2 + (191025.000000000 - 1.34319806889795e-10*1) x
- 1.21287375000000e8 + 6.45433435433001e-8*1I.

Aqui podemos usar que el polinomio que buscamos tiene coeficientes enteros [12, capitulo 11, teorema 6.1],
de forma que los coeficientes que obtendremos los podemos aproximar a los niimeros enteros mads
cercanos. Asi, obtenemos que el cuerpo de clases de Hilbert de K es el cuerpo de descomposicién de

f(x) = x* + 191025 x + 121287375

sobre K.

6.2. Calculo del cuerpo de clases radiales

En virtud del corolario 4, K2P es la composicién de todos los cuerpos de clases radiales K,,,. En esta seccién
vamos a ver como calcular los cuerpos de clases radiales Ky o,., donde N es un entero positivo (en realidad,
esto es suficiente para poder calcular K®°, pues todos los cuerpos de clases radiales de K estan contenidos
en alguno de la forma Ky o, ).

Segtn el teorema 11,
Ky o, = K(j(E), x(E[N])),
donde E es una curva eliptica definida sobre H y con multiplicacién compleja por Ok.

Recuérdese que K(j(E)) es el cuerpo de clases de Hilbert de K, que ya sabemos calcular. Por tanto, todo lo
que tenemos que hacer es afadir al cuerpo de clases de Hilbert las primeras coordenadas de los puntos de
N-torsion de E. El célculo de puntos de torsién de una curva eliptica en general es complicado, pero para
este caso podemos utilizar una herramienta adicional: los polinomios de divisién asociados a una curva
eliptica. Se trata de una familia de polinomios {Dy }nez,, con coeficientes en el cuerpo de definicién de
la curva eliptica elegida (véase el ejercicio 3.7 del libro de Silverman [11]). En nuestro caso, el interés de
estos polinomios reside en el siguiente resultado.
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Teorema14. Sea E € ELL(Ok) definida sobre H. Las raices del N -ésimo polinomio de division Dy de
E son las primeras coordenadas de los puntos de E[N].

Se deduce, por tanto, que Ky o, es el cuerpo de descomposicién de Dy sobre H.

El procedimiento a seguir en este caso es:

1. Calcular el polinomio f que define el cuerpo de clases de Hilbert utilizando el procedimiento anterior.
2. Tomar una raiz @ de f y calcular una curva eliptica E tal que j(E) = a.

3. Calcular el N-ésimo polinomio de divisién asociado a E.

Trabajemos nuevamente sobre el ejemplo de K = Q(V-15). Vamos a calcular K; o, . Partimos de que
tenemos el polinomio f que define el cuerpo de clases de Hilbert de K y que hemos calculado en el
ejemplo anterior.

Con la instruccion
H.<z> = K.extension(f)

estamos definiendo H = K(z), donde z tiene polinomio irreducible f (o sea, H es el cuerpo de clases de
Hilbert de K). Expresaremos todos los elementos de H en funcién de z. A continuacién, con la instruccién

alpha=f.roots(H)[0][0]

definimos alpha como una raiz del polinomio f en H; concretamente, la primera de la lista de tales raices,
que tiene el valor de @ = —z + 191025. Después ponemos la instrucciéon

E=EllipticCurve_from_j(alpha),

mediante la cual definimos E como la curva eliptica con ecuacién afin
y* = x° + (—578259 z — 110825787600) x + 74550012768 z + 14288092368961950,

cuyo j-invariante es . Por tltimo, calculamos el tercer polinomio de divisién asociado a E mediante la
instruccion

E.division_polynomial(3),

que es

Ds(x) = 3 x* + (—3469554 z — 664954725600) x*
+ (894600153216 z + 171457108427543400) x
— 64296415660328775 z — 12322911690611116662375.

Por tanto, K3 o, es el cuerpo de descomposicién de Ds sobre H.

Estamos preparados para responder a la pregunta que nos hicimos al principio de la seccién. Para calcular
K2, calculariamos para cada N € Z. el cuerpo de clases radiales Ky o, mediante el proceso que
acabamos de presentar. Si adjuntamos a K las raices de todos estos polinomios, obtenemos K.

Como ultimo comentario, esta manera de proceder justifica también la importancia de calcular el cuerpo
de clases de Hilbert de un cuerpo cuadratico imaginario. En la practica, se puede ver como un paso previo
al célculo de los cuerpos de clases radiales de ese cuerpo cuadratico imaginario.
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Puntos en figuras convexas:
el caso del hexagono regular

&9 Manuel Mellado Cuerno Resumen: Para una figura plana, acotada y con borde F se define el nimero o
Universidad Autébnoma de Madrid funcién de Soifer de F, S(F), como el minimo entero m tal que dados m puntos
(UAM) cualesquiera de F al menos tres de ellos forman un tridangulo de drea menor o igual

manuel.mellado@estudiante.uam.es que un cuarto del drea de F.

Cuando F es convexa, la funcién S(F) solo puede tomar los valores 5 o 6. En este
articulo se demuestra que 4 < S(F) < 6. Las limitaciones de espacio nos impiden
incluir la demostracion de que S(F) # 4, que el lector puede ver en las referencias
citadas. Como aportacién original, se prueba que si H es un hexdgono regular,
S(H) = 5.

Abstract: For any figure F in a plane, bounded and including its border, we define
the Soifer’s function or Soifer’s number of F, S(F), as the minimum integer m such
that given any m points of F at least three of them form a triangle with area less
than or equal to a quarter of the area of F.

When F is convex, S(F) can take only the values 5 or 6. In this article, we prove
that 4 < S(F) < 6. The proof that S(F) # 4 is omitted for brevity, but can be found
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Puntos en figuras convexas

1. Introduccion

En esta seccion introduciremos los conceptos necesarios para entender este articulo y expondremos una
herramienta bésica que se usaré a lo largo de todo el trabajo.

Notacién. Entendemos por figura plana y acotada F una regién del plano limitada por una curva cerrada
y continua. Consideramos el borde como dicha curva cerrada.

Para una figura plana y acotada F, denotamos por |F| su drea. Todas las figuras en este trabajo incluiran
su borde.

Una figura plana F es convexa si, dados dos puntos cualesquiera de F, el segmento que los une esta
incluido en F.

Definicion 1. Dada una figura plana y acotada F, el nimero de Soifer de F, S(F), es el minimo entero m
tal que dados m puntos cualesquiera de F al menos tres de ellos forman un tridngulo de 4&rea menor o
igual que |F|/4.

Lemal. S(F) existe para cualquier figura plana y acotada F.

Demostracion. Como F es acotada existe un cuadrado L que contiene a toda la figura. Podemos dividir L
en m rectangulos, cada uno de ellos de drea menor o igual que |F|/4.

/]

Figura 1: Figura plana y acotada dividida en m rectdngulos.

Dados 2m + 1 puntos de F, por el principio del palomar, uno de los rectdngulos contendré al menos
tres puntos. El drea del tridngulo formado por estos tres puntos es menor o igual que |F|/4. Por lo tanto,
sabemos que hay un nimero de puntos 2m + 1 que cumplen lo requerido. Usando que todo subconjunto
no vacio de nimeros naturales contiene un elemento minimal, podemos asegurar que existe un entero
positivo n; que nos da el minimo de S(F). [ |

El siguiente lema se usa con bastante frecuencia en las demostraciones que vamos a presentar, por lo que
hemos creido conveniente ponerlo al inicio y lo presentamos a continuacién:

Lema 2. El drea mdxima de un tridngulo contenido en un paralelogramo de drea |P| es |P|/2.

Demostracion. Sea T un tridngulo cualquiera ABC contenido en P (por ejemplo, como en el paralelogramo
1 de la figura 2). Trazamos una recta paralela a AB por el vértice del paralelogramo mads alejado de este
segmento (C’ en el paralelogramo 2 de la figura 2). El tridngulo T’ de vértices ABC’ satisface que |T’| > |T|
por tener mayor o igual altura que el tridngulo T y la misma base. Siguiendo este proceso con el resto
de lados del triangulo T’ se obtienen los tridngulos T’/ (como en el paralelogramo 3 de la figura 2) y 7"
(como en el paralelogramo 4 de la figura 2) tales que |T"”’| = |T”’| = |T’| = |T|. El tridngulo T’ tiene

como vértices tres de los vértices del paralelogramo vy satisface | T""’| = %. Por tanto, |T| < %. [ |
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Figura 2: Proceso por el cual se obtiene el tridngulo de mayor 4rea de un paralelogramo.

Veamos un ejemplo de lo ttil que es este lema:

Proposicion 3. Para un paralelogramo P se tiene que
S(P) = 5.

Demostracion. Si tomamos los cuatro vértices del paralelogramo, tres cualesquiera de ellos forman un
tridngulo de area % > %. Por tanto, S(P) > 4.

Para probar que S(P) = 5, tomemos los puntos medios de dos lados paralelos del paralelogramo y tracemos
el segmento que los une. Ahora tenemos dos mitades de area |P|/2 cada una.

Por el principio del palomar, tres de los cinco puntos van a ir a parar a una de las dos mitades y, por el
lema 2, el tridngulo que formen esos tres puntos tendrd drea menor o igual que |P|/4. [ |

En la seccién 2 se muestra que si T es un tridngulo, S(T) = 5. La seccién 3 se dedica a probar que S(F) < 6
para cualquier figura plana, acotada y convexa. En la seccién 4 se demuestra que S(F) > 4. En la seccién 5
se prueba que S(F) = 6 para un pentdgono regular. Como aportacion original, se prueba en la seccién 6
que S(H) = 5 para un hexdgono regular. Para finalizar, se enuncia un problema abierto en esta area.

2. El caso del triangulo
Proposicion 4. Para un tridngulo T se tiene que
S(T) > 4.

Demostracién. Es suficiente ver que los tres vértices del tridngulo y el centro de masas (la interseccién de
las medianas) cumplen lo que buscamos.

Figura 3: Tridngulo dividido por sus tres medianas.
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Consideremos los seis tridngulos formados al trazar las tres medianas del tridngulo ABC. De estos, los
tridngulos marcados con la misma letra en la figura 3 tienen igual drea por tener base de igual longitud y la
misma altura. Denotaremos el drea de cada tridngulo con el mismo nombre que este. Como cada mediana
divide un lado del tridngulo en dos mitades iguales, tenemos las siguientes identidades:

X+x+y=y+z+z=>2z=1x,
Z+z+x=x+y+y=>y=3
X+x+z=z+y+y=>y=nx

Portanto, x =y =2z = %. Entonces, el drea del menor tridngulo formado por tres de los cuatro puntos es
17l

3 4 u

Proposicion 5. Para un triangulo T se tiene que
S(T) =5.

Demostraciéon. Vamos a hacer una demostracién por reduccién al absurdo. En primer lugar, sin pérdida
de generalidad, tomaremos |T| = 1. Supongamos que todo tridngulo de los diez posibles que se pueden
formar con los cinco puntos ((g) tridngulos) tuviera drea mayor que 1/4. Veamos donde habria que colocar
esos cinco puntos.

Se divide el tridngulo en cuatro tridngulos iguales uniendo los puntos medios de los lados del tridngulo
original, como se muestra en la parte a) de la figura 4:

a)
2N
/ S

2
c)

AN
NEVACEN
d)
Figura 4: Division del tridngulo en las porciones Sy, S1, S, v Ss.

Denotemos por Sy el tridngulo central en esta particién y por S;, S, y S3 los paralelogramos que se muestran
en las figuras 4b), 4c) y 4d) formados por la unién de Sy y uno de los otros tres tridngulos considerados en
la figura 4a). Denotaremos por m(S;) al nimero de puntos contenidos en la seccion S;. Se tiene que

m(S1) < 2,
m(Sz) <2
m(Ss) < 2,

ya que si m(S;) > 3 para algiin i € {1, 2, 3} entonces, por el lema 2, el paralelogramo S; contendrd un
tridngulo formado por tres puntos con drea menor o igual que 1/4.

Supongamos que cogemos los tridngulos b), c) y d) de la figura 4 y los superponemos a la figura a) de tal
modo que las cuatro figuras coincidan. Los paralelogramos S;, S; y S3 cubren una vez por completo el
tridngulo original y el tridngulo Sy lo cubren dos veces mads. Esto nos lleva a

m(Sy) + m(S) + m(S3) =5+2m(S)) = 2+2+2 2 5+2m(Sy) = m(Sy) <

N =
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Como m(S;) € Z, entonces
m(S()) =0.

Por tanto, sabemos que los puntos estardn repartidos en los tridngulos exteriores siguiendo el patrén
2 — 2 — 1. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que el tridngulo de arriba es el que contiene un
solo punto.

Hagamos una particion del tridngulo inicial en dieciséis tridngulos iguales entre si uniendo los puntos
medios de los lados de los cuatro tridngulos en los que hemos dividido la figura original. Marquemos el
tridngulo Sy en negro, como se muestra en la figura 5, para indicar que ningtin punto va a caer ahi.

Figura 5: Tridngulo dividido en 16 tridngulos iguales.

Etiquetaremos los tridngulos como en la figura 5 y denotaremos por i; el nimero de puntos contenidos en
el tridngulo 1. Del mismo modo definimos i, .. ., iz (véase la figura 5).

Dividamos el tridngulo en las tres regiones (roja, morada y verde) de la figura 6. Como hay un punto en el
tridngulo superior, los otros cuatro puntos deben estar en los paralelogramos morado y verde.

B

Figura 6: Tridngulo dividido en las regiones roja, morada y verde.

Si hubiera tres puntos en la regién central, como estd contenida en un paralelogramo de 4rea % = % <
(figura 6), por el lema 2 tendriamos un tridngulo de drea menor que i.

DN =

Igualmente, como la regién inferior estd contenida en un paralelogramo de drea & = 3
1

puntos en esta region, por el lema 2, formarian un tridngulo de 4rea menor o igual que

, si hubiera tres
Z.

Por tanto, la regién central contendrd dos puntos y la regién inferior los otros dos. Como en S, no hay
puntos, los dos puntos de la regiéon de en medio estardn en los tridngulos 1 y 2. Asi pues,

i1+ =2.
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Tomando las distintas rotaciones del tridngulo y haciendo la misma particién para cada una de las distintas
bases, por el mismo razonamiento llegamos a que

ig+iyp>1,
is +ig > 1.
Ahora definimos las siguientes sumas:

21=i1+i5+i4; 23=i2+l.4+i5; 25
22 il + i5 + ig; 24 = i2 + i4 + i6; 26

i3 + ig + Ip;
i3 + ig + Ip.

Se tiene que

6
) Zzl-=3(i1+i2+i3+i4+i5+i6)z3(2+1+1)=12.
i=1

Por otro lado, vamos a probar que para todo i € {1,...,6} tenemos que X; < 2. En efecto, si se diera que
X; >2paraalgini € {1,..., 6}, entonces tendriamos un paralelogramo de area 1/2 que contendria tres
puntos (en el caso de 23, el paralelogramo DEFG de la figura 7).

Figura 7: Paralelogramo DEF G de 4rea %

Como este paralelogramo tiene drea 1/2, por el lema 2 tendriamos un tridngulo de drea menor o igual que
1/4.

De la desigualdad (1) y el hecho anteriormente probado de que X; < 2 para todo i se deduce que 2; = 2
paratodo i € {1,...,6}.

Laigualdad 2 = X, implica que i3 = is. Por otro lado teniamos que i3 + iy > 1y, como i3 e iy Son nimeros
enteros, obtenemos que

i3 + iy > 2.
Por el mismo razonamiento obtenemos que

is +ig > 2.

Debido a que i; + i, = 2 y a las dos desigualdades anteriores obtenemos que

Como habiamos partido de un tridngulo con cinco puntos, se obtiene una contradiccién. [ |
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3. Cota superior para S(F)

Para poder demostrar que 6 es una cota superior de S(F) necesitamos el siguiente lema.

Lema 6. Para una figura acotada F y un punto P cualquiera de la figura, existe una recta que pasa por P
y divide a la figura en dos partes de igual drea.

Demostracion. Trazamos dos rectas que pasen por Py que formen entre si un dngulo @ como en la figura 8.
Mantendremos fija una de ellas y rotaremos la otra haciendo variar el angulo a.

fla)

%J@

Figura 8: Una figura y dos rectas concurrentes en P.

«

Sean f(a)y g(a) las areas de F en cada uno de los semiespacios determinados por la recta que no esté
fija. Como f y g son continuas y f(0) — g(0) = —(f(«r) — g(xr)), por el teorema de los valores intermedios,
existe un valor de «, digamos «, tal que f(ag) = g(ay). Esto prueba que por el punto P pasa una recta L
que divide a la figura F en dos partes de igual area. [ |

Proposicion 7. Para toda figura F acotada y convexa con borde se tiene que
S(F) < 6.

Demostracién. Supongamos que tenemos los seis puntos vy, .. ., Ug en la figura F. Por el lema 6, a través
del punto v; podemos trazar una linea que divida la figura en dos porciones de igual 4rea. Sean estas
porciones F; y F,.

Por el principio del palomar, una de las dos porciones contendrd al menos tres de los cinco puntos restantes.
Supongamos, sin pérdida de generalidad, que F; contiene v,, v3, V4.

Por el lema 6, a través de v; podemos trazar una linea que divida F, en dos porciones de igual drea. Sean
estas porciones Fy; y Fi,. Por el principio del palomar, al menos una de las dos porciones restantes va a
contener dos de los tres puntos. Sin pérdida de generalidad, supongamos que F; contiene a v, y vs.

Figura 9: Figura convexa y acotada con seis puntos y dividida dos veces en partes iguales.

La porcion Fi; tiene drea |Fy;| = |F|/4. Por tanto,

F|

|
VU3l < —. |
tvavs] <
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4. Cota inferior para S(F)
Vamos a probar que S(F) > 4 para toda figura F convexa, acotada y con borde. Para la demostracion
necesitaremos la siguiente definicién:

Definicion 2. Sea F una figura convexa y p un punto del borde de F. Una recta soporte de F por p es una
recta que pasa por p y deja la totalidad de la figura F en uno de los dos semiplanos en los que la recta
divide al plano.

Observacion 1. La recta soporte puede no ser tnica.

Es momento de pasar a buscar esa cota inferior.

Proposicion 8. Para toda figura F convexa, acotada y con borde se tiene que
S(F) = 4.

Demostracion. Todo lo que hace falta probar es que S(F) # 3, es decir, que existen tres puntos M, Ny P
en la figura F tales que

1
[MNP| > 2 |Fl.

Por el lema 6, sabemos que hay una recta L que divide F en dos partes de igual drea. Sean M y N los
puntos de interseccién de la recta L con el borde de la figura F. Ahora vamos a dibujar tres rectas soporte:
una que pasa por M y dos paralelas al segmento M N.

P

M N

|

Figura 10: Rectas soporte de una figura.

Trazamos una recta por N paralela a la recta de soporte de M que al cortar con las dos rectas paralelas al
segmento MN nos dard los puntos Ry K. El segmento K R no tiene por qué pertenecer a una recta soporte.
Observemos que, como la figura F es convexa, el segmento RK no contendré puntos del interior de F
por encima y por debajo del segmento MN. Sin pérdida de generalidad, supongamos que el segmento
RK solo contiene a puntos de F (interior y borde) por debajo de M N o que no contiene a ningtin punto
distinto de N.

Sea P un punto de la figura y de la recta soporte que estd por encima de MN. Probaremos que M, N y P
son los tres puntos buscados. Sea T el punto de interseccién de esta recta soporte con la recta soporte de
F que pasa por M. Como exactamente la mitad del 4rea de la figura F estd completamente contenida en
el paralelogramo M TRN, obtenemos que

1 1
IMNP| = Z[MTRN| 2 - |F|.

Queremos probar la desigualdad estricta y solo hemos obtenido «>». La igualdad solo se obtiene cuando
la mitad de la figura F coincide exactamente con el paralelogramo M TRN. En ese caso, podemos tomar
los puntos T, Ry cualquier punto Q de la figura F que se encuentre por debajo de M N. Entonces

1
ITRQ| > 7F|. n
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En el libro de Soifer [4, seccién 8.5] se prueba la siguiente proposicién. Debido a su extensién hemos
decidido omitir su demostracion.

Proposicion 9. Para toda figura F convexa, acotada y con borde se tiene que

S(F) # 4.

Por tanto, se tiene que
S(F) > 5.

5. Pentagono regular

Proposicion 10. Para un pentdgono regular F se tiene que
S(F) = 6.

Demostracion. Como S(F) < 6 por la proposicién 7, tenemos que ver que S(F) > 5, es decir, que podemos
encontrar un conjunto de cinco puntos tales que los diez tridngulos ((g) tridngulos) formados por tres de
ellos tengan drea mayor que iIF l.

Los cinco vértices de F nos dan el conjunto buscado. Sea S el tridngulo formado por dos lados contiguos y
una diagonal, que estd formado por tres de los cinco puntos (ver la figura 11). El tridngulo S es is6sceles

con dngulos de 108 y 36 grados y base (lado desigual) de longitud ¢ - L, donde L es la longitud del lado del
1+v5

pentédgono inicial y ¢ = =~ es el nimero dureo. Supongamos, sin pérdida de generalidad, que el lado del
pentdgono vale 1. La razén entre dreas serd la misma que la de cualquier pentdgono con longitud de lado
L.

Figura 11: Pentdgono regular dividido en los tres tridngulos is6sceles que se obtienen de trazar las diagonales
por un vértice.

Como el dngulo menor de S mide 36 grados y el lado del pentdgono mide 1, tenemos que & = sin 36,
siendo £ la altura del tridngulo S. Por tanto,

S| =

1+ vV5)sin36
%=0,4?55...

Por otro lado, si dividimos el pentdgono en cinco tridngulos iguales, con vértice comtn en el centro del
mismo, obtenemos cinco tridngulos isdsceles cuyo dngulo mayor mide 72 grados. Usando esta informacién

. : __1
y que el lado del pentdgono mide 1, obtenemos que el valor de la apotema es a = 5 —==. Entonces

|F| = =1,7204...

4 tan 36

Por tanto,
IS| _ (1+V5)sin36 5cos36
|F| ~ 4 " 45in 36

1
=0,2763... > —.
4
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Por ultimo, el 4rea del otro tipo de tridngulo T que se podria formar en el pentdgono uniendo tres de los
cinco puntos escogidos seria
|T| = |F|-2|S| =0,769%4...

Entonces,
|T|
— =0,4472... >
|F|

el

6. El hexagono regular

Uno de los problemas que propone Alexander Soifer en su libro [4, Problema 8.6.5] es hallar el valor de la
funcién S(F) cuando F es un hexagono regular. En la realizacion del trabajo de Mellado Cuerno [3] se dio
con la solucién de este problema.

Proposicion 11.  Sea H un hexdgono regular. Entonces,
S(H) = 5.

Demostracion. Supongamos que |H| = 1. Trabajaremos con el mallado del hexdgono regular que se
muestra en la figura 12:

Figura 12: Mallado del hexdgono regular y los cuatro trapecios que se obtienen con él.

Este mallado consta de veinticuatro tridngulos equildteros de drea 1/24 y se construye tomando el punto
medio de cada lado del hexdgono y trazando dos segmentos paralelos a los lados contiguos mas las
diagonales del hexdgono. Con esta division hemos conseguido cuatro trapecios isésceles, dos formados
por cinco tridngulos cada uno (numerados con el 1 y el 4 en la figura 12) y otros dos formados por siete
tridngulos cada uno (numerados con el 2 y el 3 en la figura 12). A partir de este punto, siempre que nos
refiramos a los trapecios en la demostraciéon hablaremos de estos que acabamos de definir y usaremos la
notacion de la figura 12. Tomemos cinco puntos en el hexdgono. Por el principio del palomar, al menos
uno de los trapecios va a tener dos puntos. Vamos a dividir la demostracién en varios casos.

Caso 1 Supongamos que al menos tres puntos van a parar a un mismo trapecio.

En este caso ya tendriamos el tridngulo buscado aplicando el lema 2. Si tres de estos puntos estuvieran
en un trapecio como el 1 o el 4 de la figura 12, estarian incluidos en los paralelogramos de color
morado y rojo (figura 13), que tienen drea 1/2. Si los tres puntos estuvieran en uno de los trapecios
numerados con 2y 3 en la figura 12, estarian incluidos en los paralelogramos azul y verde (figura 13),
que tienen drea menor que 1/2:

Figura 13: Paralelogramos de drea menor o igual a % para resolver el caso 1.
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Tenemos que estudiar los casos en los que hay como méximo dos puntos en cada uno de los trapecios.
Caso 2 Supongamos que el trapecio inferior contiene dos puntos y el trapecio contiguo, uno.
Volveremos a servirnos del lema 2 para resolver este caso.

Sea donde sea que coloquemos el punto solitario, los tres puntos estardn en un paralelogramo de
drea 1/2 (rojo o verde en la figura 14) y, por tanto, tendremos nuestro tridngulo deseado de area
menor o igual que 1/4:

Figura 14: Paralelogramos de area % para resolver el caso 2

De este caso también derivamos la situacién de que cada uno de estos dos trapecios tenga dos
puntos.

Caso 3 Supongamos que el trapecio inferior tiene un punto y el contiguo dos.

Sea arbitrario el tridngulo donde coloquemos el punto inferior. Si los otros dos puntos estuvieran
o bien en el paralelogramo rojo o en el verde de la figura 15, como ambos son de drea 1/2, por el
lema 2 se obtendria un tridngulo de area menor o igual que 1/4.

Figura 15: Paralelogramos de érea % para resolver el caso 3

Por tanto tenemos que considerar el caso en que haya un punto en cada uno de los tridngulos
extremos del trapecio 3. Con esta colocacién de los tres puntos no podemos asegurar que vayan a
formar un tridngulo de drea menor o igual que 1/4; necesitamos que entre un cuarto punto en juego.
Vamos a volver a separarlo en tres casos.

3.1. Supongamos que hubiera un punto en el trapecio 2 de la figura 16, que es contiguo al que ya
tiene dos puntos. Si el punto estd en un tridngulo contenido en los paralelogramos rojo o verde
de la figura 16, se tendria un tridngulo de drea menor o igual a 1/4, debido al lema 2:

Figura 16: Paralelogramos de drea % para resolver el caso 3.1.
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Quedaria por estudiar la posibilidad de que el punto se sitte en el tridngulo central del trapecio
2 de la figura 16.

El punto restante deberia estar en el trapecio superior. Sea donde sea que lo coloquemos
podremos trazar un paralelogramo de drea 1/2 y aplicar el lema 2:

Figura 17: Paralelogramos de drea % para resolver el caso 3.1.

3.2. Supongamos que en el trapecio 2 de la figura 16 estuvieran los dos puntos restantes. Por el
razonamiento del caso anterior, los dos puntos tendrian que estar en el tridngulo central de ese
trapecio. Es facil encontrar un paralelogramo de drea menor o igual que 1/2 que contenga tres
puntos (figura 18) y por el lema 2, los tres puntos formardn un tridngulo de drea menor o igual
que 1/4.

VAVAVAVAN
\\ , /
//

/

Figura 18: Paralelogramo de area % para resolver el caso 3.2.

3.3. Supongamos que colocamos los dos puntos restantes en el trapecio superior. Si uno de los dos
puntos no estd en un tridngulo de los extremos, aplicamos el lema 2 a los paralelogramos rojo
o verde de la figura 19 y obtenemos de nuevo un tridangulo de drea menor o igual que 1/4.

Figura 19: Paralelogramos de drea % para resolver el caso 3.3.

Colocando cada uno de los dos puntos en sendos tridngulos de los extremos del trapecio superior
encontramos los paralelogramos que se muestran en la figura 20 de drea 1/2 y podemos volver
a aplicar el lema 2 para obtener el tridngulo deseado.
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Figura 20: Paralelogramos de 4rea % para resolver el caso 3.3.

El resto de combinaciones posibles se derivan de uno de los casos que acabamos de discutir gracias a la
simetria del hexdgono regular.

Con esto acaba la demostracién y vemos que

S(H) = 5. [ |

7. Clasificacion de figuras convexas con borde
Debido a las proposiciones 7 y 9, la funcién S(F) solo puede tomar dos valores:

S(F) =50 S(F) = 6.

Se cree que la excepcion es S(F) = 6. Ante la dificultad de encontrar las figuras que cumplieran este caso,
en 1990 Alexander Soifer lanz6 un reto matematico. Ofrecia cincuenta délares a la persona que diera la
clasificacion de las figuras F tales que S(F) = 6. El propio Soifer conjeturé lo siguiente:

Conjetura12. Las figuras F acotadas y convexas tales que S(F) = 6 son aquellas cuyo borde se obtiene
como transformacion afin del borde de un pentdgono regular y queda comprendido entre dos pentigonos
regulares concéntricos, como se puede observar en la figura 21.

Figura 21: Pentdgonos regulares concéntricos.

El matematico ruso Karabash probé en 2007 con dos articulos [1, 2], el primero publicado en 2007 y el
segundo en 2008, que la conjetura de Alexander Soifer era falsa.

Actualmente, la cuantia del reto ha ascendido a cien délares y prima la conjetura que el propio Karabash
dio:

Conjetura 13. Es imposible dar una clasificacion de las figuras F tales que S(F) = 6.
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El sistema de axiomas de ZFC

1. Introduccion

A finales del siglo x1x, David Hilbert, afamado matemadtico alemdn, afirmaba que la manera adecuada
de desarrollar cualquier teoria cientifica de manera rigurosa era a partir de una axiomatizacién. Entre
estas teorias estaba la teoria de conjuntos, rama de las matemadticas que estudia las «colecciones bien
definidas, llamadas conjuntos, de objetos a los que llamamos miembros o elementos» [4], que a su vez
son conjuntos. La teoria de conjuntos sirve como fundamento de las matemadticas, ya que a partir de ella
se pueden desarrollar formalmente las demds teorias matemadticas y sus diferentes estructuras.

En principio, dados dos conjuntos x e y, lo tinico que podemos decir sobre ellos es si son iguales, lo cual
denotariamos por x = y, 0 si uno pertenece a otro, lo cual denotariamos por x € y. Estas afirmaciones
pueden ser verdaderas o falsas. Sin embargo, estas dos relaciones que podemos establecer entre dos
conjuntos han de satisfacer una serie de axiomas, es decir, unos principios fundamentales e indemostrables,
que asumimos ciertos, sobre los que se construye la teoria.

Una vez asumido este sistema de axiomas, el objetivo de la teoria de conjuntos es determinar qué afirma-
ciones sobre los conjuntos son verdaderas (pueden demostrarse siguiendo unos razonamientos légicos),
cudles son falsas (su negacién es verdadera) y cudles son indecidibles (ni ellas ni sus negaciones se pueden
deducir de los axiomas).

En este trabajo vamos a comenzar enunciando los axiomas de Zermelo-Fraenkel, para los cuales la principal
referencia son los apuntes de Avilés Lopez [3]1. Posteriormente, estableceremos el axioma de eleccidn, el
cual, unido a los axiomas de Zermelo-Fraenkel, constituye el sistema de axiomas mds utilizado. Asimismo,
comentaremos la dualidad de la presencia del axioma de eleccién en las matematicas. Finalizaremos
el articulo hablando del concepto de consistencia de un sistema de axiomas, asi como de una posible
alternativa al axioma de eleccion.

2. Los axiomas de ZF

En 1904, Ernst Zermelo, matematico y légico aleman, formuld el axioma de eleccién para probar que todo
conjunto puede ser bien ordenado. Zermelo recibié muchas criticas por ello y célebres colegas como Borel,
Baire y Lebesgue se opusieron al axioma, ya que este establece la existencia de un cierto conjunto sin dar
una definicién explicita del mismo, algo inasumible por muchos en aquel momento?.

Cuatro afios més tarde, en 1908, con el fin de proteger su demostracién, Zermelo publicé la primera
axiomatizacién de la teorfa de conjuntos, donde los axiomas que postulé eran principios consonantes
con su prueba, entre los que se encontraba el axioma de eleccion. Lejos de alejar la controversia sobre su
prueba, lo que ocurri6 es que la propia axiomatizacién fue cuestionada.

Fue en 1930 cuando Zermelo public6 una nueva axiomatizacién en la que se modificé la anterior y se
incluyeron las sugerencias hechas por Fraenkel unos afios antes. Este sistema es muy parecido al usado
hoy en dia y se conoce como Zermelo-Fraenkel (ZF). Comenzamos ahora a enunciar los axiomas que lo
componen:

Axioma 1 (ZF1: axioma de extensionalidad). Dos conjuntos son iguales si y solo si tienen los mismos
elementos.

Este axioma es muy importante porque nos proporciona la unicidad de los conjuntos.

Axioma 2 (ZF2: axioma del conjunto vacio). Existe un conjunto que no tiene elementos. Lo denotaremos
por @.

Para entender la necesidad de varios de los siguientes axiomas de ZF es necesario hablar de la paradoja
més famosa de la teoria de conjuntos: la paradoja de Russell. Podria parecer logico introducir el siguiente
axioma en el sistema ZF:

IDado que estos apuntes son privados, recomendamos al lector consultar el libro de Goldrei [9], donde se exponen los axiomas
de ZF con gran claridad.
2Las referencias histéricas utilizadas a lo largo del trabajo han sido extraidas del libro de Moore [16].
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Axioma A. Dada una propiedad P(t), existe un conjunto x cuyos elementos son precisamente los conjun-
tos t que cumplen la propiedad.

Sin embargo, este axioma lleva a contradicciones ya que, si consideramos la propiedad ¢ ¢ t, el axioma A
nos dice que existe el conjunto x = {¢: ¢ ¢ t}. Si ahora nos preguntamos si x € x, tenemos dos opciones:

1. Si x € x, x no puede ser elemento de si mismo, por lo que x ¢ x.

2. Six ¢ x, x es elemento de si mismo, por lo que x € x.

Asipues, x € x & x ¢ x. Esto es absurdo, por lo que nos vemos obligados a descartar este axioma. La
explicacién intuitiva reside en que un conjunto debe existir después de sus elementos. Asi pues, no tiene
sentido preguntarse si x € x antes de que exista. Esto conlleva la inclusién de otra serie de axiomas que lo
sustituyan y eviten contradicciones. En concreto, estos son ZF3-ZF7:

Axioma 3 (ZF3: axioma de separacion). Dados un conjunto C y una propiedad P(t) que los elementos t
de C pueden cumplir o no, existe el conjunto x = {t € C: P(t)}.

Este axioma es diferente a nuestro axioma A puesto que, asi como en el axioma A se asume la existencia del
conjunto x de manera incondicional, en el axioma de separacioén esta supeditada a la existencia previa del
conjunto C. Esta diferencia conlleva que si consideramos de nuevo la propiedad ¢ ¢ t, la cual nos llevaba a
contradiccién con el axioma A, en este caso no lo hace, ya que tendriamos el conjunto x = {t € C: t ¢ t},
el cual veremos que es el propio C.

Axioma 4 (ZF4: axioma de pares). Dados dos conjuntos x, y, existe el conjunto formado tinicamente por
x e y, al que denotaremos por {x, y}.

Nota1. En el caso en el que x e y sean iguales, denotaremos a {x, y} = {x, x} por {x}.

Este axioma nos permite definir los pares ordenados (a, b) := {{a}, {a, b}}. A partir de estos definimos el
producto cartesiano de dos conjuntos x, y como

xxy:={(a,b):aexybey}
Axioma 5 (ZF5: axioma de la unién). Dado un conjunto x, existe la union

Ux={t:Jyex:tey}

Lo que nos dice este axioma es que, dado un conjunto x, podemos encontrar un conjunto cuyos elementos
son los elementos de los elementos de x.

Una vez que hemos enunciado ZF4 y ZF5, estamos en condiciones de definir la unién y la interseccién de
dos conjuntos. En efecto, dados a, b conjuntos, definimos aU b := | J{a, b}. Esta definicién estd justificada
porque x € | J{a,b} <= 3Ty € {a, b} tal que x € y. Basta notar ahora que los tinicos elementos de
{a, b} sonayb.Asi, x € | J{a, b} < (x € a)V(x € b).Tener definida la unién de dos conjuntos nos da
pie a definir la interseccién de la siguiente manera (ver [9], p.85):anNb :={x€aUb:(x € a) A (x € b)}
(nétese el uso del axioma de separacion).

Definicion 1. Dados dos conjuntos x, y, diremos que y estd contenido en x o y es un subconjunto de x si
para todo z € y, se cumple que z € x. En tal caso, escribiremos y C x.

Axioma 6 (ZF6: axioma de las partes). Dado un conjunto x, existe el conjunto P(x) := {y:y C x}.

Asi pues, el conjunto P(x), al que llamaremos «partes de x», estd formado por los subconjuntos de x.

Axioma 7 (ZF7: axioma de reemplazamiento). Si x es un conjunto y F(t) una funcién que permite asignar
a cada elemento t € x un conjunto F(t), entonces existe el conjunto {F(t):t € x}.

El axioma del conjunto vacio nos garantiza la existencia de al menos un conjunto. Sin embargo, no
garantiza la existencia de conjuntos infinitos. Veamos un ejemplo: tomamos el conjunto @ y, usando ZF4,
construimos {@}. Llamaremos 1 ala unién de @ y {@}. Asi, 1 = @U{@}. Estd claro que 1 = {@}. Del mismo
modo, definimos 2 := 1 U {1} = {@, 1}. De manera general, dado el conjunto n, definimos el «sucesor de
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n» como s(n) := nU {n} = {@,..., n}. Denotaremos s(n) como n + 1. De esta forma podemos definir
los ndmeros naturales. No obstante, no tenemos garantizada la existencia del conjunto que los contenga a
todos ellos, es decir, N. Esto es precisamente lo que nos proporciona el siguiente axioma, ya que afirma la
existencia de un conjunto infinito.

Axioma 8 (ZF8: axioma del infinito). Existe un conjunto x tal que

* D E X

eVn:nex= s(n)ex.

Nota 2. La interseccién de los conjuntos x que satisfacen el axioma del infinito también es un conjunto
que lo satisface. Esto nos permite definir N como el menor conjunto que cumple ZF8.

Lema1. ZF4 puede ser deducido a partir de ZF1, ZF3, ZF6 y ZF7.

Demostracion. En efecto, dados x e y conjuntos, consideramos el conjunto {y € x:y # y} (por ZF3).
Este conjunto es el vacio @. Aplicamos ahora ZF6 y obtenemos (@) = {@} = 1. De nuevo, por ZF6,
P(1) = {@, 1} = 2. Asi, ya tenemos un conjunto con dos elementos. Definimos ahora una funcién de la
siguiente manera:

3 > X

1 > .
Basta usar ahora ZF7 y tenemos que existe el conjunto {F(t) : t € 2} = {x, y}. [

A pesar de que ZF4 se pueda deducir de otros axiomas, se incluye por motivos didacticos, ya que permite
clarificar la comprensién de los axiomas.

Axioma 9 (ZF9: axioma de regularidad). Para cualquier conjunto no vacio x existe y € x talque xNy = @.

A priori, este axioma no parece intuitivo. Uno puede pensar en un conjunto muy importante, como es, por
ejemplo, N, el conjunto de los nlimeros naturales, y rdpidamente llega a la conclusién de que es imposible
que exista algiin natural cuya interseccién con IN sea vacia, porque ;qué sentido tiene que un ntimero
natural sea disjunto con IN? Esta aparente contradiccién en realidad no es tal; estd inducida por la manera
de pensar en los nimeros naturales. Lo que ocurre es que cuando trabajamos a diario con los nimeros
naturales, tratamos a estos como eso, nimeros. Sin embargo, como hemos visto antes, estos son conjuntos,
y su definicién hace que no exista contradiccién alguna.

Por otro lado, cabe destacar que el axioma de regularidad nos permite deducir que no existen conjuntos
que se contengan a si mismos:

Proposicion 2 ([9, pag. 95]). Ningtin conjunto puede ser elemento de si mismo.

Demostracién. Sea x un conjunto. Por el axioma de pares (ZF4), existe el conjunto {x}. Por el axioma de
regularidad (ZF9), existe un elemento de {x} que es disjunto con {x}. Ahora bien, como el tinico elemento
de {x} es x, x N {x} = @, lo que implica que el Gnico elemento de {x}, x, no esta en el otro conjunto de la
interseccion, x, es decir, x ¢ x. [ |

De aqui deducimos que el conjunto x = {t € C: ¢ ¢ t}, considerado tras el axioma de separacion, es,
en efecto, el propio C. Del mismo modo, si consideramos el conjunto x = {t € C: t € t}, tenemos que
no tiene ningln elemento. Asi pues, el axioma del conjunto vacio (ZF2) se puede deducir de los demads
axiomas, pero, al igual que el axioma de pares, se incluye por motivos did4cticos.

3. El axioma de eleccion (AC)

Pasamos ahora a hablar del axioma de eleccién, al que denotaremos AC por sus siglas en inglés, un axioma
clave en la teoria de conjuntos. En la primera axiomatizacién de esta, también llevada a cabo por Zermelo,
en 1908, este aparecia dentro de los axiomas que postulé. Sin embargo, en el sistema ZF formulado en
1930, fue excluido debido a las diferencias existentes entre el resto de axiomas y éL
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Definicion 2 ([11, pdg. 471). Si S es una familia de conjuntos no vacios, una funcién de eleccién para S es
una funcién f: S — |J S tal que
fX)eX VXeS.

Axioma 10 (Axioma de eleccién (AC)). Toda familia de conjuntos no vacios tiene una funcién de eleccion.

Nota 3. Dado que el producto cartesiano de una familia de conjuntos {X; : i € I} se define como
[lia; Xi={f: T > U{X;:ieI}:f(i) € X; ¥V ie I} (ver [15], pag. 158), tenemos que el axioma de elecciéon
es equivalente a que, dada una familia de conjuntos no vacios, su producto cartesiano sea no vacio.

Sin embargo, cuando hablamos de una familia finita de conjuntos no vacios, la existencia de una funcién
de eleccién es consecuencia de ZF:

Proposicion 3. Sea S una familia finita de conjuntos no vacios. Entonces, S tiene una funcion de eleccion.

Como hemos comentado anteriormente, el axioma de eleccién fue formulado por Zermelo en 1904 cuando
buscaba una prueba de que todo conjunto puede ser bien ordenado. Fue rechazado de manera tajante
por aquellos matemdticos que identificaban la existencia de un objeto matemdtico con su construcciéon
mediante una regla, puesto que el AC postula la existencia de un conjunto sin dar definicién alguna de este.
Por otro lado, a partir de él se obtienen resultados como la paradoja de Banach-Tarski y la existencia de
conjuntos no medibles Lebesgue. Sin embargo, hoy en dia es aceptado por la mayoria de los matemaéticos
y es necesario a la hora de obtener resultados en dlgebra, anélisis o topologia.

3.1. Dualidad de AC

Otra caracteristica del axioma de eleccién es que posee un caracter dual: su presencia en las matemadticas
se ve claramente dividida en dos papeles. En primer lugar, hay resultados para los cuales AC es necesario
tal y como se acaba de enunciar:

Teorema 4 (Lema de Zorn [14, pags. 161-162]). Si (P, <) es un conjunto parcialmente ordenado tal que
todo subconjunto suyo totalmente ordenado tiene una cota superior, entonces P tiene un elemento
maximal.

Ahora bien, también se cumple el reciproco, lo cual deriva en lo siguiente:

Teorema 5 ([14, pag. 162]). Ellema de Zorn es equivalente al axioma de eleccién.

Es gracias al lema de Zorn que podemos obtener resultados tan importantes en las matemadticas, cuyas
pruebas pueden consultarse en el libro de Jech [12], como son los siguientes:

* Todo espacio vectorial tiene un base.

e Teorema de Hahn-Banach.

* Teorema de Tichonoff sobre compactos.

* Todo cuerpo tiene una Gnica clausura algebraica.

Asi mismo, de la existencia de una funcién de eleccién para una familia arbitraria de conjuntos no vacios
se derivan los resultados contraintuitivos de los que hemos hablado:

Teorema 6 ([5, pags. 109-110]). Existen conjuntos no medibles Lebesgue en R.

Teorema 7 (Paradoja de Banach-Tarski [9, pag. 116]). Sea S Ila bola unidad en R3.S puede ser particionada
en un nimero finito de subconjuntos tales que, movidos mediante traslaciones y rotaciones, producen
dos bolas unidad.

Asi como el axioma de eleccién se usa para probar ciertos resultados muy importantes, como son los
anteriores, existe otro tipo de resultados, pertenecientes sobre todo al andlisis real y a la teoria de la medida,
para los cuales es suficiente una version mas débil de él:

Axioma 11 (Axioma numerable de eleccién (CAC)). Toda familia numerable de conjuntos no vacios tiene
una funcién de eleccion.
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Antes de que Zermelo enunciara el axioma de eleccidn, este ya habia sido usado en diversas pruebas de
manera implicita en su versién numerable, debido a que en su versién numerable es mas complicada la
identificacién de su uso. A modo de ejemplo, vamos a demostrar un resultado muy conocido para el que
se dio este tipo de situacién.

Teorema 8 ([17, pdg. 163]). Sea f: R — R una aplicacién. Entonces, f es continua si y solo si es continua
por sucesiones, es decir, si y solo si para toda sucesion (x,)nen tal que x,, — x se cumple que f(x,) — f(x).
En concreto, el CAC es necesario para probar que la continuidad por sucesiones implica la continuidad:

Proposicion 9. Sea f: R — R continua por sucesiones. Entonces, f es continua.

Demostracion. Supongamos que f no es continua en a. Por tanto, existe un € > 0 tal que para todo 6 >0
existe x € B(a, §) tal que f(x) ¢ B(f(a), €). En particular, para todo n € IN podemos elegir x,, € (a—%, a-+ %)
tal que f(x,) € B(f(a), €). Hemos construido una sucesién que converge a a cuya imagen no converge a
f(a). Esto es una contradiccion, por lo que f es continua en a. [ |

Notemos que el axioma numerable de eleccién estd siendo usado en el momento en el que se di-
ce «podemos elegir x, tal que...», puesto que tenemos la familia numerable de conjuntos no vacios
Fo={x:x€(a- %, a+ %) y f(x) ¢ B(f(a), €)}, la cual posee una funcién de eleccién que nos permite
elegir x, con la propiedad deseada.

Otro resultado muy conocido en el que también es necesario el uso del CAC es el siguiente:

Proposicion 10 ([16, pag. 9]1). La union numerable de conjuntos numerables es numerable.

3.2. Dos versiones del AC

En la seccién anterior hemos enunciado el axioma numerable de elecciéon (CAC) y hemos dicho que este es
consecuencia del axioma de eleccién (AC). En esta seccién vamos a probar este resultado, pero, previamente,
pasaremos por otro axioma mads fuerte que el CAC, llamado principio de elecciones dependientes (DC),
necesario para definir sucesiones de manera inductiva.

Definicion 3 ([11, pag. 10]). Dados dos conjuntos A, B, una relacion binaria R entre Ay B es un subconjunto
del producto cartesiano A X B. Asi, si (a, b) € R, diremos que aRb.

Axioma 12 (Principio de elecciones dependientes (DC)). Sea R una relacién binaria en un conjunto no
vacio A. Si para todo a € A existe b € A tal que bRa, entonces existe una sucesion (a,),en de elementos
de A tal que a1 Ra,, para todo n € IN.

Proposicion 11 ([11, Ejercicio 5.7]). El principio de elecciones dependientes implica el axioma numerable
de eleccion.

Demostracion. Sea S = {A, : n € N} una familia numerable de conjuntos no vacios. Sea
A = {funciones de eleccién para algin S, },

donde S, = {A;: i < n} para todo n € IN. Consideramos también la relacién binaria 2.
Sea ahora f € A (existe porque estamos en el caso finito). ;Existe g € A tal que g 2 f2°
Como f € A, f es una funcién de eleccién en un cierto S,,. Por otro lado, como S es una familia de

subconjuntos no vacios, existe x € Ay +1. Definimos ahora g de la siguiente manera:

g : Sn0+1 - U Sn0+1
Ay fl4),
Ay > f(Ay),

1

Ano = f(Ano )!
An0+1 = X.

3Cuando decimos que una funcién contiene otra nos estamos refiriendo a que una es una extensién de la otra.
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Asi, tenemos una funcién de eleccion g tal que g 2 f. Ahora, por hip6étesis, existe una sucesion (f;,),en
con f; € fy+1 para todo n en IN. Sea ahora

F: § - US
Ap = fu(Ap).

F es una funcién de eleccién porque, para todo n € IN, se tiene que f,; es una funcién de eleccion de S;,,
para cierto m > n. ]

Proposicion 12 ([17, pag. 243]). El axioma de eleccion implica el principio de elecciones dependientes.

Demostracién. Sea R una relacién binaria en un conjunto no vacio A. Supongamos que para todo a € A
existe b € A tal que bRa. Veamos que existe una sucesién (a,),<n de elementos de A tal que a1 Ra, para
cadan € IN.

Consideramos ahora, para todo x € A, el conjunto
R(x) ={y € A:yRx}.
Tenemos, pues, una familia de conjuntos T := (R(x))yes no vacios. Ahora, por hipétesis, existe

F: T — Uur
R(x) +— F(R(x)) € R(x).

Esto nos permite construir la funcién

f: A - T - ur
x > R(x) — F(R(x))€ R(x).

Sea ahora, para todo x € A, la sucesion (a,),en = (f"(x))nen. Gracias a que F es una funcién de eleccién
se cumple que, para todo n € N, f**!(x) = f(f"(x)) € R(f"(x)), por lo que f"*}(x)Rf"(x). [

4. Consistencia

Ahora bien, una de las caracteristicas que ha de tener un sistema de axiomas es la consistencia, es decir,
que a partir de ellos no se pueda deducir ninguna contradiccion. Existia una creencia de que el sistema de
axiomas de Zermelo-Fraenkel era consistente y durante varios afios se intent6 probar. Sin embargo, entre
1930 y 1936 Godel probd que la consistencia de ZF no puede ser deducida dentro del propio ZF (para
consultar las obras de Gédel, véanse sus Obras completas [8]), sino que para ello es necesario un sistema
de axiomas mds general en el que a priori es mas complicado tener consistencia:

Teorema 13 ([6, pag. 45]). Bajo ZE es imposible demostrar que ZF sea consistente.

Este resultado arrojé un jarro de agua fria sobre aquellos que creian que seria posible encontrar un sistema
de axiomas consistente que permitiera desarrollar todas las matematicas dentro de éL

Otro problema seguia abierto, y era la consistencia relativa del axioma de eleccién respecto a ZE En 1924
se publicé la paradoja de Banach-Tarski, que junto con el hecho de que existieran conjuntos no medibles
Lebesgue en la recta real (debido esto dltimo a Vitali) hizo pensar que el axioma de eleccién habia de
conducir a alguna contradiccién, por lo que los que no creian en él sostenian que el sistema de axiomas
ZFC era inconsistente. Sin embargo, de nuevo Godel, en 1935, durante una visita al Instituto de Estudios
Avanzados de Princeton, comunic6 a Von Neumann que habia demostrado que si ZF es consistente, ZFC es
consistente, es decir, la consistencia relativa del AC respecto a ZE Este resultado cerré el debate existente
en torno al axioma de eleccién durante varias décadas, ddndole la razén a Zermelo, el primero que abog6
por él:

Teorema 14 ([6, pag. 99]). Si ZF es consistente, entonces ZFC es consistente.

El primero de estos resultados supuso un fracaso para la comunidad matemadtica porque limita el debate
de la consistencia de ZF al empirismo. El segundo de ellos cerr6 el debate abierto sobre el axioma de
elecciéon. Muchos matematicos seguian creyendo que este axioma llevaria a contradicciones. Sin embargo,
la consistencia de ZFC es equivalente a la de ZE Y la consistencia de ZE pese a no poderse probar, es
aceptada. Asi pues, la de ZFC habria de serlo también.

TEMat, 2 (2018) e-1SSN: 2530-9633 51



El sistema de axiomas de ZFC

5. Consideraciones finales

Alo largo de estas paginas hemos expuesto el sistema de axiomas mds comtn de las matematicas, el de ZE
y hemos hablado del axioma més famoso, el de eleccién. Del mismo modo, hemos visto que este tltimo,
pese a dar lugar a determinados resultados contraintuitivos, como la existencia de conjuntos no medibles
Lebesgue en Ry la paradoja de Banach-Tarski, es comtinmente aceptado por la comunidad matemadtica,
algo que se ve respaldado por los resultados relativos a la consistencia que acabamos de enunciar.

Finalmente, cabe resaltar que existen alternativas al axioma de eleccién, como el axioma de determinacion,
incompatible con este y bajo el cual todo conjunto de niimeros reales es medible Lebesgue®.
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Dominacién sparse y el teorema A,

1. Introduccion. Desigualdades con pesos y el operador maximal de Hardy-
Littlewood

El objetivo fundamental de este trabajo es presentar un caso particular de dominacién sparse, el de
los operadores de Calderén-Zygmund. En los tltimos afios este tipo de resultados han tenido un rol
fundamental en la teoria de pesos, dentro de la cual han permitido obtener nuevos resultados y simplificar
las pruebas de resultados ya conocidos. Para el lector que no esté familiarizado con el tema, las lineas
anteriores deben resultar algo incomprensibles. Vamos, por tanto, a empezar desde el principio.

Recordamos que dada una funcién f € 111()C(R"), es decir, una funcién cuya integral es integrable Lebesgue
en cualquier conjunto acotado medible, el operador maximal de Hardy-Littlewood se define como

Mf(x)=§21;€|—(12|/Qlf(y)ldy, x €R",

donde el supremo se toma sobre todos los Q a los que pertenece x. En lo que sigue, denotaremos por x; a la
j-ésima componente de x € R”; cada Q serd un cubo de R”, es decir, Q = [ay, a1 +1(Q)]X: - -X[ay, an+1(Q)]
donde I(Q) > 0 es el lado del cubo, y |E| denotara la medida de Lebesgue en R” del conjunto medible
E c R

Es bien conocido que el operador maximal es acotado en L”(IR") o que es de tipo fuerte (p, p) para
1 < p < o, es decir, que

IMfllzr@rey < cnp’If e @),
1

donde ||g||zrr7) = ( /Rn lg(x)|P dx) ", ¢, > 0 es una constante dimensional independiente de f y p’ es el
exponente conjugado de p, que se define como p’ = %. En el caso p = 1 no es dificil ver que M no es

acotado en L'. Para ver esto en el caso n = 1, basta tomar f = y{g,1}, es decir, la funcién que vale 1 en
el intervalo [0, 1] y 0 en los demds puntos. Pese a no ser de tipo fuerte (1, 1), el operador maximal adn
satisface una desigualdad de tipo débil (1, 1), es decir,

IMfll oy < cullfllrwny,

donde ||gll;1o(rr) = Sup;so ¢ [{x € R" : |g(x)| > £}|. Este tltimo resultado puede encontrarse en las refe-
rencias clasicas [9, 15, 16].

Notacién. Enlo que sigue, y en el espiritu de las estimaciones que acabamos de presentar para el operador
maximal, denotaremos por ¢ a las constantes de acotacién independientes de f. Los subindices, si aparecen,
denotardn la dependencia de los correspondientes pardmetros. Por ejemplo, si ¢ solo depende de la
dimensién, denotaremos por ¢, a la constante en cuestion. Si dependiese también de p, escribiriamos
Cn,p- También nos tomaremos la libertad de omitir la mencién a R” al referirnos a LP(IR"), escribiendo
tinicamente L”. Procederemos de forma anéloga con L'"*(R").

En los afios 70, motivado por la idea de obtener resultados para cierto tipo de problemas de convergencia
de series de ortogonales, Muckenhoupt [32] caracterizo la acotacién en L” con pesos del operador maximal
de Hardy-Littlewood.

Definicion 1. Llamaremos peso a toda funcién no negativa localmente integrable.

La caracterizacién de Muckenhoupt fue la siguiente. Para 1 < p < co estableci6 que, dado un peso w,

U IMFllrwy < cpnwllFllrw)

1
donde ||gllzr(w) = (/Rn lg(x)|Pw(x) dx) ? siysolosiw e A, es decir, si la constante A, de w, definida

como
1 1 a2\
= —_— d —_— lfpd ,
why, = sup o fQ w(x) x(|Q| /Q w(x) x)
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es finita. En el caso p = 1, la desigualdad
2 IMf o) < Cnwllfllew)

donde || gl 1o(w) = SUp,so tw ({x € R : |g(x)| > t}) con w(E) = /E w(x) dx, se verifica siy solo si w € Ay,
es decir, si existe « > 0 tal que

(3) Muw(x) < kw(x) ctp. x € R".

Llamaremos constante A; de w, [w]y,, al menor de los k > 0 tales que (3) se verifica.

Recordamos que, por el teorema de diferenciacién de Lebesgue, para toda funcién localmente integrable
se tiene que |f(x)| < Mf(x) en casi todo punto x € R”. Teniendo esto en cuenta, lo que la condicién A;
nos dice es que, si w € Aj, entonces w es «tan grande» como M w, ya que

w(x) < Mw(x) < [w]a w(x) ctp.x € R".

Observacion 1. Llegado este punto, conviene notar que (1) y (2) contienen como caso particular a las
desigualdades sin peso sin mds que tomar w = 1.

2. Operadores de Calderon-Zygmund

Desde los resultados de Muckenhoupt, multitud de autores han dedicado trabajos al estudio de desigualda-
des con pesos A, y variantes de los mismos para diversos operadores. Una de las clases de operadores que
ha recibido mayor atencién es la de los operadores singulares. Empezamos presentando primero algunos
ejemplos. Dada una funcién f «lo suficientemente buena» (por ejemplo, infinitamente diferenciable y con
soporte compacto), definimos su transformada de Hilbert como

(4) Hf(x) = lim / o) dy, xeR
£—-0" lx—y|>e X~V
Observamos que J—lc no es localmente integrable; sin embargo, tiene cierta propiedad de «cancelacién»,

ya que f_ I; ;lc dx = 0 para todo R > 0. Asumiendo f «suficientemente buena», este hecho permite dotar
de sentido la definicién en (4) (ver cualquiera de los libros clasicos [9, 15, 16]). Hunt, Muckenhoupt
y Wheeden [17] demostraron que la transformada de Hilbert satisface las siguientes propiedades:

1. Siw € Ay, con 1 < p < oo, entonces,

(5) “Hf“L”(w) < Cn,p,w”f”L”(w)-

Mas aun, el reciproco también es cierto, es decir, si se verifica (5), entonces w € A,

2. Si w € A, entonces,
(6) IHf v ) < enuwllf Iz w)-

Existen andlogos n-dimensionales para la transformada de Hilbert, las transformadas de Riesz, que se
definen de la siguiente forma: para cada f «suficientemente buena» definimos la transformada de Riesz
j-ésima, j=1,2,...,n,como

Rif(x) = lim )

————f(y)dy, x e R™
20 Jix—y|>e lx — y[m*?

L. . y .
Estos operadores también satisfacen (5) y (6). En este caso, es nuevamente la cancelacién de Ix—jy%

que permite darle sentido a la defincién para funciones «buenas» [9, 15, 16]. Estos operadores son casos
particulares de una clase més general, la de los operadores de Calder6n-Zygmund.

lo
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Definicion 2. Decimos que un operador lineal T es un operador de Calderén-Zygmund si existe Cr, > 0
tal que
ITfllz2 < Crallfllz

y, ademads, existe una funciéon K: R” x R"” \ {(x, x) : x € R"} — R, es decir, una funcién localmente
integrable fuera de la diagonal, tal que para toda funcién f infinitamente diferenciable y con soporte
compacto, es decir, nula salvo en un conjunto compacto, tenemos que si x no esta en el soporte de f,
entonces

1= [ Kepmd,  xer”

Adicionalmente, K debera satisfacer las siguientes propiedades:

’y |'£ yln ' y‘

2. Condicion de regularidad: si 2|x — x’| < |x — y|, entonces

|x—x’|) 1

|K(X»J’)—K(X’,}/)|+|K(}/»x)—K(}/,x')| Sw( n’
lx—yl ) lx-y

donde w es un médulo de continuidad, es decir, w : [0,1) — [0, ) es una funcién con w(0) =
0, continua, creciente y subaditiva (esto es, tal que w(a + b) < w(a) + w(b) con a, b € [0, 1)).
Supondremos también que w satisface la condicién de Dini, es decir, que

1
de
mmmszm—<w
0 t

Nuevamente, esta clase de operadores satisface las estimaciones (5) y (6), resultado debido en el caso
fuerte a Coifman y Fefferman [3]. Ademads, como apuntdbamos antes, tanto la transformada de Hilbert
como las transformadas de Riesz encajan dentro de esta definicién sin mas que elegir K(x, y) = =, en el

x=y
XV

caso de la transformada de Hilbert, o K(x, y) = Tyt €N el caso de las transformadas de Riesz.

3. Estimaciones cuantitativas

Hasta ahora, en todas las estimaciones con pesos que hemos visto aparecia una constante con una
dependencia en el peso indeterminada. Esencialmente en la Gltima década ha surgido un gran interés por
las llamadas estimaciones cuantitativas, es decir, estimaciones en las que se establece de forma cuantitativa
la dependencia de la constante A, del peso. Los primeros resultados que se dieron en esta direccion se
remontan a inicios de los afios 90 y se deben a Buckley [2], que en su tesis estableci6 la siguiente estimacién
para el operador maximal de Hardy-Littlewood: si w € A, y 1 < p < oo, entonces

1
IMfllpwy < cnplw]y 1fllzpg)

y el exponente es el mejor posible en el sentido de que, al reemplazarlo por otro més pequeio, la desigualdad
falla. En el caso p = 1, el resultado se sigue de la desigualdad de Fefferman-Stein [13]. Dado un peso
cualquiera w, se tiene que

IMf o) < callflloraw)

de lo cual se sigue, teniendo en cuenta la definicién de peso A, que

IMf o) < calwla If Nl w)-

Buckley también establecié una estimacién para operadores singulares, pero no era la mejor posible. En
cualquier caso, sus resultados no recibieron inicialmente demasiada atencién. En 2001, Astala, Iwaniec
y Saksman [1] redujeron la posibilidad de obtener una automejora de la integrabilidad de las derivadas de

56 https://temat.es/


https://temat.es/

Rivera-Rios

la ecuacién de Beltrami a probar la dependencia lineal en la constante A, de la transformada de Beurling.
En otras palabras, si B es la transformada de Beurling, las soluciones de la ecuacién de Beltrami tendrian
la citada automejora en caso de verificarse la siguiente estimacion:

@ IBf 2wy < cnz.plwla, Ifllzw), — w € Ap.

Petermichl y Volberg [36] demostraron que, efectivamente, (7) se verifica. No mucho después, Petermichl
obtuvo resultados anédlogos para la transformada de Hilbert y las de Riesz [34, 35], que, combinados con
un resultado de extrapolacién [8], permitian obtener la siguiente estimacion:

1
L5

max
(8) ITfllrw) < cnprlwly, "N e oy w e Ap,

donde T es la transformada de Hilbert o cualquiera de las transformadas de Riesz. Observamos que dicho
exponente es ademads el mejor posible, resultado debido a Buckley [2].

Teniendo en cuenta que los operadores que hemos mencionado més arriba tenian dependencia lineal en
la constante A,, la pregunta natural, que fue conocida como conjetura Ay, era si dicha dependencia se
verificaba también para todo operador de Calderén-Zygmund 7, es decir, si

©9) ITf 2wy < cnor[wla I 2 w)s w € Ay.

Un buen nimero de autores se interesé por este problema, aportando respuestas parciales o nuevas vias
para atacar el problema. Sin embargo, fue Hytonen el que consigui6é convertir en teorema la conjetura Ay,
en un trabajo que acabé siendo publicado en Annals of Mathematics [18].

4. Dominacion sparse

Alrededor de la conjetura (ya teorema) A, y bajo la influencia de la misma, un buen ntimero de autores
ha dedicado parte de su labor en los tltimos afios a abordar la cuestiéon de establecer distintos tipos de
desigualdades cuantitativas para diversos operadores. Esto ha llevado, entre otras cosas, a un aumento
del nivel de comprensién de la teoria y al desarrollo de una depurada forma de estudiar los distintos
operadores reemplazandolos por objetos diddicos més manejables, en el contexto de lo que ha venido a
denominarse teoria de dominacién sparse. Para presentar el marco en el que se desarrolla dicha teoria
empezaremos tomando prestadas de Lerner y Nazarov [26] algunas definiciones fundamentales.

Dado un cubo Q de R" es posible construir una red de cubos diddicos de Q de la siguiente forma.

1. Definimos a la familia Dy(Q) como Dy(Q) = {Q}.

2. La familia D;(Q) es la constituida por los 2" subcubos que se obtienen al dividir a Q en 2" cubos
iguales.

3. Inductivamente, dado k € IN, Di1(Q) es la familia constituida por los 20417 subcubos obtenidos
al dividir a cada P € D(Q) en 2" subcubos iguales. Si R € Dy.1(Q) estd contenido en P € Dy(Q)
diremos que R es hijo de P y también que P es el padre de R.

Llamaremos red diddica de Q o asociada a Q a la familia

D(Q) =|_] Du(Q).

k=0

Una propiedad interesante de D(Q) es que, si P, Q € D(Q), entonces necesariamente P N Q € {P, Q, 0}.
Podemos visualizar la construccién de las generaciones 0, 1 y 2 en la figura 1.

Apoyandonos en la definicién anterior vamos a presentar la definicién de reticulo diddico, que seré el
ambiente natural para definir el concepto de familia sparse, clave para construir los llamados operadores
sparse.
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Do(Q) Di(Q) D2(Q)

Figura 1: Generaciones 0, 1 y 2 para un cubo Q.

Definicion 3. Decimos que una familia 9 de cubos de R” es un reticulo diddico si verifica las siguientes
propiedades:

1. Si Q € D entonces todos sus descendientes diddicos estdn en D. En otras palabras: si Q € D,
entonces D(Q) C D.

2. Si P, Q € D, existe un ancestro comun a ambos, es decir, existe R € D tal que P, Q € D(R).

3. Para todo conjunto compacto K C R” existe Q € D tal que K C Q.

A

ro)

4%}

Figura 2: Sucesién de cubos en R? adecuada para construir un reticulo diddico.

Observacion 2. Un método para construir un reticulo diddico es el siguiente. Partiendo de un cubo Qy,
consideramos una sucesion de cubos {Qj};io de manera que para cada j > 0 se tiene que Q; tiene un

vértice comtn con Q;_; y [(Q;) = 2I(Q;-) y, adicionalmente, R" = U]f'io Q; (ver figura 2). Para dicha
sucesion es sencillo ver que

D= O D(Qy)
%0

es un reticulo diddico.

Llegados a este punto estamos en disposicion de presentar la definicion de familia sparse (que en castellano
vendria a traducirse como familia dispersa).
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Definicion 4. Sea D un reticulo diddico. Sean € (0, 1). Decimos que una familia S C D es n-sparse si

1. Para cada Q € S existe un subconjunto medible Eg C Q tal que
nlQl < |Eql.

2. Los conjuntos Eg son disjuntos dos a dos.

Un primer ejemplo de familia sparse es la familia de intervalos {I; }>, con Iy = [0, 27K]. En este caso basta

con tomar Ex = I \ Iiy1.

Ew

Figura 3: Ejemplo de familia %—sparse.

En la figura 3 podemos ver otro ejemplo de familia %-sparse. Para comprobar esto basta con tomar

Eq = Q\ Upes:pcP o simplemente un subconjunto de medida %|Q| en el caso en que el cubo Q no tenga
ningin subcubo.

En el siguiente teorema presentamos, por fin, uno de los resultados paradigmaticos dentro de lo que se
conoce como teoria de dominacién sparse, la dominacién sparse puntual para operadores de Calderén-
Zygmund.

Teoremal. Sea T un operador de Calderon-Zygmund. Sea € € (0, 1). Para cada funcién f integrable con

soporte compacto, existen 3" reticulos diddicos D; y 3" familias 137,8 -sparse S; C D; tales que

3"

CnCT

ns ZASj|f|(x) ctp. x € R,
j=1

ITf(x)| <

donde
Asf(x)= )"

QeS8

1
= / fMdyxo(x),  xeR"
[Ql Jo
siendo As el operador al que conocemos como operador sparse y ¢y = Cr+ Cx +||w||pim; (ver definicion 2).

Observacion 3. Puede parecer un problema el hecho de que las familias sparse elegidas dependan de f;
sin embargo, a efectos practicos, dicha circunstancia no restringe la aplicabilidad del resultado, dado
que, como veremos algo mds adelante, este tipo de dominacién se utilizard para obtener estimaciones
independientes de la familia sparse.

Por otra parte, otra observacion interesante [33] es que, fijado un cubo de una familia sparse, el conjunto
de puntos de dicho cubo que estdn contenidos en una cantidad infinita de cubos de la familia tiene
medida cero. Esta propiedad hace posible que los operadores sparse estén bien definidos para funciones
integrables.

El teorema 1 fue obtenido de forma independiente por Conde-Alonso y Rey [5] y Lerner y Nazarov [26] para
operadores de Calder6n-Zygmund con médulo de continuidad satisfaciendo una condicién algo menos
general que la condicién de Dini en la definicién 2. Més tarde, Lacey [21] extendi6 el resultado a operadores
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satisfaciendo la condicién de Dini. A este trabajo de Lacey le sigui6 otro de Hyténen, Roncal y Tapiola [20]
en el que se obtenia la versién cuantitativa con la constante ¢y que hemos presentado aqui. Finalmente,
Lerner [23] obtuvo una prueba sumamente elegante de dicho resultado cuantitativo, basada en el control
de un operador de tipo maximal asociado a T. Dicha técnica ha sido aplicada exitosamente en otros
contextos, como el matricial [33], el de los conmutadores [30] o incluso en sentido de dominacién «bilineal»
a integrales singulares «rough» [24] (ver el articulo de Conde-Alonso, Culiuc, Di Plinio y Ou [4] para la
prueba original de dicho resultado y la seccién 6 para algunos detalles adicionales) o a los conmutadores de
las mismas [37]. De cara a introducirse al anélisis diddico y a la teoria de dominacién sparse, recomendamos
al lector la lectura del estudio de Lerner y Nazarov [26] y las notas de Hytonen [19].

De alguna manera, los resultados de dominacién sparse pueden considerarse como una actualizacién del
principio de Calderén-Zygmund. Dicho principio afirmaba que «para cada operador singular deberia existir
un operador maximal adecuado que lo controlase en algtin sentido». Por ejemplo, si T es un operador
de Calderén-Zygmund, Coifman y Fefferman [3] establecieron, esencialmente, que, si w € A, para algin
g > 1, entonces

ITfllrwy < enrpwllMfllrgey, 0 <p <eco.

Alavista del teorema 1, la actualizacién de este principio podria enunciarse del siguiente modo: «para cada
operador singular existe un operador sparse adecuado que controla a dicho operador en algtin sentido».

5. Una prueba simple del teorema A,

Para ilustrar el uso de las técnicas de dominacién sparse vamos a presentar una prueba del teorema A,.
Para dicho fin necesitaremos un resultado previo que tomamos prestado de Lerner y Nazarov [26, theorem
15.1].

Teorema 2. Sean D un reticulo diddico y w un peso. Definimos el operador maximal M2 como

Mpf(x) = sup

1
0eD : gox W(Q) /Q If()|w(y)dy.

Entonces:

1. Sil<p<oo,
1M fllr ) < DI leruo)-

2. Sip=1,
IM2 e < Il

El resultado que acabamos de presentar nos dice, bdsicamente, que el operador maximal diddico con res-
pecto a cierto peso, que en nuestro caso va a ser un peso A, es acotado en L” con constante independiente
del peso.

Otro ingrediente fundamental de la prueba serd la expresién de la norma por dualidad. En el caso particular
p =2, si g € L?(w), entonces,

lelow = sup | [ gConu ds

h HLZ(H/):I

Con estos resultados a nuestra disposicién ya podemos probar el teorema A,. Empezamos observando

que, en virtud del teorema 1,
3)1

ITF 2wy < ener D 1A, (F D2

j=1

Por tanto, basta con establecer la estimacion para operadores sparse. Recogemos dicha estimacién en el
siguiente lema.
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Lema3. Sean S una familia n-sparse y w € A,. Entonces,

4
lAsfllzz(w) < E[W]Azl|f|lL2(w)-

Demostracion. Expresando la norma por dualidad tenemos que

(0) 4l = sup | [ Asp@mneu o)

12w)=1

de manera que basta con acotar | /]Rn Asf(x)h(x)w(x) dx|. Observamos que

‘ / AsfOOh(x) dx| < / As(F DG R0 () d,
R” R”

lo cual nos permite asumir que f, h > 0. Hecha esta reduccién y llamando o = w™!, procedemos como

sigue:
by ( = / o) dy) ( /Q H) () dy)

1 I 1 w(Qo(Q)
Sz(a@) g4 )(w(@/gh(”“’(”dy) Q

/]R ) Asf(x)h(x)w(x)dx =

QeS8
wQo@) 5 (L1 [ 10 e
<oup {11 }Q;S(U(Q) 7i0) (s [, o)

Observamos que el supremo que aparece en el dltimo paso no es otra cosa que la constante A, de manera
que bastara con obtener una estimacién de la suma independiente de dicha constante. Por la definicién
del operador maximal diddico respecto a un peso, estd claro que

( 1 1)

olf
Q) Jo o) (y)dy) < oMo (5) )

y también que
1 oD
(5 [ @) < w2 oo

Por otra parte, como S es n1-sparse, sabemos que para cada Q € S existe un subconjunto E, C Q tal que
dichos conjuntos E son disjuntos dos a dos y, ademds, |Q| < }]lEQ|. Teniendo todo esto en cuenta,

1 o 1
ke Y (575 [ BB ewar) (g [ w1

QeS8
1 f )
< [w]a,— (meD( )(z))(meu%’(h)(z)) |Eo|
A n QZS €Q (o z€Q Q
< Wl / MD( )(x)MD () (x) dx.
QeS

En este punto hacemos uso de una propiedad clave de los conjuntos Ep, el hecho de que son disjuntos
dos a dos. Dicha propiedad nos permite continuar de la siguiente forma:

1 o(f D _1 o(f D
E[w]A2 Z /Q M; (;) ()M, (h) (x)dx = U[W]A2 /UQGSEQ M (0') (x)M,,” (h) (x)dx

QeS8 E
< LLwl,, / Mf(i) OM2 (1) () dx = L[wl,, / Mo?(i) OM2 (1) (@ wx) o (x)} dx
n R” o n R~ o
< Sl |2 (Z)] 12 00 < 2t | 2] i = 2l
12(0) n 12(0) n
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donde la dltima desigualdad es consecuencia directa del teorema 2 y la tltima identidad se sigue de que

2
(@) o = |f|?w. En resumen, hemos probado que

[ Asteonwe) ax| < 2l il

de manera que, tomando supremo cuando || k||;2(,,) = 1y teniendo en cuenta (10), obtenemos la estimacién
deseada. |

Observacion 4. Contrariamente a lo que podria parecer, la estimacion establecida en el lema 3 es anterior a
la prueba del teorema A, y se debe a Cruz-Uribe, Martell y Pérez [6]. En dicho trabajo, los autores reducian
la conjetura A, para operadores singulares con cierta regularidad a operadores sparse. Fue sin embargo
Lerner [22] el primero en conectar la dominacién sparse con los operadores de Calder6n-Zygmund,
obteniendo asi una nueva prueba del teorema A,. El resultado de dominacién sparse que obtuvo fue un
resultado en norma, que en el caso particular que nos ocupa se enuncia como sigue:

ITf 2wy < €sup [[AsfIlr2(w)»

donde el supremo se toma sobre todas las familias sparse S contenidas en todos los reticulos diddicos
posibles. Este resultado es el precursor de la dominacién sparse que presentamos en la seccién 4 y
probablemente el desencadenante que llevé al desarrollo de dicha teoria.

6. Mas resultados basados en la dominacion sparse

Sea Q € L®($"!), donde S"! es la esfera n — 1 dimensional. Por ejemplo, S! es la circunferencia en R? y
$2 es la esfera (hueca) en R®. Asumamos adicionalmente que /S,H Q(0) d = 0. Bajo estas hipdtesis, para
f «suficientemente buena», el operador T definido como

Xy
Tof(x) = lim ° ( i y‘)
“ a0t |x—y|>e |x .V|n

——f(y)dy

tiene sentido [9, 15]. Las transformadas de Riesz y de Hilbert son casos particulares de esta clase de
operadores. T satisface las mismas propiedades de acotacién que los operadores de Calderén-Zygmund.
Es de tipo fuerte (p, p) (tanto para el caso sin pesos [9] como para el caso con pesos [10]) y de tipo débil
(1, 1) (tanto para el caso sin pesos [38] como para el caso con pesos [11, 12]). No obstante, este tipo de
operador es mas dificil de tratar que los operadores de Calderén-Zygmund, ya que, a diferencia de lo que
Xy
ocurre con estos ultimos, K(x, y) = Q‘J(C‘_;;ly,',) no satisface ninguna condicién de regularidad. Es por esto
que en inglés se denomina a estos operadores como «rough».

Conde-Alonso, Culiuc, Di Plinio y Ou [4] obtuvieron una dominacién sparse en el sentido bilineal (ver
el trabajo de Lerner [24] para una prueba alternativa). El resultado es el siguiente: paracada 1 < r < oo,
dadas f con soporte compacto e integrable y g «suficientemente buena», existen 3" reticulos diddicos D;
y 3" familias sparse S; C D; tales que

< @l S Y (17 [ treotas] {157 [ tecoras) e

J=1 QeS;

‘ / To(f)(x)g(x) dx

En la préctica, este tipo de resultado permite recuperar la gran mayoria de los resultados que se pueden
obtener utilizando la dominacién puntual, ya que muchos de ellos (como, por ejemplo, el teorema A, cuya
prueba vimos en la seccién anterior) se basan en el uso de la norma por dualidad. Sin embargo, la presencia
del promedio L" y de r’ en la estimacién la hacen més «imprecisa» que el andlogo para operadores de
Calderén-Zygmund que se sigue trivialmente del teorema 1:

swij (|Q|/|f< >|d)(|Q|f|g(x>|dx)|Q|
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En el siguiente teorema presentamos una serie de estimaciones que, en algunos casos, admiten nuevas
pruebas utilizando resultados de dominacién sparse, mientras que, en otros casos, estdn completamente
basados en dichas técnicas. Ademads, contrastaremos los casos de los operadores de Calder6n-Zygmund y
los operadores T que acabamos de presentar. Como veremos a continuacion, la mencionada «imprecisién»
de la dominacién sparse disponible para estos dltimos repercute en algunos de los resultados que se
pueden obtener utilizdndola como ingrediente.

Teorema 4. Sea Q € L™(S"™') tal que ./;”’1 Q(0)dd = 0. Sea T un operador de Calderon-Zygmund.
Entonces:

1. Sil<p<ooywe€ Ay, entonces
ITaf ) < enpllQllssmn[wl I llrw)-
2. 85i1<qg<p<ooywe A, entonces

I Tfllrw) < enrpglwla Ifllrew) ¥
I Tof lzrw) < Cnpqll @l [wa, 1f llzew)-

3. §5il < p<ooywé€ Ay para cualquier 1 < g < oo, entonces

N Tflleqw) < enrpglwla IMfllrw) ¥
I Tof llraw) < Cn,p,q“Q”L”(S"*l)[w]iq IMf o).

4. Parap =1, si w € A, entonces

I Tfllp1eqw) < enr[wla, logle + [wla)llfllow) ¥
I Tof ey < Cnpgll Rllssnn[wli, logle + [wla)lf lrw)
yen el caso de T, ademads, la dependencia es la mejor posible.

En el caso T, todas las estimaciones del teorema que acabamos de enunciar fueron obtenidas por Li,
Pérez, Rivera-Rios y Roncal [31]. La estimaci6n en el apartado 1 es la mejor hasta la fecha, si bien hay
ciertos indicios (por ejemplo, los resultados de Lerner [25]) de que, en el caso p = 2, la dependencia deberia
ser lineal en lugar de cuadrdtica. En el caso de los operadores de Calder6n-Zygmund, las estimacionenes
de los apartados 2 y 3 pueden obtenerse empleando esencialmente la misma prueba que presentan Li
et al. [31], aunque son anteriores a dicho trabajo. Finalmente, en cuanto al apartado 4, en el caso de los
operadores de Calder6n-Zygmund la estimacién superior fue obtenida por Lerner, Ombrosi y Pérez [28, 29].
Domingo-Salazar, Lacey y Rey [7] presentaron una prueba basada en la dominacién sparse (ver también el
articulo de Frey y Nieraeth [14]). El hecho de que la dependencia en la constante A; es la mejor posible es
un resultado muy reciente debido a Lerner, Nazarov y Ombrosi [27]. En el caso de los operadores rough la
desigualdad en el apartado 4 fue obtenida por Li et al. [31]. Finalmente, cabe resenar que, en el caso de
los apartados 3 y 4, Li et al. [31] conjeturan que la dependencia de la correspondiente constante A, es la
misma que la que se verifica para los operadores de Calderén-Zygmund.
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Resumen: El objetivo de este articulo es presentar una aplicacién del dlgebra en la
combinatoria. Trataremos la teoria algebraica de representaciones de grupos, que
se utiliza en multitud de dreas de las matemadticas (geometria diferencial, analisis
armonico, teorfa de nimeros...) o incluso en fisica teérica. Nosotros la utilizaremos
en la combinatoria, asociando conceptos algebraicos con conceptos combinatorios.
Esto permite probar resultados combinatorios a través de los resultados algebraicos
correspondientes. En particular, usaremos la teoria presentada para probar una
igualdad combinatoria.

Al igual que en muchas otras partes del dlgebra, nos interesard descomponer los
objetos (en este caso representaciones) en sus componentes irreducibles. Tendre-
mos el tipico resultado de existencia y unicidad y presentaremos herramientas
para el cédlculo practico de una descomposicién. Por tltimo, construiremos las
representaciones irreducibles del grupo simétrico S, que estdn ligadas a objetos
combinatorios.

Abstract: The main goal of this article is to introduce an algebraic application in
combinatorics. We will deal with the algebraic group representation theory, used
over many branches of mathematics (differential geometry, harmonic analysis,
number theory...) or even theoretical physics. We will use it in the context of
combinatorics, linking algebraic concepts with combinatorial concepts. This allows
to prove some combinatorics results through their algebraic analogues. Specifically,
we will use this theory to prove a combinatorial equality.

As in other parts of algebra, it is interesting to decompose the objects (represen-
tations) into their irreducible components. We will prove typical results about
existence and uniqueness and we will present some tools to decompose represen-
tations. Finally, we will construct the irreducible representations of the symmetric
group Sy, which are closely related to combinatorial objects.
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Aplicacién en combinatoria de las representaciones de grupos

1. Introduccion

Un problema clésico de la combinatoria es el problema de las particiones. Una particién es una descom-
posicién de un nimero natural, n, en sumas de ntimeros naturales. Por ejemplo, 2 + 1 + 1 es una posible
particion de 4, aunque la forma usual de denotarla seria (2, 1, 1). El problema consiste en contar de cudntas
maneras es posible realizar estas particiones, es decir, cuantas particiones tiene el niimero 7. En el caso
de n = 3, lo podemos descomponer como (1, 1, 1), como (2, 1), o como (3) (descomponerlo en un tnico
sumando también es vélido). A la cantidad de particiones la llamamos p(n), de forma que, por ejemplo,
p(3) = 3. Es importante fijarse en que el orden no importa a la hora de hacer particiones. Como (2, 1) es la
misma particiéon que (1, 2), las podemos ordenar siempre en orden decreciente, que serd lo que haremos.

Frobenius [2] en el ano 1900 demostré que las particiones estdn asociadas a unas representaciones (que
introduciremos més adelante). Alfred Young [7-17] estudi6 estas representaciones durante la primera
mitad del siglo xx, y se dio cuenta de la importancia de introducir diagramas para codificar las particiones.
Un diagrama de Young es una coleccién de n recuadros, donde en cada fila ponemos la cantidad corres-
pondiente a uno de los ntimeros de la particién. Estas filas han de estar ordenadas por tamafio y alineadas
a la izquierda. Podemos ver todos los posibles diagramas de Young para n = 3 en la figura 1.

L]

Figura 1: Diagramas de Young para n = 3. Se corresponden con las particiones (1, 1, 1), (2, 1) y (3), respecti-
vamente.

Otros objetos interesantes en combinatoria son las permutaciones. Al conjunto de permutaciones de
n elementos se lo llama grupo simétrico y se denota por S,. Las permutaciones descomponen de
forma tnica en ciclos disjuntos, lo que permite denotarlas a través de ellos. Por ejemplo, la permutacién
(123)(46) € Sgenviael 1 al2,el2al3yel3all.El4loenviaal 6 y viceversa, y el 5 lo deja fijo. Una operacién
interesante entre permutaciones es la conjugacién. Dos permutaciones o y T se dicen conjugadas si existe
v € S, tal que y™! o 0 oy = 7. Equivalentemente, o oy = y o 1. Ser conjugados es una relaciéon de
equivalencia, y las clases de equivalencia se denominan clases de conjugacion.

Este concepto hace de puente entre particiones y permutaciones. Hay tantas particiones de n como clases
de conjugacién de S, (corolario 11). De hecho, a cada permutacién le podemos asociar una particién
mirando los tamanos de sus ciclos disjuntos. Por ejemplo, una particién de S que tenga un 2-ciclo y un
1-ciclo (punto fijo) tiene asociada la particién (2, 1) de n = 3. Evidentemente, permutaciones diferentes
pueden tener la misma particién asociada. Lo que ocurre es que tienen la misma particién asociada si y
solo si son conjugadas. Por lo tanto, las clases de conjugacién de S;, van asociadas de forma natural a las
particiones, y en consecuencia, van asociadas también a los diagramas de Young.

Esta relacién entre permutaciones y diagramas de Young es la que hace realmente importantes los diagra-
mas de Young. En realidad, estos diagramas ya habian sido introducidos previamente por Ferrers en 1871.
La novedad que introdujo Young es la posibilidad rellenarlos con los ntimeros del 1 al 7 (sin repetirlos).
Esta idea permite que las permutaciones puedan actuar sobre los diagramas, permutando los ntimeros
del diagrama. A estos diagramas de Young rellenos con niimeros los llamamos tablas de Young. Si, ademas,
las filas y columnas estdn ordenadas (de menor a mayor), decimos que son tablas estindar de Young. Por
ejemplo, hay 4 tablas estdndar de Young para n = 3, como se ve en la figura 2. También podemos dejar
que las permutaciones actten sobre las tablas; por ejemplo, cuando (23) actta sobre la primera tabla de la
figura 2, obtenemos la segunda tabla.

Ahora podemos hacer la siguiente observacion. De las tres particiones que hay para n = 3, una tiene
dos tablas estdndar; otra, una, y la otra, una. Y ocurre que si sumamos los cuadrados de estos numeros,
22 +12 + 12 = 6 = 3!, obtenemos la cantidad de elementos de S,,, que es n!. Podemos hacer lo mismo para
otros valores de n. Para n = 4 se obtienen cinco particiones, con dos, tres, tres, una y una tablas estdndar, y
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Figura 2: Tablas estandar de Young para n = 3. Para la particién (2, 1) hay dos posibles tablas estdndar,
mientras para las particiones (1, 1, 1) y (3) solo hay una tabla estdandar posible.

vuelve a ocurrir que 22 + 3% + 3% + 12 + 12 = 24 = 41. Con n = 5 obtenemos siete particiones con seis, cinco,
cinco, cuatro, cuatro, una y una tablas estdndar, y tenemos que 62 + 52 + 52 + 42 + 4% + 12 + 12 = 120 = 5.

La teoria de representaciones aplicada al grupo simétrico nos permitird probar esta igualdad (corolario 19).
Tras introducir las representaciones, utilizaremos sus caracteres para probar que |S,| = ”12 Los n;, que
son la cantidad de tablas estdndar, coincidirdn con las dimensiones de unas representaciones, cada una
asociada a una particién (o diagrama de Young). La construccion explicita de estas representaciones nos
permitird ver que las dimensiones n; se corresponden a la cantidad de tablas estdndar.

2. Representaciones lineales de grupos

Un grupo consiste en un conjunto G con una operacion - tal que dados dos elementos a, b € G, nos
devuelve a - b € G. Esta operacién ha de ser asociativa, tener elemento neutro y todo elemento ha
de tener inverso. Por ejemplo, las permutaciones con la composicién son un grupo, que es el grupo
simétrico. Otro ejemplo es el conjunto de matrices invertibles n X n sobre C, que es un grupo con el
producto de matrices. Este grupo se denota por GL,(C), y también se puede pensar como aplicaciones
lineales invertibles de V en si mismo (donde V es un C-espacio vectorial de dimensién n). La idea de
una representacion del grupo G consiste en trasladar la estructura de G a este grupo concreto: GL,(C).
Si utilizamos lenguaje de aplicaciones en lugar de lenguaje matricial, el grupo se denotara por GL(V).
Hablaremos de matrices o aplicaciones lineales indistintamente, segiin sea conveniente. En particular,
omitiremos el o de la composicion, ya que desde el punto de vista matricial es simplemente un producto.

Definicion 1. Una representacién de un grupo G en un espacio vectorial V consiste en una aplicacién
p: G — GL(V) tal que
Pab = PaPb Ya,b e G.

Como vemos, la matriz asociada al elemento ab es el producto de la de a con la de b. En lenguaje de
aplicaciones, la aplicacién lineal de ab es la de b compuesta con la de a. En un contexto general de teoria de
grupos, este tipo de aplicaciones entre grupos se denomina homomorfismo de grupos (la particularidad
de este caso es que el espacio de llegada es GL(V)). Aunque esta definicion es totalmente general, nosotros
consideraremos grupos G finitos y espacios vectoriales V de dimensién finita y sobre C.

Observacion 1. Tomando b = 1 en la definicién vemos que p; = Id, puesto que p, = pgsp:. Tomando
b = a ! vemos que p,1 = p,', puesto que Id = p; = pap41.

En todo grupo finito ocurre que existe algtin valor k tal que a* = 1 (de hecho, k = |G| lo cumple). Como
consecuencia, p, compuesta k veces consigo misma serd la identidad. Los ejemplos mads sencillos de este
tipo de aplicaciones tienen un fuerte significado geométrico. Las simetrias, por ejemplo, lo cumplen para
k = 2. Movimientos directos, como rotaciones de 360°/ k, también lo cumplen. Nuestras representaciones
serdn colecciones de aplicaciones de este tipo (una por cada a € G).

Ejemplo 1. Sea V un espacio vectorial y sea G un grupo. Si a cada a € G le asociamos la identidad,
tenemos una representacion p, = Id. En el caso de que V sea de dimension 1 la llamaremos representacién
trivial.

Ejemplo 2. Consideremos las permutaciones de tres elementos, S3. Hay seis de ellas: la identidad, tres
trasposiciones y dos 3-ciclos. Podemos representar este grupo en el plano R?, como vemos en la figura 3.
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Los dos 3-ciclos son (123) y (132) y van asociados a rotaciones de 120° y —120°. Las trasposiciones (12),
(13) y (23) son simetrias; por ejemplo, la (12) es la que intercambia los puntos 1 y 2. Aunque el dibujo
estd en R?, esto también es una representacién sobre C?, porque las matrices 2 X 2 reales que nos dan los
automorfismos son también matrices 2 X 2 complejas. A esta representacién sobre C? se la denomina
representacion estdndar. Esta representacién viene dada en forma matricial de la siguiente manera:

(10 | -1/2 +3)2 | -1/2 —v3)2
Pia =19 1 Paz) =\ B2 —1/2 PO =\ V32 —172
(-1 0 (12 VB2 (12 V32
Pe=\ o 1 PO =\ VB2 -1/2 PO =\ —v3/2 172
(123)
(12)
2

Figura 3: Representacion esquemadtica de los automorfismos de la representaciéon estdndar de S3 sobre
R?. En rojo, simetrias (corresponden a trasposiciones) y en azul, rotaciones (corresponden a 3-ciclos). Ver
ejemplo 2.

Ejemplo 3. Tomemos el grupo simétrico G = S, y sea a € S,, una permutacién. Como las permutaciones
descomponen en ciclos y los ciclos en trasposiciones, la podemos descomponer en trasposiciones (no de
forma tnica). Si a descompone en una cantidad par de trasposiciones decimos que a es par y que tiene
signo g(a) = 1. Si, por el contrario, descompone en una cantidad impar de trasposiciones, a serd impar y su
signo serd g(a) = —1. Aunque la descomposicién no es tinica, la paridad de la cantidad de trasposiciones
es siempre la misma, de forma que el signo esté bien definido. Ademds, el signo es multiplicativo, es decir,
e(a)e(b) = e(ab). De todo esto se deduce que p, = £(a)ld es una representacion, para cualquier espacio
vectorial V. En el caso de dim(V) = 1 la llamamos representacion alternada.

Ejemplo 4. Consideremos un C-espacio vectorial V de dimensi6n igual a |G|. Indexemos los vectores de
la base con elementos de G, es decir B = {e, },ec. La representacién regular de G asocia a cada b € G el
automorfismo definido por

pp(€a) = epa-

Como hemos definido p, sobre la base B, queda completamente definida. Esta representacion sera de
especial importancia, porque guarda toda la informacién de G como grupo.

Cuando trabajamos con matrices de aplicaciones lineales, suele ser interesante diagonalizarlas, es decir,
encontrar una matriz semejante en forma diagonal. Esto lo hacemos a través de los autovectores, que
definen rectas invariantes de la aplicacion. En el caso de representaciones, tendriamos que diagonalizar
simultdneamente todas las matrices p, con a € G. Esto es mds complicado, y, en general, no serd posible.
Atn asi, podemos seguir estudiando subespacios invariantes (que no sean necesariamente rectas), y
también podemos descomponer p a través de sus subespacios invariantes. Para realizar la descomposicién
queremos que, si W es un subespacio invariante, exista otro subespacio suplementario W¢, también
invariante, que nos permita descomponer p entre W y W¢. Ahora formalizaremos esta idea.

Definicién 2. Decimos que W C V es un subespacio invariante de p si p,(W) = W, para todo a € G.
Esto es decir que W es subespacio invariante de cada p, como automorfismo.
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Definicion 3. Decimos que una representacion es irreducible si no existe ningtin subespacio W c V
invariante que no sea trivial (es decir, W # V, W # {0}).

Definicion 4. Dadas dos representaciones p: G — GL(V;), n: G — GL(1%), definimos su suma directa
p®n: G— GL(V; @ V») como la nueva representacion

(p@®Ma(u+v) = pa(u) +na(v)  VYueW,vev,.
Teorema 1 (Maschke). Toda representacién p: G — GL(V) se puede descomponer como
donde todas las p\” son representaciones irreducibles.

Demostracion. Si p no es irreducible, existe algin W C V invariante. Escojamoslo lo més pequeno
posible, es decir, que no tenga ningtn subespacio invariante dentro. Como W es invariante, p|y es una
representaciéon de W (restringimos cada p, al subespacio W) y, como W es lo mds pequefio posible, es
irreducible. Ahora buscamos un subespacio invariante suplementario W¢ para escribir p = pjw @ p|we.
Nos basta con que W€ sea invariante porque, aunque no sea irreducible, podremos aplicarle el mismo
razonamiento sucesivamente, hasta obtener solo subespacios irreducibles.

Hemos reducido la demostracién a hallar un subespacio W¢, suplementario a W e invariante. Desde una
intuicién geométrica, nos gustaria coger una especie de W ortogonal, pero no hemos definido ningtin
producto escalar. Asumamos un producto escalar (-, -) y cojamos W¢ = W+, que es el conjunto de vectores
v tales que (v, u) = 0 para todo u € W. Sea v € W+. Si tuviéramos que {p,(v), pa(1)) = (v, u) habriamos
acabado, porque eso es 0 para todo u € W'y, como p,(u) € W = p,(W) por ser W invariante, se tendria
que pq(v) € W+, La existencia de un producto escalar con {p,(v), pa(u)) = (v, u) nos la garantiza el
lema 2 que presentamos a continuacion. u

Lema 2. Sea p una representacion en un espacio vectorial V. Existe un producto escalar {-,-) de V tal
que
(Pa(V), pa(w)) =(v,u) VYaeGVuveV.

Demostracién. En primer lugar consideremos un producto escalar cualquiera [+, -] (producto respecto de
una base cualquiera). Definimos a partir de él un nuevo producto

() = == > [ouv), pulu)],
|G| beG

es decir, hacemos la media de [pj(v), pp(u)] haciendo que b varie sobre G. Este nuevo producto cumple
la propiedad deseada porque para todo ¢ € G tenemos que

(pelv), pelu) = Z PV pre()] = 7 Z[pa(v) pa()] = (v, u),

donde hemos definido a = bc. Como b recorre todo Gy c es fijo, a = bc variard por todo G. Ademas, el
hecho de que (-, -) sea un producto escalar (bilineal, definido positivo y hermitico) se deriva directamente
de que [+, -] lo sea. [

Ejemplo 5. Consideremos V = C® con una base 8 = {e), &, e3} y el grupo simétrico G = Ss. Sea
Pa €l automorfismo que lleva e; a e,(1), lleva e, a e,(») y lleva también e; a e,(3). Dichas p forman una
representacion, que puede parecer la regular, pero no lo es (la regular seria de dimensién |S3| = 6). Podemos
ver esta representacion esquemadticamente en la figura 4 (viendo tnicamente la parte real, es decir, el corte
en R%). Hay dos subespacios invariantes: la recta {(1, 1, 1)) y el plano perpendicular x; + x, + x3 = 0. La
representacion restringida a la recta ((1, 1, 1)) es la trivial del ejemplo 1. La representacion restringida al
plano x; + x; + x3 = 0 es la representacion estdndar que introdujimos en el ejemplo 2.

Ejercicio 6. Se puede ver que la representacion regular del ejemplo 4 para el grupo simétrico S, contiene
tanto a la representacion trivial como a la representacién alternada (de los ejemplos 1y 3).
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Figura 4: Dibujo esquematico de automorfismos de una representacion sobre R®. En rojo, simetrias (co-
rresponden a trasposiciones) y en azul, rotaciones (corresponden a 3-ciclos) .

Ejemplo 7. Es importante ver que la descomposicién dada en el teorema 1 no es necesariamente tinica.
Cojamos una representacion de dimensién n > 1, donde p, = Id. Cualquier recta es invariante, por lo que
hay infinitas posibilidades para descomponer en 7 rectas invariantes. Mas adelante veremos que lo que si
son Unicas son las representaciones que obtenemos en estos subespacios. Por ejemplo, aqui obtenemos
siempre n representaciones triviales, independientemente de las rectas escogidas.

Aunque se desvie de nuestro objetivo, vale la pena comentar que hemos utilizado de forma fundamental la
finitud de G para promediar y obtener nuestro producto en el lema 2. Esto permite descomponer p como
suma de irreducibles, y este resultado no lo tendremos en casos mds generales (G infinito). No obstante, si
tenemos una integral razonable desde el punto de vista de G, podemos tomar promedios con integrales
y todo funciona exactamente igual. Para ello es necesario exigir otras propiedades como, por ejemplo,
que G sea un grupo topolégico localmente compacto. Para mds detalles se puede consultar el libro de
Kowalski [4], en concreto, la primera parte del teorema 5.2.11.

3. Ellema de Schur

Pensando en forma matricial, el teorema 1 dice que, en una cierta base, todas las matrices p, estdn
descompuestas en bloques. Estos bloques vienen definidos por los subespacios invariantes. Por tanto, lo
légico serd estudiar la representacion en esta base, donde podemos limitarnos a estudiar cada una de las
representaciones irreducibles que componen p. Para ello, pasaremos por estudiar sus relaciones.

La relacién natural entre dos representaciones p y 7 es una aplicacion lineal g tal que p,g = gn, para todo
a € G. A dicha g la llamaremos morfismo de p a n. En el caso de que g sea biyectiva, serd un isomorfismo
de p an, y recuperamos el concepto de que p y 7 sean equivalentes (isomorfas). En el lenguaje de teoria
de categorias esta g no es més que una transformacién natural entre p y 17, vistos como funtores de G a
Vecc. Existe un resultado muy importante sobre estos morfismos de representaciones.

Teorema 3 (Lema de Schur, [6]). Sean p: G — GL(V7),n: G — GL(V,) dos representaciones irreducibles.
Entonces tenemos que:

* Si g es morfismo de p an, o bien g es isomorfismo o bien g = 0.

* Si h es morfismo de p a p (endomorfismo de p), entonces es una homotecia h = c - 1d.
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Demostracion. Empecemos por el primer apartado. Al ser g morfismo, p,g = g4, lo cual implica que
ker(g) e Im(g) son subespacios invariantes de 1, y p,, respectivamente. Pero como p y 1 son irreducibles,
sus subespacios invariantes son {0} o el total. Si el nicleo es 0 y la imagen es el total, estamos ante un
isomorfismo (y, por tanto, p y n serian equivalentes). En cualquier otro caso la aplicacién es nula.

Situémonos ahora en la segunda parte, donde % es endomorfismo de p. Observemos que si i cumple
que hp, = pgh, entonces h = h— c-1d también cumple que fzpa = paﬁ. Como estamos en C, siempre
podemos escoger ¢ para que h tenga un autovalor nulo (tomando ¢ un autovalor de h). Pero entonces h
no es isomorfismo y, por la primera parte, h = 0. Es decir, i = ¢ - Id, como queriamos. [ |

Ejemplo 8. Consideremos una representacion p no irreducible en V y sea h la proyeccién ortogonal
(segtn el producto escalar del lema 2) sobre uno de los subespacios invariantes W. Descomponiendo un
v cualquiera entre W y W+ y teniendo en cuenta que W+ también es invariante, tenemos que

h(pa(v)) = K(pa(w + wJ-)) = h(pa(w)) + h(pa(wL)) = pa(w) + 0 = pa(h(v)).

De esta forma, % es un endomorfismo de p y, como no es ¢ - Id, no cumple el teorema 3. Esto ocurre porque
p no es irreducible; de hecho, esto prueba que p es irreducible si y solo si cumple la segunda parte del
teorema 3.

Observacion 2. Sean p y n las representaciones del teorema 3 (representaciones irreducibles cualesquiera)
ysea g: V; — V, una aplicacién lineal cualquiera. Si consideramos g definida por

g = Z 77;18/%,

acG
se cumple que g estd bajo las hipétesis del teorema 3. Es decir, n;l gpp = g paratodo b € G.

Esto nos da mucha informacién, porque escogiendo una g cualquiera, tendremos que & serd 0 si p y n no
son equivalentes. Por otro lado, si p = 1, tendremos que g serd una homotecia. Escribiendo esto en forma
matricial podemos concluir informacién sobre las trazas de las matrices p, y 4. El desarrollo formal es
algo pesado pero no especialmente dificil. El lector interesado puede intentarlo por su cuenta o consultar
el libro de Serre [6].

Proposicion 4. Si p y n son dos representaciones irreducibles no equivalentes de G, entonces
D" Tr(na) Tr(pa) = 0.
aeG

Proposicion 5. Si p es una representacion irreducible de G, entonces

2, Tipa) Te(pa) = |G.

acG

4. Caracteres

Las proposiciones 4 y 5 indican un sentido de ortonormalidad entre las funciones Tr(p,) (siendo a el
argumento). Para seguir este camino, definimos estas funciones y el producto adecuado.

Definicion 5. Dada una representaciéon p: G — GL(V), su cardcter serd la funciéon ¢: G — C dada por
¢(a) = Tr(pa)-

Definicion 6. Dadas dos funciones ¢, : G — C, definimos su producto escalar como

1

(oly) = el

> dlaw(a).

acG

Observacion 3. Las proposiciones 4 y 5 hacen que los caracteres de representaciones irreducibles sean
ortonormales respecto del producto que acabamos de definir.
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Al ser los caracteres ortogonales, una pregunta natural es qué subespacio vectorial generan (pues serdn base
ortogonal de este subespacio). Por el hecho de ser trazas de representaciones cumplirdn ¢(aba™') = ¢(b),
ya que Tr(p,ppp,') = Tr(pyp) al ser la traza un invariante en 4lgebra lineal. Como ya comentamos en la
introduccién, al elemento aba™" se lo llama conjugado de b. Vemos que dos elementos conjugados de G
tienen la misma imagen por ¢.

Definicion 7. La clase de conjugacién de un elemento b € G son todos los elementos de G de la forma
aba™'. Una funcién ¢: G — C que cumple que

¢(aba™) = p(b) Va,beG

se denomina funcién de clase. Es decir, una funcién de clase sera aquella que sea constante sobre cada
clase de conjugacién. En particular, los caracteres son funciones de clase.

Ejemplo 9. Consideremos la representaciéon regular p: G — GL(V) del ejemplo 4. Su carécter
¢(a) = Tr(p,) serd 0 para a # 1 (ya que cada vector de la base ¢, lo envia a uno diferente e,;). Por
el contrario, para a = 1 tenemos que ¢(1) = |G| (ya que deja fija toda la base). Por tanto, ¢(a) = |G|61(a),
donde 6; es una funcién que vale 1 en el elemento neutro de G y 0 en el resto de elementos.

Ejemplo10. Tomemos G = Ss. Tiene 3 clases de conjugacién: la identidad, las trasposiciones y los 3-ciclos.
En el cuadro 1 podemos ver los valores que toma el caracter en cada clase de conjugacion. Lo hemos hecho
para la representacion trivial (ejemplo 1), la representacién alternada (ejemplo 3) y para la representacién
estdndar (ejemplo 2). El célculo de ¢ para la trivial y alternada es trivial y para la estdndar lo podemos
hacer tomando trazas en las matrices del ejemplo 2. Observamos que ¢ es constante sobre cada clase de
conjugacién. Ademads, como todas son irreducibles, los caracteres han de ser ortonormales, y asi es.

Cuadro 1: Caracteres de las representaciones irreducibles de Ss.

Representacion id (12) (13) (23) | (123) | (132)
Trivial 1 1 1 1 1 1
Alternada 1 -1 -1 -1 1 1
Estandar 2 0 0 0 -1 -1

Teorema 6. Las funciones de clase forman un espacio vectorial. Los caracteres de las representaciones
irreducibles de un grupo G sobre C forman una base ortonormal del espacio de funciones de clase.

Demostracion. Es trivial que las funciones de clase son un espacio vectorial con la suma de funciones y el
producto por escalar. Ya hemos visto que los caracteres de representaciones irreducibles son ortonormales,
y falta ver que generan todo el espacio de funciones de clase. Supongamos que generan el espacio W C V
dentro del espacio V de funciones de clase. Queremos probar que W = V, y para ello veremos que
W+ = {0}. Sean ¢'? los caracteres de representaciones irreducibles y sea i ortogonal a todas ellas. Veamos
que ¥ = 0. Para eso, utilizaremos la representacion regular del ejemplo 4. Sea p la representacién regular.
Por el teorema 1, p descompone en las representaciones irreducibles p(i), de caracteres ¢U) (puede haberlas
repetidas). Por hipétesis, (¥/|¢7)) = 0. Consideremos la funcién

) = w@pd ().
acG

Por un lado, tenemos que Tr(f () = (y|p) = 0. Por otro lado, f¥) es un morfismo de la representacién
irreducible pY, ya que

WO = N T@e, = YT = Y TP = 19,

acG ceG ceG

donde hemos tomado ¢ = bab 'y usado que ¢ es funci6n de clase. Como p) es irreducible, el teorema 3
afirma que fY) = k - Id, pero como Tr(f 0)) = 0, necesariamente f U) = 0. Ahora bien, si definimos f parala
representacion regular como

FG) = W@pax),

acG
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esté claro que f es suma de las f7) (ya que p es suma de las p)). Como todas las ) son nulas, f = 0. En
particular,

0=f(er)= ) wl@paler) = ) wlae.

acG acG

Como los e, son una base, cada coeficiente conjugado es Y(a) = 0y, por tanto, ¥ = 0. Como cualquier
funcién de clase  ortogonal a las ¢) es nula, las ¢') generan todo el espacio de funciones de clase. ®

Corolario 7. La representacion regular contiene todas las representaciones irreducibles.

El corolario se deriva directamente de la demostracién del teorema, porque solo hemos usado las repre-
sentaciones irreducibles contenidas en la regular.

Corolario 8. Sean p') las representaciones irreducibles, sea n una representacion cualquiera, y sea
n=mpV&...& np* sudescomposicion por el teorema 1 (donde n; significa que cada p aparece
n; veces). Estos n; se pueden calcular mediante n; = (¢|¢?), donde ¢ es el cardcter de . Ademds, esto
implica la unicidad de la descomposicion del teorema 1, salvo isomorfismo.

Demostracién. Para ver que n; = (¢|¢?), simplemente ejecutamos el producto y usamos ortonormalidad:

(@lg?) = (g™ + ...+ e ®1g) = my (¢ [¢)) + ... + mi(6P o)) = .

Esto es valido para cualquier descomposicién de 1. Por tanto, todas las descomposiciones consisten en
repetir 7; representaciones equivalentes a p'”). Es decir, la tinica descomposicién de i es n; pV@. . .@n p®,
salvo isomorfismo. |

Corolario 9. Hay tantas representaciones irreducibles de G como clases de conjugacion.

Demostracion. De hecho, si V es el espacio de funciones de clase, tenemos que
# representaciones irreducibles de G = dim(V') = # clases de conjugacién de G.

La primera igualdad se deduce de que las ¢”) son una base de V, y hay tantas como representaciones
irreducibles. La segunda igualdad proviene de que los elementos de V son exactamente las funciones que
son constantes sobre cada clase de conjugacién. De esa manera, una posible base de V son las funciones
que valen 1 en una clase de conjugacién y 0 en el resto. Evidentemente, hay tantas funciones de ese tipo
como clases de conjugacion. [ |

Corolario 10. Supongamos que cada p'Y aparece n; veces en la representacion regular p. Entonces
tenemos la férmula
k
_ 2
G| = Z n.
i=1

Demostracion. Sea ¢ el cardcter de p. Calculemos (¢|¢) de dos maneras. Tenemos que

k
(olo) = (n1¢(1) + ...+ nk¢(k)|nl¢(1) + ...+ nk¢(k)) — Z nlz
i=1

Pero por otro lado, al ser p la representacion regular, tenemos que Tr(p,) = 61|G| (ejemplo 9). De ahi
deducimos que

1 —_— 1 1
($1¢) = = > Tr(pa) Tr(pa) = — > 61|G* = =|GI* = |G|.
Gl 6l ]
Como ambos resultados de (¢|¢) han de ser iguales, tenemos la férmula deseada. [ |

Ejemplo 11. Continuemos el ejemplo 10. Tenfamos tres representaciones irreducibles de S; (la trivial, la
alternada y la estdndar). Por el corolario 9 sabemos que estas tres ya son todas (ya que hay tres clases
de conjugacion de Ss: la identidad, la de trasposiciones y la de 3-ciclos). Tenemos sus caracteres ¢
en el cuadro 1y, por otro lado, tenemos el cardcter ¢ = |S3|6; de la representacion regular (ejemplo 9).
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El corolario 8 nos permite decir que lg representacién regular descompone como p = n; p(l) Dny p(z)eang p(3),
donde cada n; viene dado por (¢|¢?). Usando que ¢ = |S;|8; y recordando que 6, es nula salvo para el
neutro de Sz obtenemos

1

ni=(@le") =

57 2, [Gl@e @ = ¢id).

a683

Mirando los resultados ¢(i)(id) en el cuadro 1 vemos que tanto la representacion trivial como la alternada
tienen n; = n, = 1, mientras que la estandar tiene n3 = 2. Por un lado comprobamos el corolario 7,
porque se cumple que todo n; > 0, estando cualquier representacién dentro de la regular al menos una
vez. Por otro lado, comprobamos también el corolario 10, yaque nf + n5 + n5 =1+ 1+4 =6 = |Ss].

Ejemplo 12. En el ejemplo 5 tenemos una representacion tridimensional tal que p, envia e; a ey;). Clara-
mente, su cardcter ¢ valdrd 3 en la identidad (deja fija la base), 1 en las trasposiciones (deja un elemento
de la base fijo) y 0 en los 3-ciclos (no dejan ninguno fijo). Esto permite descomponerla usando la ecuacién
n; = (¢|¢?) del corolario 8. En concreto, siendo i la identidad, ¢ una transposicién y ¢ un ciclo, tenemos
que

m = (060 + 3900 (1) + 299N (0)) = TSRS
n, = é(@qﬁ‘z’(i) +39(00D(1) + 20019 (¢)) = 3:1+3-1- é—l) +2:0-1 o
ng = é(@qﬁ(s)(i) + 3w¢(3)(t) 4 zmd)(S)(c)) _ 3-2+3-1 60 +2-0-3 -1

Como ya habiamos visto en el ejemplo 5, esta representacién descompone en la trivial (n; = 1) y la
estdndar (n3 = 1) sin contener ninguna representacién alternada (7, = 0).

5. El caso del grupo simétrico

Como ya comentamos en la introduccidn, las clases de conjugacién de S, estan asociadas con las par-
ticiones de n, de forma que hay p(n) clases de conjugacion de S,. Recordemos que a la permutacién
a € S, le podiamos asociar la particién de n que consiste en los tamarios de los ciclos disjuntos en los
que descompone a.

Ejercicio 13. Probar que dos permutaciones a, b € §,, son conjugadas si y solo si sus ciclos son de los
mismos tamanos.

Corolario 11.  Del ejercicio anterior deducimos que hay p(n) clases de conjugacion de S,,.

Demostracion. Por el ejercicio anterior, hay tantas clases de conjugaciéon como posibles permutaciones de
S, con tamafios de sus ciclos diferentes. Como la suma de tamafos de los ciclos es n, hay exactamente
p(n) posibilidades para escoger estos tamafios. [ |

De esta manera, cada particién corresponderd a una tnica clase de conjugacién de S,, y viceversa. Por
ejemplo, la clase de conjugacién de los c-ciclos va a asociada a la particién (c, 1,1,...,1). Cada clase
de conjugacion corresponde a una tinica representacion irreducible por el corolario 9. Uniendo ambas
cosas, sabemos que habra una representacién irreducible por cada particién de n, y nuestro objetivo serd
construirla. Sea A una particiéon de n. Lo primero que necesitamos es un espacio vectorial, y este espacio
nos lo dardn las tablas de Young, de las que hablamos en la introduccién. Recordemos que una tabla de
Young consiste en un diagrama de recuadros rellenos con los ntimeros del 1 al . La forma del diagrama
codifica una particién de n.

También nos serd ttil considerar tablas donde no nos importe el orden de nimeros en las filas, a las que
llamaremos tabloides. Podemos ver estos tabloides como un conjunto cociente de las tablas respecto a
una relacién de equivalencia ~. La relacién ~ vendria definida por T ~ S siy solo si las filas de T son las
mismas que las de S, con la posibilidad de que cada fila esté reordenada. Al tabloide que se obtiene de la
tabla T lo denotamos por {T}, y es la clase de equivalencia de T respecto a ~.
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Definicién 8. Denotaremos por V4 al C-espacio vectorial libre generado por los tabloides. Es decir,
tomaremos C”, donde m es la cantidad de tabloides, y denotaremos por {T;} a los elementos de la base,
donde {T;} puede ser cualquier A-tabloide (tabloide con la forma de la particién A).

Definicion 9. Tenemos una representacion de S, en cada V*, simplemente dejando que cada a € S,
acttie en cada tabloide, permutando los nimeros de su interior. Dicha representacién la denotaremos por
p (aunque depende de A1) y viene dada por

palci{Ti} + ...+ c{Ti}) = apa{Ti}t + ... + ckpa{ T},

donde p,{T;} consiste simplemente en dejar que a permute los ntimeros del 1 al n que hay en la tabla T;.
Esto es lo mismo que decir que permute los elementos del tabloide { T;} correspondiente.

Ejemplo 14. Consideremos 7 = 3y A = (2, 1). Tenemos tres tabloides de Young, que podemos ver en la
figura 5 (en los tabloides se omiten las lineas verticales, indicando asi que no hay orden por filas). Por
tanto V = C>. Observemos que p3){T1} = {11}, por lo que existen permutaciones no triviales que fijan
un tabloide. También tendriamos, por ejemplo, que p(123){T1} = {T>}, o también que pa3){T1} = {T3}.
Si comprobamos cémo actia cada p, sobre cada {T;} veremos que esta representacion es exactamente
igual a la del ejemplo 5 (llamando 7; a lo que antes era ¢;).

2 3 1 3 1 2

T {Tx} = 5 {5} = 3

{h} =

Figura 5: Tabloides de Young de forma A4 = (2, 1).

Ejemplo 15. Consideremos 7 cualquieray A = (n). Como todos los ntimeros estdn en la misma fila, hay un
Unico tabloide de Young y toda p, lo deja fijo, de forma que la representacion es la trivial unidimensional.

Ejemplo16. Consideremos 7 cualquieray A = (1, 1,..., 1). Como las filas son de un elemento, los tabloides
son lo mismo que las tablas, y tenemos n! tabloides. Asociemos a cada tabloide {T,} la permutacién
a € S,, que toma como a(i) el namero de la fila i-ésima de T,. De esta forma, si {T,} tiene asociada
a € 8, ocurre que p,{T,} tiene asociada ba. Por lo tanto, esta representacion es la regular, utilizando
{T,} como elementos de la base, en vez de e,.

Ejercicio 17. Para n = 3 hay tres posibles particiones: (1, 1, 1), (2, 1) y (3). Aplicando los ejemplos 14, 15
y 16 a n = 3, vemos que solo A = (3) nos da una representacion irreducible, que es la trivial. Se puede
probar esto en general, es decir, que solo A = (n) da representaciones irreducibles. Para ello puede ser ttil
considerar el cardcter ¢ de la representacién y ver como se traduce la irreducibilidad en términos de ¢.

Pese a no ser irreducibles, nuestras representaciones son ttiles, porque contienen la representacién
irreducible asociada a A que buscamos. Por ejemplo, la particién A = (1, 1, 1) nos da la representaciéon
regular, que, aunque no es irreducible, contiene a la representacién alternada, que si es irreducible. De
la misma manera, la particiéon 4 = (2, 1) nos da la representacién del ejemplo 5, que contiene a la
representacion estandar, que es irreducible. La idea general serd construir un subespacio W* c V4 que
sea invariante, y de manera que p restringida a W* si sea irreducible.

Si el espacio W ha de ser invariante, al aplicarle p, a cualquier elemento de W* hemos de permanecer en
W*. Una manera de aprovechar esto es considerar combinaciones lineales de las p,,. Para ello utilizaremos
el concepto de signo de permutacién introducido en el ejemplo 3. Recordando que el signo es multiplicativo
y que £(a) = +1, se deducen facilmente otras propiedades, como que £(a) = &(a™!), o también que
e(bab™) = g(a).

Definicion 10. Sea H C S,, un subgrupo de S,,. Definiremos la funcién fi;: V* — V*#, para una particién
Ay un subgrupo H, como

fulTy = ) e(@pa{T}.

acH
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Observacion 4. Si tenemos un subespacio U4 ¢ V* invariante de p, entonces U* es subespacio invariante
de fi. Esto ocurre porque U* es subespacio invariante de cada p, y fir es combinacién lineal de las p,,.

Proposicion 12.  Si observamos como actia p sobre fy, tenemos que para todo b € S,

P T) = forp1 (p{T}).

En el caso particular de b € H, fy es endomorfismo de p y, ademds,

po(fu{T}) = fu(pp{T}) = &(b)fu{T}.

Demostracion. Para la primera parte, realizamos el célculo usando que el signo es multiplicativo:

po(fudTH) = D &(@ppalT} = ) e(bab™ppar 1 (0uATH = . &(©)pe(pp{TH = forpr (po{T).

acH acH cebHb™!

Para la segunda parte, observemos que si b € H, tenemos que bHb™! = H. Continuando el célculo,

po(u{TY) = firp{TY) = ) e(@pa{T} = £(b) ) e(ab)pan{ T} = s(b)fu{T}. .

acH abeH

Vale la pena comentar que, aunque fs, sea endomorfismo de p (pues siempre ocurre que b € S,), el
teorema 3 no es aplicable, porque p no tiene por qué ser irreducible.

Observacion 5. Fijémonos en la tltima igualdad de la segunda parte de la proposicion. Enel casode b € H
con &(b) = -1, tenemos que fy(pp{T}) = —fu{T}. Pero ademads existen ciertos b € S, para los que
pp{T} = {T}, concretamente, los que solo permutan filas de T. Haciendo esta suposicién extra, tenemos
que fg{T} = fu(pp{T}) = —fa{T}y por tanto, fg{T} = 0. Estos b de S,, que permutan filas de T son un
subgrupo de S,,, que denotaremos por F(T). A su versién analoga por columnas la denotamos por C(T).
Y, como acabamos de ver, si existe b € F(T) N H con &(b) = —1, entonces fy{T} = 0.

Ahora la idea consiste en utilizar la primera parte de la proposicién 12 para construirnos un subespacio
invariante. Efectivamente, si nos cogemos el espacio generado por imagenes de fy, siendo { H;} una familia
de subgrupos tal que bH;b™! € {H;} para cualesquiera j y a € Sy, entonces el subespacio (Im(fy,)) serd
invariante (por la proposicién). La idea clave es tomar un Hy por cada tabloide y conseguir que la imagen
de fu, sea unidimensional (lo mds pequefio posible no trivial). Para ello nos interesa que fy, {T} # 0y,
por tanto, no querremos que Hy N F(T) contenga permutaciones impares (por el ejemplo anterior). Pero,
por otro lado, nos interesa Hr lo mas grande posible porque asi la imagen de f;, serd mas pequefia (es
trivial ver que si H’ C H, la imagen de f estd contenida en la de fy). Un H maximal (en cierto sentido)
que no comparte trasposiciones con F(T) es H = C(T), que es el que tomaremos.

Ejercicio 18. Probar que C(T) es un subgrupo maximal en el siguiente sentido. Cualquier subgrupo H
que no comparta permutaciones impares con F(T) contiene, a lo sumo, las mismas trasposiciones que
C(T). Puede ser 1til probarlo primero solo para un H que no comparta permutaciones impares con F(T)
y aplicar luego el teorema de Cauchy sobre la existencia de elementos de orden primo.

Vale la pena comentar que, aunque H puede ser més grande que C(T), al contener las mismas traspo-
siciones que C(T), se cumple que dim(Im(fy)) = dim(Im(f¢(r))). Esto puede verse de la definicién de f
usando que [H : C(T)] es impar o como corolario de la proposicién 13 que enunciamos a continuacion.

Proposicién 13. La aplicacion fc(ry proyecta todo V4 sobre una tinica recta, generada por feer{T}.

Demostracién. Gracias a la elecciéon de H = C(T), tenemos que for){T} # 0. Para verlo basta con
desarrollar el sumatorio que define fy y observar que todos los p,{ T} que aparecen son tabloides diferentes
(luego no pueden cancelarse). Ahora sea {S} un tabloide cualquiera y veamos que fc(r){S} es un miltiplo
de fo(r){T}. En el caso de que existan trasposiciones en F(S) N C(T), la observacién 5 nos dice que
fon{S} = 0y, por tanto, es multiplo de fo(1){T}. Falta el caso de que no existan trasposiciones en
F(S) N C(T), para el que necesitaremos el lema 14, que presentamos a continuacion. [
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Lemal14. Sean T y S dos tablas de Young de forma A. Supongamos que no existen i, j diferentes que estén
en la misma fila de S y misma columna de T (es decir, A (ij) € F(S) N C(T)). Entonces existen a € F(S) y
b € C(T) tales que pp(T) = pa(S).

Demostracion. Consideremos los 1; nimeros diferentes que estdn en la primera fila de S. Por hipétesis,
estdn en las 1, columnas diferentes de T (ya que no puede haber dos en la misma columna de 7). Por lo
tanto, existe una permutacién b; € C(T) que lleva estos A1, niimeros a la primera fila de T. Observamos que
pp,(T)y S tienen los mismos ntimeros en su primera fila (aunque estén ordenados diferente). Podriamos
seguir este razonamiento con la segunda fila de Sy obtener b, € C(T) tal que pp,;, (T) y S tengan los
mismos nimeros en las dos primeras filas. Procediendo sucesivamente, tenemos b = b, ... byb; € C(T)
tal que pp(T) y S tienen los mismos niimeros en sus filas. Por lo tanto, como solo se diferencian en el
orden de sus filas, existe a € F(S) tal que pp(T) = p4(S). [ |

Este lema permite concluir la demostraciéon de la proposicién 13. Considerando los tabloides generados
por Ty S tenemos que pp{T} = p.{S} = {S} ya que a € F(S). Por lo tanto, fc(r){S} = for)pp{T} =
&(b)fe(r){ T} utilizando la proposicién 12.

Definicién 11.  Definimos el politabloide generado por T como er = fe(r){ T}. Al subespacio generado
por todos los politabloides e; se lo llama subespacio de Specht y lo denotaremos por W+,

Observacion 6. Los politabloides son no nulos (en la demostracién de la proposicién 13 ya explicamos que
fon{T} # 0). Pero, ademds, fo(r) es no idénticamente nula sobre el espacio de Specht porque

feyer) = fop{Th = > el@b)pap{Ty = |C(T) ). &(c)pe{T} = |C(T)|er # 0.
a,beC(T) ceC(T)

Ejemplo19. Sean = 3ysea A = (2,1). Consideremos las tablas Tj, T, y T3 de la figura 6. Considere-
mos fg(r,), que viene definido por for,) () = u — pas)(u) para cualquier u € V*. Podemos observar
cémo for{ T2} = —for){T1} # 0, ya que estamos en el caso en el que F(T») y C(T1) no comparten
trasposiciones. Por otro lado, f¢(1;){ 73} = 0, ya que la trasposicién (13) estd tanto en C(7;) como en

F(Ty).

2 3 1 3 1 3 1 2
1

er, = - er, = - er, = _

2 2 3

2 2 3
1
Figura 6: Algunas tablas de Young para n = 3 con sus respectivos politabloides.

Ejemplo 20. Continuando con la figura 6, podemos ver los politabloides er,, er, y er,. Por supuesto,
existirian otros tres més (ya que hay seis tablas), pero se puede comprobar que son estos tres cambiados
de signo. Por lo tanto, estos tres ya generan todo W*. Ademas, podemos ver cémo er, +er, +er, =0,
de manera que no son linealmente independientes. Tenemos, por tanto, dim(W*) = 2. De hecho, la
representacion sobre W+ serd isomorfa a la estandar. Para verlo, hemos de pensar en los politabloides er,
er, y e, dentro de la figura 3. Se puede comprobar que p actiia sobre los er, igual que lo hace en la figura 3
sobre los puntos resultantes de girar 30° los puntos 1, 2 y 3. Otra forma més metédica de comprobar que
esta representacion es isomorfa a la estdndar es calcular su carécter y utilizar el corolario 9.

Ejemplo21. Sean =3ysead =(1,1,1). En este caso C(T) = S; = C(S) para cualquier tabla T, por lo
que es = fos){S} = fory{S} € (er), por la proposicién 13, y todos los politabloides estdn en la misma
recta. Es decir, dim(W*) = 1. De hecho, usando la segunda parte de la proposicién 12, tenemos que
puler) = pp(fs, {T}) = e(b)fs, {T} = e(b)er. Por lo tanto, estamos ante la representacién alternada.

Como ya vemos de los ejemplos, aunque los e7, no son una base (no son independientes), si que generan
un W+ sobre el cual p es irreducible. Las proposiciones 12 y 13 seran las herramientas principales para
probarlo. Solo nos falta un pequefio lema sobre el comportamiento de C(p,(T)). La demostracién se
puede intentar como ejercicio. También se puede consultar la demostracién en la bibliografia [1, 5].

TEMat, 2 (2018) e-1SSN: 2530-9633 79



Aplicacién en combinatoria de las representaciones de grupos

Lema15. Sean T unatablay a € S,. Entonces se cumple que C(p(T)) = aC(T)a™ .

Teorema 16. El subespacio de Specht W* es un subespacio invariante de p. Ademds, al restringir p a W*
obtenemos una representacion irreducible.

Demostracion. En primer lugar veamos que W4 es invariante. Basta con ver que p,(er) € W4, porque los
politabloides son generadores de W4, En efecto,

paler) = palferr{TY) = fucrar(PalTH) = foiour)(PalTY) = epyr) € W1,

donde hemos utilizado la primera parte de la proposicién 12 y el lema 15.

Veamos ahora que p es irreducible sobre W*. Usando el teorema 1 descomponemos W4 = U;®...® U,. Sea
T un tabloide cualquiera; como ker(fc(r)) # W+ (observacion 6), existe algin U; que no estd estrictamente
contenido en ker(fc(r)). Sea u € U tal que fe(ry(u) # 0. Por la proposicion 13, tenemos que Im(f¢(r)) =
(er) y por la observacion 4 tenemos que fc(r)(u) € U;. De todo ello concluimos que ey € U;. Ahora sea S
otra tabla cualquiera, y sea a € S,, la permutacion tal que p,(T) = S. Como U; es invariante, p,(er) € U;,
pero, como hemos visto arriba, p,(er) = e, (1) = es. Por lo tanto, es € U; para cualquier tabla S, siendo
U; = W4 el tinico subespacio invariante. [ |

Teorema 17. Las representaciones p* restringidas a los subespacios W* son todas las representaciones
irreducibles del grupo simétrico S,,.

Demostracion. El corolario 9 unido al hecho de que S,, tiene p(n) clases de conjugacién nos dice que S,
tiene p(n) representaciones irreducibles. Nosotros hemos construido p(n) representaciones irreducibles,
las p sobre W4, para cada particién A. Faltaria ver que todas ellas son no equivalentes entre si. La
demostracion puede enfocarse como la del teorema 16, pero en este caso viendo que f¢(s) = 0 sobre VA
cuando S no proviene de la particién A. Cuando S era una A-tabla, teniamos que Im(f¢(s)) = (es); ahora
tendremos que Im(f¢(s)) = {0}. La prueba de este paso puede consultarse en la bibliografia [3, 5]. [ ]

Teorema 18. Una posible base para este espacio de politabloides consiste en tomar solo los politabloides
generados por tablas estdandar.

Recordemos que una tabla es estdndar si sus filas y columnas estdn en orden creciente.

Corolario 19. Para cada A particién de n, sea n) la cantidad de tablas estdndar. Entonces, del corolario 10
se deduce que n! = 3, ni, ya que los n, son también Ias dimensiones de las representaciones irreducibles.

La demostracién del teorema 18 no la haremos y se puede encontrar en la bibliografia [3, 5]. La idea
bésica consiste en introducir una relacién de orden en los tabloides segtin lo arriba o abajo que estdn
los niimeros. Para comparar {T} y {S} miramos el nimero mas grande que esté en filas diferentes en
ambos, llamémosle i. Si i estd més arriba en {T} que en {S}, decimos que {T} < {S}; en caso contrario,
{8} < {T}. Estarelacién de orden tiene la propiedad de que p,{T} < {T} para tablas estdandar. Usando
esta propiedad es f4cil ver que los politabloides generados por tablas estdndar son independientes. Lo que
es mas dificil es ver que generan todo W*. Una posible manera de probarlo es introducir un algoritmo que
expresa los politabloides no estdndar en funcién de los estdndar: el straightening algorithm. Esta es la via
seguida en el articulo de McNamara [5]. Otra manera consiste en probar primero el corolario 19 mediante
argumentos combinatorios y deducir, por calculo de dimensiones, que los politabloides estdndar son base
de W, Esta via alternativa se encuentra en el libro de Fulton [3].

Ejemplo 22. En el ejemplo 20 ya vimos que para A = (2, 1) obtenemos un W* de dimensién 2, con una
posible base {er,, er, }. Pero si nos fijamos en la figura 6, las tablas T; y T> son exactamente las dos tinicas
tablas estandar para A = (2, 1). Por lo tanto, vemos que se cumple el teorema 18.

Ejemplo 23. Tanto para 1 = (3) como para 4 = (1, 1,1) tenemos una tUnica tabla estdndar, siendo
nEy = naany = 1. Para A (2,1) tenemos dos tablas estdndar, de forma que n(,;) = 2. Podemos
comprobar c6mo

Domh=12+17 422 =6=3L.
A

Esto no es mds que la igualdad combinatoria que habiamos presentado en la introduccién.
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Ejemplo 24. En los ejemplos de este articulo hemos descrito las tres representaciones irreducibles de Ss:
la trivial, la alternada y la estdndar. Todas ellas estdn dentro de la regular y, ademads, cada una esté tantas
veces como su dimensién (corolario 8). La trivial y la alternada son de dimensién 1 y la estdndar es de
dimensi6n 2. Por tanto, podemos visualizar la parte real de la representacion regular (en R®) visualizando
sus tres representaciones irreducibles (para el caso de la estdndar, repetida). Podemos ver esto en la
figura 7.

%

€ e

e €4

Figura 7: Dibujo esquematico de la representacion regular de S;. En la recta (e;) tenemos la representacion
trivial y en la recta (eg) tenemos la alternada. En los planos {e;, e,) y {e4, e5) tenemos la representacion
estandar. En verde, un punto genérico de R® c C8. En azul, sus imdagenes por los 3-ciclos, y en rojo, sus
imégenes por las trasposiciones.
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A. Anexo: resolucion de ejercicios

Solucién del ejercicio 6. Para ver que la representacion regular de S, contiene la representacion trivial, lo
natural es considerar la recta {(1,1,...,1)) = V;. Parametricemos los puntos de x € V; con el niimero
complejo ¢, donde x = (¢, ¢, ..., ¢). Si p es la representacion regular, p,(x) serd el resultado de permutar las
coordenadas de x segun a. Pero, como todas son iguales, obtendremos (¢, ¢, .. ., ¢), independientemente
de la permutacién a € S,,. Por tanto, V; es subespacio invariante, y p, restringida a V; es la identidad. Es
decir, la representacion regular restringida a V; es la trivial.

Para ver que p contiene la representacion alternada, recordemos que en la representacién regular las coorde-
nadas van indexadas por permutaciones {a;} = S,. Consideremos la recta {(¢(ay), e(ap), .. ., (an))) = Va.
Si consideramos x = (ce(ay), ce(ap), ..., ce(ay)) € Vo, tenemos que pp(x) serd el resultado de permutar
las coordenadas de x por b € S,,. De esta forma, la coordenada q; ird a parar a la coordenada ba;. Por tanto,
el valor de la coordenada i-ésima de py(x) serd (b™'a;) = &(b)e(a;). De ahi se deduce p;(x) = &(b)x,
para todo x € V5, por lo que V; es subespacio invariante, y la representacion regular restringida a V; es la
alternada. |

Solucién del ejercicio 13. Queremos ver que dos permutaciones de S, son conjugadas si y solo si sus ciclos
son del mismo tamafo. Consideremos a, b € S, conjugadas, es decir, ca = bc, con ¢ € S,,. Esto quiere
decir que si a envia i a a(i), b enviara c(i) a c(a(i)). Es decir, b hace exactamente lo mismo que a pero
sobre la imagen de c.
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En particular, si tenemos el ciclo (i, a(i), a*(i), . .., a*(i)) en a, tenemos el ciclo
(c(d), be(i), b*c(), ..., be(i)) = (c(i), cali), ca®(i), ..., ca"(i)

en b, de la misma longitud, y como c es una biyeccidn, los ciclos de a y b son de los mismos tamafios.
Reciprocamente, si los ciclos son de los mismos tamafios, podemos construir ¢ que envie cada ciclo de a
a un ciclo de b del mismo tamafo y, ademads, preservando el orden dentro del ciclo. De esa manera, si
a(i) es el siguiente niimero a i en un ciclo de a, c(a(7)) seré el siguiente ntimero a c(i) en un ciclo de b. Es
decir, be(i) = ca(i), y como esto es para todo i, entonces, bc = ca, siendo a y b conjugados. ]

Solucién del ejercicio 17.  Supongamos que una particién A = (ny, ny, ..., 1) nos da una representacion p
irreducible sobre V4. Consideremos su caracter ¢. Ya sabemos que si p es irreducible, entonces (¢|¢) = 1,
pero el reciproco también es cierto (trivial por el corolario 8, por ejemplo). Ahora tratemos de calcular
(¢|p) explicitamente. Para calcular ¢, tomamos la base de los tabloides y vemos que

¢(a) = Tr(pa) = #{A — tabloides que fijan a} = my,

donde hemos definido m, como la cantidad de tabloides que fija a. Esta igualdad es més facil de entender en
forma matricial: p, es una matriz llena de ceros excepto en las entradas ({T}, {S}) tales que p,{T} = {S},
donde la matriz tiene entrada uno. Por lo tanto, la traza es la cantidad de unos en la diagonal, es decir, la
cantidad de tabloides tales que p,{T} = {T}. Si ahora calculamos (¢|¢) y aplicamos la desigualdad de
medias cuadratica-aritmética,

(ol) = el 5 (Zama?

ISnl -\ ISkl

La suma de los m, es facil de computar utilizando la tipica técnica combinatoria de doble conteo: en vez
de sumar para a la cantidad de tablas fijas por a, sumaremos para { T} la cantidad de permutaciones que
fijan { T'}. Esta cantidad es trivialmente n;!n,! ... ng! (podemos permutar cada fila como queramos). Esa
cantidad se suele denotar como A! = ny!... ng!. Tenemos que

Z mg = Z Al = #{A — tabloides}A! = # {1 — tablas} = n!.
a€sS, {T}

Esto viene de que la cantidad de tablas es la cantidad de tabloides por la cantidad de maneras de ordenar
las filas (que es A!). Por otro lado, es obvio que hay #! tablas porque hay n! maneras de colocar los n
ndameros en la tabla. Ahora ya hemos acabado porque

(¢le) = (Zlgj")z = (%:)2 =1,

de lo que se deduce que, si p es irreducible, estamos en el caso de igualdad de la desigualdad de medias.
Dicho caso se alcanza cuando todos los m, son iguales; en particular, serdn iguales a m; = # {tabloides},
ya que p; = Id fija todos los tabloides. Luego cualquier p, fija todos los tabloides. Esto implica que los
tabloides solo tienen una fila, porque si hubiera dos filas (es decir, A # (n)), para cualquier tabloide {T}
podriamos escoger como a una trasposicioén entre un nimero de la primera fila y uno de la segunda.
Claramente, dicho p, no fijaria { T} y estariamos ante una contradiccion. ]

Solucién del ejercicio 18. En primer lugar, supongamos un H con mds trasposiciones que C(T) pero que no
comparte ninguna con F(T). Sea (ij) una trasposicién de H — C(T). Es obvio que (ij) no estd ni en C(T) ni
en F(T)y, por tanto, i y j no comparten ni fila ni columna en 7. Sin pérdida de generalidad supongamos
quelafila de i es previa a la de j; entonces, existe una casilla en la tabla que tiene la columna de i yla fila de j.
Supongamos dicha casilla ocupada por el ntimero k. Tenemos que (ik) € C(T) C H, luego (ik)(ij)(ik) € H
ya que todos los elementos del producto estdn en H. No obstante, (ik)(ij)(ik) = (jk) € F(T), y esto
contradice que H y F(T) no compartan trasposiciones.

Ahora extrapolemos el resultado a permutaciones impares cualesquiera. Si F(T) y H comparten per-
mutaciones impares, entonces F(T) N H no es subgrupo del grupo alternado A,. De esta manera,
[F(T) N H : F(T) N HN Ay es un divisor de [S,, : A,] = 2 que no es 1. Por lo tanto, es 2 y tene-
mos que |F(T) N H| es par. Aplicando el teorema de Cauchy para la existencia de elementos primos para
p = 2 tenemos que existe alguna trasposicién en F(T) N H, lo cual contradice el resultado previo. [ |
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