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Sobre TEMat

TEMat es una revista de divulgacién de trabajos de estudiantes de matemadticas publicada sin dnimo de
lucro por la Asociacién Nacional de Estudiantes de Matematicas. Se busca publicar trabajos divulgativos
de matematicas, escritos principalmente (pero no exclusivamente) por estudiantes, de todo tipo: breves
resefas, introducciones a temas de investigacién complejos, o articulos explicando las bases e incluso
algtin pequefio resultado de trabajos desarrollados por estudiantes.

TEMat persigue el doble objetivo de dar visibilidad a la calidad y diversidad de los trabajos realizados por
estudiantes de matematicas en los centros espafoles a la vez que permite a los estudiantes publicar sus
primeros articulos, familiarizdndose asi con el proceso de redaccidn, revisiéon y correccién que va asociado
a la actividad investigadora.

Se contemplan para su publicacién articulos escritos en castellano de todas las dreas de las matematicas,
incluyendo 4lgebra, andlisis, ciencias de la computacion, combinatoria, educacién matemadtica, estadistica,
geometria, teoria de ntiimeros y cualquier otra drea de las matemadticas (puras y aplicadas), asi como
aplicaciones cientificas o tecnolégicas en las que las matemaéticas jueguen un papel central.
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Carta del presidente de la ANEM

Pese a las duras circunstancias que actualmente vivimos, TEMat sigue adelante con su cuarto volumen
de este ambicioso proyecto tinico a nivel internacional y consolidado como una parte fundamental de la
ANEM.

En cada edicién son mayores el interés por TEMat y el namero de articulos recibidos por parte del comité
editorial, muestra innegable de la importancia que ha obtenido TEMat en estos cuatro afios de vida y
la que esta por venir. Ejemplo de ello son los volimenes monogréficos, de los cuales el primero, de la
Escuela-Taller de Andlisis Funcional, estd previsto que se publique este afio.

Ahora, mas que nunca, es necesaria la defensa de la investigacién cientifica abierta y por eso seguimos
apostando por la involucracién del estudiantado en esta para su futuro profesional. Creemos firmemente
que la educacién y la investigacion son bases indispensables de nuestra sociedad y las matemadticas son
un pilar fundamental para el desarrollo de un ecosistema cientifico de primer nivel.

No podria terminar sin dar las gracias a todos los miembros del comité editorial por su incansable esfuerzo
para que este ilusionante proyecto siga creciendo, asi como a los autores y revisores de los articulos, sin
los cuales nada de esto seria posible. Mds que nunca, gracias por todo el esfuerzo para que esta edicién
vea la luz. Esperamos que, quienes no lo haydis hecho ya, os apuntéis a enviar vuestros articulos a TEMat
o arevisar los de vuestros compafieros para que esta increible iniciativa siga adelante.

Alfonso Mérquez Martinez,
presidente de la ANEM.

Sevilla, mayo de 2020.
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Estudio de una familia de curvas
formadas inductivamente a partir
de una construccion geométrica

&4 Pau Redon Murioz? Resumen: Este articulo nace de preguntarse cudl es la curva equidistante a una
Universitat Politecnica de Catalunya parédbola y a su foco. Veremos que la respuesta a esta pregunta es una parte de la ct-
(UPC) bica de Tschirnhausen, una curva estudiada en el siglo xviI por varios matematicos.

pauredonm@gmail . com Para obtener esta curva, aplicaremos a la pardbola y a su foco una construccién

geométrica que también puede ser aplicada en la ctibica de Tschirnhausen y al
foco de la parabola inicial para obtener otra curva, y a las curvas subsecuentes.
Parte del articulo se centrard en estudiar las propiedades de esta familia de curvas.

Abstract: This article is built over asking what is the curve equidistant from a
parabola and its focus. We will see that the answer to this question is a part of
Tschirnhausen’s cubic, a curve studied by various mathematicians during the
17th century. To obtain this curve, we will apply to a parabola and its focus a
geometric contruction that can also be applied to Tschirnhausen’s cubic and the
initial parabola’s focus to obtain another curve, and to the subsequent curves. Part
of the paper will be dedicated to studying the properties of this family of curves.
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Estudio de una familia de curvas formadas inductivamente a partir de una construccién geométrica

1. Introduccion

Se cree que las secciones cénicas fueron definidas por primera vez por el gedmetra griego Menaechmus
(380-320 a. C.) como parte de su solucién al problema de duplicar el cubo. La definicién dada por Menaech-
mus difiere de la definicién actual de seccion cénica y es la siguiente. La seccién conica es determinada
por la interseccién de un cono con un plano perpendicular a una generatriz cualquiera de este cono. El
tipo de cénica definida dependerd del dngulo formado en el vértice del cono: si el &ngulo es obtuso, recto
o agudo la interseccién serd una hipérbola, una parabola o una elipse, respectivamente.

Mas tarde, Apolonio de Perga (262-190 a. C.) harfa un importante progreso en la teoria de las secciones
cénicas en su més famosa obra Sobre las secciones cénicas. Este estudio de Apolonio hizo posible extender
la definicién anterior de Menaechmus a la usada actualmente. Demostré que, independientemente del
dngulo formado en el vértice de un doble cono, la interseccién de este con cualquier plano resulta en una
seccidn conica.

A principios del siglo xvi1, aparece la geometria analitica y se introducen los sistemas de coordenadas
en la geometria, por obra de personajes como Desargues, Kepler, Descartes y Fermat. Kepler empez6
a usar el termino «foco» de una parabola, y fue el primero en enunciar rigurosamente el concepto de
continuidad (el cambio continuo de una entidad matemadtica de un estado a otro) para tratar la pardbola
como el caso limite entre una elipse y una hipérbola cuando uno de los dos focos se va al infinito. Con
esta introduccién del término «foco» se da paso a una de las definiciones de la pardbola mas conocidas y
usadas actualmente: la pardbola es el lugar geométrico formado por los puntos del plano que estdn a la
misma distancia de un punto llamado foco y una recta llamada directriz.

La definicién de pardbola que acabamos de ver es la base de este articulo, ya que es la definicién que ha
inspirado la pregunta siguiente: «;Cudl es la curva formada por los puntos equidistantes a una parabola y
a su foco?». Veremos mds adelante en el articulo que la respuesta a esta pregunta coincide con una parte
de una curva estudiada en finales del siglo xvi1 por Tschirnhausen, LHépital y Catalan.

Para estudiar esta curva, proponemos una definicién de un lugar geométrico, y, més tarde en el articulo,
veremos que esta definicién responde a la pregunta formulada en el parrafo anterior.

Definiciéon 1. Sea C una curva derivable en todos sus puntos', y sea F un punto coplanario con C pero
exterior a esta. Llamamos f(C, F) al lugar geométrico de los puntos que se obtienen haciendo para cada
P € Clainterseccion entre la mediatriz del segmento FP y la recta normal (o las rectas normales, si hay
mas de una) a la curva en el punto F.

Este articulo tendrd dos partes. En la primera parte analizaremos el lugar geométrico y = f(I, F) para
cualquier pardbola I' con foco F. En esta parte veremos la propiedad de equidistancia de la curva f(I, F)
a Iy F, y veremos la similitud de la cibica de Tschirnhausen con y. En la segunda parte del articulo
estudiaremos la familia de curvas a las que llamaremos ¥, definidas de la siguiente manera: y, es una
linea recta arbitraria en el plano, y F un punto exterior a esta linea; entonces y, = f(y—;, F) parak € N.
Observemos que, con esta definicion, y; = I.

Durante todo el articulo supondremos que estamos trabajando en el plano euclideo.

2. Lacurvay

Todas las pardbolas son semejantes, lo que significa que, dadas dos pardbolas arbitrarias, siempre podemos
transformar una en la otra mediante transformaciones rigidas (traslaciones y rotaciones) u homotecias.
Entonces, sin perdida de generalidad, durante esta seccién trabajaremos con la forma general de la
parabola con el eje de simetria vertical, y = a(x — h)*> + k, con k, hy areales y a # 0.

1Una curva plana C es derivable en todo punto si admite unas ecuaciones paramétricas x = f(t), y = g(t) de modo que f(t)y
g(t) sean funciones derivables para todo ¢.

2 https://temat.es/
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2.1. Ecuacion paramétrica de y

Para encontrar la ecuacién de y, usaremos la definicién 1. Consideremos una parabola I" de ecuacién
I': y = a(x — h)? + k. Es conocido que el foco de esta pardbola tiene coordenadas F = (h, k + 1/4a). Para
empezar, encontraremos la ecuacién de la mediatriz entre el foco y un punto P = (¢, a(t — h)? + k) de la
pardbola. Entonces, encontraremos la ecuacion de la linea normal a la pardbola en el punto P. Finalmente,
encontraremos la interseccién Q entre estas dos lineas rectas y, como sabemos que Q € y, basta con tratar
la variable ¢t del punto P como el pardmetro de la ecuaciéon paramétrica.

La ecuacion de la mediatriz entre Py F es
2 1)\ 2 2 2
o=+ (v = (ke 7o) = Ge= 07 + (v = (ale = b + )’
La ecuaci6n de la recta normal a la pardbola en el punto P es la siguiente:

x—h

1
= alt — W) - ="
y=a(t—h) +k+2a+2a(h—t)'

Ahora, para encontrar el punto de interseccion de las dos rectas tenemos que resolver el sistema dado por
las ecuaciones de las dos rectas:

x—h 1
yzm-l-k-l-a(h—zt)z-l-%,
(x—h)2+(y—(k+i)) = (x— 1%+ (y — (a(t — h)? + K))2.

Resolviendo este sistema resulta que y es una curva de ecuaciones paramétricas derivables, con pardmetro
teR:

x(t) = @ +h —ad3(t — h)?,
_ 12d*(h—t)* + 8ak + 1
() = aa .

2.2. Representacion grafica de y

Para conocer las propiedades de la curva, es importante conocer su representacion gréafica. Para hacerlo,
usaremos la parabola de ecuacién y = x?. Entonces, las ecuaciones paramétricas de la curva y respectiva a
esta pardbola son

3t
X(t) = Z —t°,

1262 + 1
Y(t)= 8 ’

y la representacion de estas ecuaciones se muestra en la figura 1.

2.3. Propiedad de equidistancia de y

En esta seccién responderemos a la pregunta formulada en la introduccion: «;Cudl es la curva formada
por los puntos equidistantes a una pardbola y a su foco?» Demostraremos que la respuesta es una parte de
la curva y y veremos cudl es.

Observacién 2. Veamos en qué casos la construccion aplicada en dos puntos B = (t;, a(t; — h)?> + k) y
B = (t,, a(t, — h)? + k) de la parédbola diferentes resulta en el mismo punto Q de la curva y. Cuando esto
pasa, tenemos que

x(t) = x(ty),  y(t) = y(t2),

TEMat, 4 (2020) e-1SSN: 2530-9633 3
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Figura 1: Representaci6n gréfica de y con su respectiva parabola y foco.

es decir,

M.Fh =M+h—a2(t2—h)3,

12a*(h — t,)* + 8ak + 1 _ 12a*(h —t,)* + 8ak + 1
8a - 8a :

—a®(t; — h)®

Resolviendo el sistema en funcién de ¢, y ¢,, sin perdida de generalidad, llegamos a que t;, = h — \/§/2a y
t,b=h+ \/§/2a. El punto resultante de aplicar la construccién en B, o en B es Q = (h, 5a/4 + k). El punto
Q es el inico punto con la propiedad que buscdbamos.

Si X(t) = (x(¢), y(1)), derivando esta funcién en los puntos t, y t, vemos que la curva admite dos tangentes
distintas en el punto Q.

Definicion 3. Sean x(t) e y(t) las ecuaciones que definen la curva y para una pardbola genérica con
ecuacion y = a(x — h)? + k. Definimos el bucle de la curva y como el conjunto de puntos (x(¢), y(¢)) tales

queh—\/§/2a <t<h++/3/2a

Nota 4. Debido a la observacién 2, tenemos que el bucle de y forma una curva cerrada, ya que es continua
y los dos extremos de la curva son el mismo punto.

Ahora enunciaremos y demostraremos dos lemas que usaremos en la demostracién de la propiedad de
equidistancia de y.

Lema5. Seal: y = a(x—h)*+k, yseay lacurva formada a partir de esta pardbola usando la definicion 1.
Separamos el plano real en dos semiplanos S, = {(x,y) € R? : x < h}y S, = {(x,y) € R? : x > h}.
Consideremos el punto P = (t,a(t — h)*> + k) y el punto Q de y obtenido al aplicar la construccion a P,
Q = (x(t), y(t)). Entonces, P y Q estdn en el mismo semiplano si y solo si Q forma parte del bucle de y.

Demostracién. Que Q pertenezca al bucle de y es equivalente a decir que a?(t — h)? < 3/4. La funcién x(t)
se puede reescribir como

xX(t) = (t — h) (Z — @t — h)2> +h

Asi, es facil ver que, si t < h, entonces x(t) < h siy solo si a?(t — h)? < 3/4, y andlogamente parat > h. =

4 https://temat.es/
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Lema 6. Consideremos la pardbolaT : y = a(x — h)? + k y los dos semiplanos S, y S, del lema anterior.
Sean P = (x;, y1) ¥y Q = (x5, ¥,) dos puntos diferentes de la pardbola I" en el mismo semiplano S;, con
X, ¥ x, diferentes a h. Las rectas 1, y 1, normales a la pardbola en los puntos P y Q, respectivamente, se
cruzan en el semiplano S;, con j # i.

Demostracién. Supongamos sin perdida de generalidad que tanto P como Q estédn en el semiplano S, y
que a > 0. Entonces, x; < hy x, < h. También supongamos que x; > x,, asi que y; < y,. Decimos que
y1 +d =y, paraalgind > 0.

Figura 2: Diagrama de la construccién del lema 6.

Sean B y Q, los puntos de interseccién de las rectas normales 1, y 1, con la recta x = h. Se puede calcular?
que B = (h,y, +1/2a) y Q, = (h,y; + d + 1/2a). De aqui deducimos que |FQ,| = d, y Q, estd por encima
deB.

Entonces, sea Qp = (x;, t) el punto de interseccion de la recta , con la recta x = x;. Como Qp esta en el
segmento QQ,;, tenemos que y; +d <t < y; +d + 1/2ay, en consecuencia, |[PQp| > d = | Q,|, con Qp por
encima de P.

Finalmente, consideramos las dos rectas paralelas x = x; y x = h, y las intersecciones de estas dos rectas
conr yh, que son los puntos Py B,y Qp y Q;, respectivamente. Como |PQp| > |B Q,|, podemos aplicar el
teorema de Tales para concluir que 1, y %, se cruzan en el semiplano S,. n

Teorema 7. El bucle de la curva y construida a partir de la pardbolal: y = a(x — h)? + k con foco F es el
lugar geomeétrico de todos los puntos que estdn a igual distancia de I que de F.

Demostracién. Para demostrar este teorema, primero veremos que, si un punto cumple la propiedad de
equidistancia, entonces pertenece a y, y después hallaremos los puntos de y que satisfacen la propiedad.

Sea R un punto que no pertenece a la pardbola. Consideramos el circulo mdas pequeiio con centro R tal que
este circulo tenga algiin punto en comun con la pardbola. Llamamos P a uno de estos puntos en comuin
(si hay més de uno, escogemos un punto arbitrario entre ellos). Como la pardbola es una funcién continua
y derivable, la circunferencia sera tangente a la pardbola en el punto P, lo cual implica que R pertenece a
la recta normal a I" en P. Como hemos considerado la circunferencia més pequefia posible, la distancia
de R a la pardbola es la misma que la distancia de R a P. Entonces, el punto R cumple la propiedad de
equidistancia solo si estd a la misma distancia de P que de F, o, lo que es equivalente, que R se halla en la
mediatriz entre P y F. Esto implica que R € y.

2Este célculo estd hecho en el trabajo original en el que estd basado este articulo [5].

TEMat, 4 (2020) e-1SSN: 2530-9633 5
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Figura 3: Diagrama de la primera parte del teorema 7.

Ahora hallaremos los puntos de y que cumplen la propiedad deseada. Sea A un punto de y. Sabemos
por la construccién de y que existe un punto B de la pardbola I tal que la recta normal a I"en By la
mediatriz del segmento BF se cortan en A. Entonces, como |BA| = |AF]|, el punto A cumple la propiedad
de equidistancia si y solo si el punto de I' mds cercano a A es B.

Supongamos que A no pertenece al bucle de y. Por el lema 5, A y B no estdn en el mismo semiplano.
Entonces, B no puede ser el punto de I’ més cercano a A, ya que podemos comprobar que el punto B’,
simétrico a B respeto a la recta x = h, pertenece a I'y |[B'A| < |BA].

Ahora, supongamos que A pertenece al bucle de y. Si A es el punto medio entre Fy el vértice de la parabola,
A cumple la propiedad de equidistancia ya que es el tinico punto de y tal que su punto mds cercano de la
parébola es su vértice®. Entonces, supongamos que A4 es un punto del bucle diferente del punto medio
entre Fy el vértice. Por el lema 5, el punto B estd en el mismo semiplano que A; por el lema 6, B es el tinico
punto de este semiplano, excluyendo el vértice de la parabola, tal que la recta normal a I" en B pasa por A.
Entonces, |BA| es la distancia entre A y la pardbola, y hemos demostrado el teorema. (]

2.4, Semejanza de y con la cibica de Tschirnhausen

La cuibica de Tschirnhausen[4], también llamada trisectriz de Catalan y ctibica de I'Hopital, es una curva
estudiada por Tschirnhausen en 1690 y por 'Hopital en 1696. Esta curva se caracteriza por las ecuaciones
paramétricas siguientes:

x = a(1 =382,

y= a't(3 - tz)v

y su ecuacion polar* es
7(6) = asec3(6/3).

3Es facil de comprobar, se deja como ejercicio al lector.

4Para representar un punto P en coordenadas polares usaremos P = (r, ct), donde r es la distancia al origen y « el dngulo que
forma la parte positiva del eje X con PO, en sentido antihorario. Definimos la ecuacién polar de una curva como la distancia r en
funcioén del angulo a, r = f(a).

6 https://temat.es/


https://temat.es/

Redon Munoz

Queremos demostrar que esta curva es semejante a la curva y; para ello, demostraremos primero los
siguientes dos lemas.

Lema 8. Todas las curvas y son semejantes. Esto significa que se puede transformar cualquier curva y en
otra usando solo transformaciones rigidas y homotecias.

Demostracion. Sabemos que todas las pardbolas son semejantes. Entonces, consideremos dos curvas y; y
7 con sus respectivas pardbolas I'; y I',. Si aplicamos a todo el sistema formado por I'; y I'; las transfor-
maciones necesarias para transformar la primera pardbola en la segunda, también transformaremos ¥
en y, ya que la curva gamma estd formada por una construccién geométrica basada solo en la pardbola.
Entonces, todas las curvas y son semejantes. L]

Lema 9. Todas las ctibicas de Tschirnhausen son semejantes.

Demostracién. Sean 1, y 7, dos cubicas de Tschirnhausen, con ecuaciones polares 7;(8) = asec®(6/3) y
7,(0) = bsec®(6/3). Si aplicamos una homotecia a 7, de razén a/b y centro de homotecia en el origen de
coordenadas, obtendremos la curva 7, asi que todas las cibicas de Tschirnhausen son semejantes. u

Teorema 10. La ctibica de Tschirnhausen es semejante a y.

Demostracién. Usaremos los lemas anteriores para demostrar que las dos curvas son similares. Demostra-
remos que la ciibica de Tschirnhausen para un valor concreto de a es semejante a una curva y concreta.
Escogeremos la ctibica de Tschirnhausen con a = 1/8, y la curva y con pardmetrosa = 1, k = h = 0.
Transformaremos la ctibica de Tschirnhausen en y a partir de transformaciones rigidas. Primero usaremos
una rotacién de 90°, y més tarde una translacion.

Para hacer la rotacién, multiplicaremos las coordenadas de la ecuacién paramétrica por la matriz de

rotacion:
c0s90° —sen90°

(%(1 —36), %t(g a tz))( sen90°  cos90° ) - (%t(s -, %(‘%2 B 1))'

Podemos hacer el cambio de variable t = 2s para obtener que
1 2
XxX=— -5, y=§(12s —1)).

Ahora, aplicamos la translacién dada por el vector v = (0, 1/4) a la curva. Nos quedan las siguientes
ecuaciones:
3s 125> + 1
X = Z -5, y= —8 .
Como podemos ver, estas ecuaciones paramétricas son las correspondientes a la curva y con pardmetros
a=1,k=h=0,asi que, si tenemos en cuenta los dos lemas anteriores, el teorema estd demostrado. =

3. Generalizacion de la curva y

En la seccién anterior hemos hablado de la ctibica de Tschirnhausen, intentando responder la pregunta
de la equidistancia que hemos planteado en la introduccién. Para responder a esta pregunta, hemos dado
una construccién geomeétrica en la definicién 1. En esta tercera seccion generalizaremos el concepto de
curva y tal y como hemos mencionado en la introduccién.

Recordemos que F = (0, 0), 5 : ¥y = =1y % = f(#—1, F). A continuacién demostraremos las siguientes
tres propiedades de la curva y; (para k > 1):

1. Sea R, un punto cualquiera de la directriz y,. Para cada punto B,_; (k > 1) que pertenece a la curva
¥%—1, lamamos B, al punto resultante de aplicar la construccién explicada en la definicién 1 en el
punto B,_,. Entonces, si A = (0, —1), la siguiente relacién de dngulos se cumple:

ZAFB, = £B,_,FR,.
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2. La ecuacién polar que define a la curva y es la siguiente:

k+1
1
() =2\ ——5—5~ .
" (2008(923{2))

3. La mediatriz entre los puntos B,_; y F es tangente a la curva y en el punto K.

Haremos juntamente la demostracién de estas tres propiedades. Serd una demostracién por induccién
fuerte, donde la hipétesis inductiva serd suponer que las tres propiedades mencionadas se cumplen para
los nimeros naturales menores o iguales que k.

Demostracion.

Caso base.

Demostraremos el caso base para k = 1. Recordemos que A = (0, —1). El punto R, pertenece a la recta
% : y = —1. Definimos a R con el 4ngulo a que forma el segmento FR) con el segmento FA.

Figura 4: Diagrama de la construccion utilizada para caso base.

Como podemos ver en la figura 4, el punto B es la interseccién entre la mediatriz de FR y la perpendicular
ay, en el punto R). Ya que el &ngulo £FAR, es recto, ZARF = 90° — o y £FRPF, = «. Entonces, como B esta
en la mediatriz de PF,, sabemos que «RFB = a, lo que demuestra la primera propiedad para el caso base.

Definimos A’ como el punto medio de FR. Sabemos que |FA| = 1, asi que |[FR| = 1/cosa. Entonces,
|FA'| = |FR|/2 = 1/(2cosa) y, si nos fijamos en el tridngulo rectangulo /\FA'P, vemos también que
|FR| = |FA'|/cosa = 2(1/(2cosa))?. Llamaremos 6 al angulo que define el punto P, en forma polar.
Entonces, 2a = ZAFR = 7/2 + 6, de lo que deducimos que a = (6 + 7/2)/2. Finalmente, escribimos la
férmula para la distancia |FB| en funcién del dngulo 6, que coincide con la ecuacién polar de y;:

2
1

=2 ———< ] -

n®) 2(2C08(6+27r/2))

La segunda propiedad estd demostrada para el caso base.

Sabemos que y; es una pardbola, y es conocido que la mediatriz entre el foco de la pardbola y cualquier
punto de su directriz es tangente a la pardbola, asi que la tercera parte de la hipétesis inductiva también
se cumple.

8 https://temat.es/
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Paso inductivo.
Supongamos que las tres propiedades estin demostradas para todo entero entre 1y k, los dos incluidos.
Ahora las demostraremos para k + 1.

Figura 5: Diagrama de la construccién usada en el paso inductivo.

Sabemos por la tercera propiedad de la hipétesis inductiva que la mediatriz entre F,_; y F es tangente a
la curva y en el punto F. Entonces, la recta perpendicular a esta mediatriz en el punto F, serd la recta
normal a la curva y, que necesitamos para encontrar el punto B, ; a partir de la construccién ya definida.
El punto B, es la interseccion entre esta recta normal y la mediatriz entre B, y F.

Llamamos Q y R a los puntos medios de los segmentos F,_,F y B/F, respectivamente, como podemos
observar en la figura 5. Por la primera propiedad de la hipétesis de induccién, £B,_;FB, = a. Como £B.QF
es recto, tenemos que £FB.Q = 90° — a, £B,, 1B F = ay, finalmente, BFE.,, = «, lo cual demuestra la
primera propiedad para k + 1.

Recordemos que o = (6; + 7/2)/2, donde 6, es el angulo que FR forma con el eje de abscisas. En conse-
cuencia, 6; = 2a — m/2. Sillamamos 6 al dngulo que FE, forma con el eje de abscisas, podemos afirmar
que 6 = 6, + (k — 1)a ya que, por la primera propiedad de la hipétesis, «B,_,FB, = a para todo n natural
menor que k + 1. Entonces, 6 = (k + 1)a — /2. En consecuencia, también sabemos que FE,, forma un
dngulo de valor a(k + 2) — /2 con la parte positiva del eje de abscisas. Por la segunda parte de la hipétesis
de induccién, sabemos que

k+1
1
IFR| =) =2| ——~ | -
2COS(6+T(/2)

k+1
Si aplicamos el cambio de variable 6 = a(k + 1) — /2, tenemos que
P 1 k+1
IFR = 7 (a(k+ D= E) h 2<2(:osoc> '

Tenemos que |FR| = |FE|/2y, considerando el tridngulo rectdngulo /A\FRE,,,, sabemos que |FB,,| =
|FB|/(2 cos ). Entonces,

s e (alk +1) — 7) 1 \kt2
Vi1 (a(k+2)—§) = Pl | = 2cosa _2(2cosoc)

Si ahora deshacemos el cambio de variable a = (6 + 7/2)/(k + 2), tenemos que

k+2
1
Ye1(6) = Z(W) .

Kk+2
Por lo tanto, la segunda propiedad ha sido demostrada para k + 1.
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Para finalizar esta demostracion nos falta demostrar la tercera propiedad para k + 1, que dice que la
mediatriz entre los puntos B y F es tangente a la curva y,, en el punto B, ,. Lo demostraremos de la
siguiente manera. Sabemos que la mediatriz de B.Fy ¥, se intersecan en el punto B, por la construccién
que hemos definido. Entonces, tenemos que ver que las derivadas de las dos curvas tienen el mismo valor
en el punto B, ;.

El punto B en funcién del 4ngulo « en coordenadas polares es (2(1/(2 cos @)+, a(k + 1) — 7/2).

Sabemos que la ecuacion polar de una recta r es r(8) = asec(f — f3,), donde a es la distancia minima de r
al origen y 3, es el &ngulo que forma la perpendicular a  que pasa por el origen con el eje de las X positivo.
Ya que el dngulo que forma FB, con el eje de abscisas positivo es a(k + 1) — /2 y la distancia minima a la
recta es 2(1/(2 cos a))**!, la ecuacién polar de la mediatriz es

1 k+1
(Zcosa)

m(®) = cos(6 — (a(k + 1) — /2))"

La derivada de la mediatriz respecto a 6 es, entonces,

1 )k“ sen(6 — (a(k + 1) — 1/2)

m'(©) = (2 cosa/  cos?(8 — (ak +1) —7/2)’

y el valor de la derivada en el punto B, ;, que estd definido por el d&ngulo 6 = a(k + 2) — /2, es

1 )k“ sen(a)

m'(a(k +2) —7/2) = (2 cos a cos?(a)’

Ahora derivamos la curva ., (6) respecto a 6:

L\ (g
)

Yes1 (6) = ( 0+7/2 8 .
2 +71/2
ZCOS( k+2 cos ( k+2 )

Finalmente, el valor de esta derivada en el punto B, es
k+1 sen(a)
cos?(a)’

1
Vi (alle +2) = 7/2) = <2cosoc>

Como las dos derivadas en el punto B, tienen el mismo valor, sabemos que la mediatriz es tangente a
%+1, 1o que demuestra la tercera propiedad y concluye la demostracion. (]

Entonces, la curva y; tiene la ecuacioén polar siguiente:

k+1
1
W) = 2(—) -
2.c0s (%57°)

Observacion 11.  Es fécil ver que la curva polar y, tiene periodo 2n(k + 1), ya que cos x tiene periodo 2x. El
valor minimo de |y (8)| es adoptado cuando®

<9+Tc/2
s

i
i1 )_il = 6——§+nrc(k+l), nez,

y la curva no estd definida para

0 +m/2 s 1
Os(k—_l_]_)_0=>6__§+(n+§>ﬂ:(k+1)’ ne4.

5El punto en coordenadas polares (6, r) para r < 0 se define como el punto simétrico a (8, —r) respeto el origen de coordenadas.
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Definicion 12. Llamaremos ala negativa de y, ala curva
1
n(6), 6e (—g + (n - z)n(k +1), =+l + 1)]

paratodon € Z.
Llamaremos ala positiva de y, a la curva

e

> + nn(k + 1), —g + <n+ %)Tc(k + 1))

w©o, oe|

para todo n € Z.

Se deja como ejercicio para el lector ver que cualquier punto de y, pertenece a una de las dos alas.

3.1. La curva y, como espiral sinusoidal
Una espiral sinusoidal es una curva de la forma
r"* = a" cos(nd),

donde na # 0 con n racional y a real. Si escogemosn = —1/(m + 1), a = 1/2™ y 6 = a + 1/2, con m natural,

tenemos la siguiente curva:
m+1
1
r=2 <—) .
a+m/2
2c0s(S57)

Entonces, podemos concluir que las curvas ¥, forman parte de la familia de las espirales sinusoidales, en
concreto las espirales en que n = —1/m con m natural.

3.2. Representacion grafica de y;
Ahora que hemos demostrado la ecuacion polar de la curva y, podemos representarla en el plano cartesiano,
como veremos en la figura 6.

Esta figura estd hecha con la calculadora gréfica Desmos [2]. Esta calculadora ha sido muy util para
enunciar las propiedades de la curva ¥, sobre todo para las siguientes secciones del articulo. En el enlace
de la bibliografia se puede ver la representacién de la curva y, para cualquier k y una ayuda visual para la
seccion 3.4.

3.3. Intersecciones de y, con el circulo r(6) = 2

Observando la figura 6, vemos que las curvas ¥, cruzan el circulo r(68) = 2 en unos dngulos concretos. El
teorema 13, ademads de ser interesante como propiedad, serd ttil en la seccién 3.4.

Teorema 13. Hay seis posibles puntos de interseccion de y, con la circunferencia centrada en el origen de
radio 2.

Demostracién. Para demostrar este teorema determinaremos los dngulos 6 tales que y,(6) = £2 para cada
valor de k. Aislaremos 6 de la ecuacién siguiente:

k+1
2 (++m) =*2
2c0s(537)

La expresion anterior es equivalente® a

(6+Tt/2> 1
— )=+
k+1 2

6Esto se puede comprobar ficilmente haciendo un anélisis por casos.
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/

_—]
\

. O+7/2
k+1

! \
Figura 6: Podemos ver y; en negro, », en 10jo, y;3 en naranja, y, en violeta, 3 en azul, % en verde oscuro y 3,
en violeta punteado.
Ahora consideramos dos casos:

T .
= mn + 3 para cualquier n € Z.
Si aislamos 6 tenemos que

6=—g+n(k+ 1)(n+%>.

Como k y n son enteros, concluimos que los dngulos resultantes son de la forma 7¢/3 — /2 para
valores de ¢ enteros.

o Otm/2
k+1

Los puntos definidos por estos dngulos pertenecen a el ala positiva de ¥, ya que

T I b 1
——+n@+1mn+—)e[——+nmk+1)—§+<n+§)mk+u)
= 7tn — 3 para cualquier n € Z.

Hacemos lo mismo en este caso:

e=—g+nm+1wn—l
para ¢ entero.

3)
Igual que en el caso anterior, los valores de los dngulos que buscamos son de la forma 6 = n¢/3 — /2

y estos son

Y, andlogamente, los puntos definidos por estos dngulos pertenecen a el ala negativa de .
12

Concluimos que solo hay seis dngulos para los que la curva y, puede intersecar la circunferencia de radio 2,

https://temat.es/
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3.4. y, cuando k tiende a infinito

Explorando la curva y; para diferentes valores de k en la web Desmos [2], es facil darse cuenta que, para
valores de k suficientemente grandes, las alas de y, forman espirales. En esta seccién veremos cudl es la
espiral a la que cada ala de y; se aproxima cuando k tiende a infinito.

Como dice la intuicién y puede ser demostrado facilmente, las dos alas de la curva ¥, son simétricas
respeto el eje vertical. Entonces, sin pérdida de generalidad, estudiaremos el ala positiva de y.

Para k muy grande, vemos que los valores que adopta y,(6) son arbitrariamente pequeiios alrededor
de 6 = 0. Para resolver este problema y poder trabajar mejor con el ala positiva de y, para cualquier k,
definiremos una rotacion’ #, de y, definida con la relacion #.(6) = (6 + n(k + 1)/3 — 7t/2), tal que la
interseccion de el ala positiva de y; con la circunferencia r(6) = 2 se encuentre en el eje de abscisas:

k+1
1
S
Zcos(g + k_+1)

La curva 7, es similar a la curva y; ya que es una rotacién de ella, y podemos ver que 7#,(0) = 2 para todo k.

Finalmente, podemos calcular el limite cuando k tiende a infinito,

k
1
lim 7,(6) = lim 2| —— | .

Usando que cos(a + b) = cosacosb — sen a sen b, tenemos que

k
1
lim #(6) =2 lim | ———— | .
k=co k= \ cos % —/3sen %
Es conocido que, si lim,_, f(x) = 1y lim,_, g(x) = oo, entonces lim,_, f(x)¢® = lim,_, e(/®)~Dg(x),
Usando esta propiedad,

R U i R U
Hm 7]{(8) =2 Hm e(cos(@/k)—ﬁsen(@/k) 1>k — Zehmk_’oo(cos(@/k)—\ﬁsen(@/k) l)k_
k—co k—co
Trabajando con el limite del exponente y simplificando, tenemos que

lim ﬁ—l k:limk(l—cosg)+limk<\/§sen9)=0+\/§6
k—oo COSE—\/gsenE k—oo k k— oo k

Entonces, podemos concluir que
lim 7.(6) = 2eV39.
k—co

La curva en forma polar r(6) = ae®® con a, b reales diferentes de 0 es una espiral logaritmica. Por lo tanto,

cuando k tiende a infinito, las dos alas de la curva y, se aproximan a dos espirales logaritmicas de la forma
r(0) = +2eV3(6-a), para algin « real.

"En coordenadas polares, el punto (r, 0) representa una rotacién respeto el origen de coordenadas del punto (r, 6 + a).
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Estudio del niimero e

1. Introduccion

Existen determinadas constantes en matemadticas que, por su relevancia o utilidad, reciben un nombre
particular que las distingue. Ejemplos son el caso de 7, que representa el cociente entre la longitud de una
circunferencia y su didmetro, o el ntimero dureo ¢. Mientras que las definiciones de constantes elementales
como 7 0 ¢ son relativamente intuitivas, el caso de e es diferente, siendo necesarios conceptos de calculo
infinitesimal. Por tanto, es natural preguntarse cémo surge de manera histérica el nimero e hasta llegar a
la definicién conocida actualmente, asi como el por qué de su utilidad. Tomando esto como motivacidn,
nos proponemos los siguientes objetivos [16]:

e Encontrar el proceso que se sigue a lo largo de la historia hasta definir e.

* Investigar sus principales aplicaciones en distintas ramas de las matematicas, asi como en otras
dreas relacionadas.

Para comenzar a trabajar en la historia, partimos de las siguientes hipétesis en base a conocimientos
anteriores. Uno de los primeros autores que podria haber utilizado e puede ser Napier, ya que los logaritmos
conocidos como neperianos tienen base e. También pensamos que Euler estd posiblemente involucrado
en su definicién, ya que corrientemente e es conocido como el «niimero de Euler». Finalmente, como e
aparece de forma natural en problemas de derivadas e integrales, consideramos a Leibniz como otro de
los autores a investigar, por ser uno de los padres del célculo infinitesimal. Mientras trabajdbamos en estos
tres autores, fuimos encontrando otros matemaéticos que también habian participado de una forma més
o menos directa en la definicién de e. En esta biisqueda resultaron de gran ayuda algunos textos sobre
historia de la matematica, especialmente autores como Cajori [3] o Ivory [9].

Para elegir las aplicaciones de e a estudiar, hemos preguntado a siete profesores de la Universidad de
Murcia por la aplicacién mds importante de e en sus respectivas dreas de trabajo. Hemos recibido respuesta
de dos profesores del drea de andlisis matemadtico, dos del Departamento de Estadistica e Investigacién
Operativa y uno del Departamento de Fisica. Los dos profesores de las dreas de dlgebra y geometria a los
que preguntamos no contestaron.

En ambas partes, la metodologia utilizada ha sido la misma. Una vez seleccionado el autor o aplicacién,
nos hemos remitido a la publicacién original en la que aparece de alguna forma e, hemos seleccionado las
partes de estos textos necesarias para comprender la demostracién que hace el autor, hemos realizado
las traducciones del idioma original (generalmente, latin, inglés y francés) al castellano y, en base a estas
traducciones, hemos convertido las demostraciones originales a notacion moderna.

2. Historia del nGmero e

2.1. John Napier y la primera definicion del logaritmo

El primer autor que hemos estudiado ha sido John Napier, conocido por ser la primera persona en definir
el logaritmo.

Para realizar este estudio, nos hemos basado en las definiciones que da en su obra Mirifici Logarithmorum
Canonis Descriptio [15]. Para definir el logaritmo, Napier introduce en esta obra dos tipos de movimientos,
que podemos ver en la figura 1.
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Figura 1: Imagen de los movimientos que introduce Napier [15, pag. 4].
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El primero de ellos es un movimiento con velocidad constante, mientras que, en el segundo movimiento, la
velocidad es proporcional a la distancia que falta por recorrer. Para el primer movimiento, Napier muestra
como construir la progresion que define la distancia recorrida en un instante a partir de la distancia
recorrida en el instante anterior. Esta progresion se puede expresar por la relacién de recurrencia

Xpg1 = d + Xy,

donde d es la distancia entre dos términos contiguos y n € N (a lo largo de todo el articulo se asumiréd que
0 € N). Como x, = 0, por induccion se demuestra que

(M X, =hn-d.

En el segundo movimiento, la progresién indica el espacio que falta por recorrer en un instante en funcién
del que faltaba por recorrer en el instante anterior. La relacién de recurrencia en este caso es

(2) Ynt1 = A = K) yp,

donde k es la razén de decrecimiento y n € IN. Napier impone que la distancia original del segmento es la
longitud total del segmento, que tiene por extremos los puntos a y w (ver figura 1). Se tiene entonces la
condicién y, = [aw], donde [aw] denota la longitud del segmento que une a y w. Por induccién, es facil
demostrar que

(3) Yn = [acw] (1 = k)"

Para llegar a la definicién de logaritmo, ademds de definir estos dos movimientos, Napier obliga a que
ambos tengan la misma velocidad inicial. Como estamos trabajando con progresiones y no con funciones
continuas, hemos obtenido esta velocidad inicial como la variacién del espacio recorrido entre n = 1
y n = 0. Obtenemos que, para el primer movimiento, esta velocidad es d y, para el segundo, es [aw] - k.
Sustituyendo en (1) y en (3), obtenemos

Xp = [aw] - k- n, Yn = [aw] (1 = K),

donde n € N. Napier define el logaritmo de una cantidad h, que denotaremos de ahora en adelante por
Nap log(h), como la distancia recorrida en el primer movimiento (es decir, x,,) cuando en el segundo
movimiento (respectivamente y,) resta por recorrer una distancia k. Esta definicién puede ser expresada
en notacién moderna mediante el sistema de ecuaciones

h = yn, h = law] (1 - k)",
Naplog(h) = x,,; = Naplog(h) = [aw] - k - n.

Despejando n en la primera ecuacién y sustituyendo en la segunda, llegamos a la expresion de Nap log(h)
en funcién de la definicién actual de logaritmo,

h
(4) Naplog(h) = [aw] log(l_k)l/k <_>

[aco]

Un dato interesante es que en la base del logaritmo solamente influye la k escogida. En esta obra, Napier
no hace referencia al valor de k que usa para la construccién de sus tablas. Para encontrar este dato hay
que avanzar hasta su obra Mirifici Logarithmorun Canonis Constructio, donde fija k = 1077 [14, pag. 12].
Esta eleccion aparentemente extrafia hay que entenderla sabiendo que, en sus origenes, el logaritmo no
era una operacion, sino una herramienta. El objetivo principal es la construccién de tablas, y el método
para hacerlo viene dado por la relacién de recurrencia (2), donde para obtener el siguiente término
de la sucesion es necesario multiplicar el término actual por la razén de decrecimiento y restarlo. La
multiplicacién por 10~7 (y, en general, por 10" con n € Z) es muy sencilla de realizar y reduce los calculos
para la construccion de tablas!.

ILa eleccién en concreto del valor 107 se debe a los trabajos de Regiomontano. El motivo por el que utiliza esta cifra es para
tener una exactitud en los calculos que hiciera hasta la séptima cifra, ya que no se conocian todavia las fracciones decimales [11].
Precisamente por los trabajos de Regiomontano, Napier escoge como razén 107 [17], aunque en otras tablas calculadas posteriormente
en el Mirifici Logarithmorun Canonis Constructio usa como razones 10°y 5 - 10%.
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Aplicando este valor a la base del logaritmo que aparece en (4) encontramos un valor dado por

107 1\ 1\"
-7 T L R
(1-1077) <1_1o7) _nll—l;go(l n) e

que esté directamente relacionado con e. Es por esto que podemos considerar a Napier como el primero
que trabaja con un valor aproximado de esta constante.

2.2. Elaboradores de tablas

Tras la primera definicién de los logaritmos que da Napier, son muchos los matemaéticos que afiaden
modificaciones al método de Napier para mejorar algunos inconvenientes que presentan sus tablas. El
principal inconveniente que presentan las tablas de Napier es que sus logaritmos son negativos para
valores de x superiores a 107, cosa que podemos observar de la expresién analitica del logaritmo en la
ecuacién (4) con [aw] = 107.

La primera tabla que hemos estudiado y que aporta una mejora significativa fue introducida en el anexo
de la segunda edici6én de la traduccion al inglés del Mirifici Logarithmorun Canonis Descriptio [13], que se
atribuye al matematico William Oughtred. Antes de continuar, diremos que en ninguna de las tablas que
vamos a citar en este apartado viene expuesto un procedimiento que indique c6mo se obtuvieron, asi que,
para deducir las funciones que dan los valores de dichas tablas, nos hemos basado en comprobaciones
numéricas y afirmaciones de otros autores como Cajori [3] o Ivory [9]. Asi, en las tablas de Oughtred
(figura 2, izquierda) hemos comprobado que los valores se aproximan a 108 In(x) (figura 2, derecha).

S‘m Loymb Sm. lLogamb Sine. (Logaritme. | .
Y | 600000 :o04605‘16s 10009| 9310337
3| 693146 0,5193314. 20000| 9803483 X ‘ 10%In(x) X ‘ 106 In(x)
3 1096612 ¥ 300, 5703780’ 30000 1030869@ , 1 0 —TI917%
1386294 400!5991463 4£000] 10596 3T
s"womv §o0#214605 | 0000 10819774} 2| 693147 7 | 1945910
6 l17917¢8) 600639€925| 60660 11002095 311098612 8 | 2079441
1945909 790|6551077| 70000 |11156246 4 | 1386294 9 | 2197224
kwmu 800|6684609| 8acod|11239778 s | 1609437 10 | 2302585
2197233 990! 620;39: 99000 [11407560 |
lﬁlzsozsh 1000!6907753 10000 11512928 . |

Figura 2: Extracto de la tablas atribuidas a W. Oughtred [13, pag. 12] (izquierda) y tabla con el valor de
108 In(x) hasta x = 10 (derecha). Los valores se han obtenido truncando la primera cifra decimal de cada
namero.

El segundo autor que hemos estudiado ha sido John Speidell, quien elaboré distintas versiones de tablas
de logaritmos. Las primeras tablas que elabora y que encontramos en New Logarithmes [19] son una
modificaciéon de las de Napier para hacer que los logaritmos tomen siempre valores positivos. Tomando
como cierta la afirmacién de Ivory [9, pags. 714-715], hemos obtenido que los logaritmos de Speidell (que
denominaremos Sp log(x)) cumplen que

= Naplog(x) + 100 Sp log(x).

De la expresion del logaritmo de Napier (4) podemos obtener el valor del logaritmo de Speidell como

— 5
Splog(x) = 10 1n(454)

A partir de 1622, Speidell incluy6 en las nuevas ediciones del New Logarithmes [20] otra tabla en la que
calcula los logaritmos de los ntimeros enteros entre 1 y 1000. Mediante otra comprobacién, hemos visto
que los logaritmos de esta segunda tabla corresponden con los de 108 In(x).
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Figura 3: La primera figura (arriba) muestra recortes de las primeras tablas que presenta Speidell, mientras
que la segunda (abajo) corresponde a las segundas tablas.

2.3. Leibnizy e en la integral de la funcién hiperbélica

Una de las apariciones mds naturales de e es en los problemas relacionados con el calculo integral y
diferencial. Por ello, una figura que podria resultar interesante estudiar en nuestra biisqueda del origen de
e es Gottfried Leibniz, padre del célculo integral junto a Isaac Newton.

En el andlisis del siglo xvi1 destaca el afdn de calcular el drea bajo las curvas. Este problema se conoce tradi-
cionalmente como el de «cuadrar» la curva. En concreto, el drea bajo la hipérbola f(x) = k/x fue estudiada
por matemadticos como De Sarasa, Huygens, Newton, Mercator, James Gregory y Leibniz. Desde el trabajo
Solutio problematis a R. P Marino Mersenno Minimo propositi, de Alphonse Antoine de Sarasa [18], ya se
sabia que habia que escribir el drea en términos de un logaritmo. Pero, aunque todos estos matematicos
encontraron métodos correctos (principalmente mediante series), la primera vez que se referencia la base
de dicho logaritmo es en una serie de cartas [8] entre Huygens y Leibniz sobre un problema que planteé el
altimo en las Acta Eroditorum [10]. El problema es, a grandes rasgos, hallar las ecuaciones que rigen el
movimiento de un cuerpo en caida libre que sufre una resistencia cuadratica causada por rozamiento con
aire. A lo largo de la seccién denotaremos por ¢ el tiempo de caida, v la velocidad instantdnea del cuerpo y
a la velocidad limite de caida. Asumiendo que t, = 0 y que el cuerpo comienza a caer en reposo, por lo
que v, = 0, Leibniz llega a plantear la integral

v
(5) tz‘/’ S dv.
o as—v

Huygens es el primero que da un resultado, utilizando series, pero se equivoca?, y es Leibniz el que da los
resultados correctos en la contestacion, también en forma de series. Estos resultados dados por Leibniz
son equivalentes a las formas habituales de hoy en dia, que son

v a a a+v
(6) t:f ﬁdv’=—1n< )
, @°—V 2 a—v

En otra carta sobre la naturaleza de la funcién logaritmica y su relacién con la funcién exponencial, Leibniz

2En la correspondencia se plantea, ademads de la expresion (5) para hallar el tiempo ¢, una expresién semejante para hallar el
espacio recorrido s. El error que comete Huygens es cambiar los resultados de las dos integrales planteadas.
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hace referencia a la primera integral en (6) para el caso a = 1y escribe la expresién®
t 14+v
b+ = ,

1-v

que involucra una constante b. Respecto a este valor Leibniz escribe: «b siendo una gran constante cuyo
logaritmo es 1, siendo 0 el logaritmo de 1» [8, pdg. 76]. Si hacemos los mismos calculos pero usando
métodos actuales, obtenemos que

1+v

1-v’

Comparando ambos resultados y la afirmacién dada por Leibniz, tenemos la creencia de que Leibniz
conoce e pero lo denomina b. Otros autores, como Cajori [2, pag. 493], también toman b como la base de
los logaritmos naturales o neperianos.

L
elz =

2.4. Jacob Bernoulli y el problema del interés compuesto

Hasta este momento, hemos visto la aparicién de logaritmos en cuya base aparece una constante rela-
cionada con e, e incluso la presencia de una constante llamada b de la que tenemos indicios de que sea
precisamente e. Atin asi, en ningtin momento se ha hecho referencia al valor de esta constante. La primera
vez que se obtiene algo de informacién sobre el valor de e es de forma casual mediante acotaciones de su
valor. Sorprendentemente, esta acotacién no se presenta en ningtn tratado de logaritmos, area bajo la
hipérbola o similares, sino en el articulo «Questiones Nonnullee de usuris, cum solutione Problematis de
Sorte Alearum, propositi in Ephem. Gall. A. 1685» de Jacob Bernoulli [1], en el estudio de un problema de
interés compuesto. Dada una cantidad inicial invertida a rédito compuesto anual, el problema consiste
en calcular el dinero que se obtendria si se cobrasen los intereses en periodos més cortos y, en dltima
instancia, momentdneamente. Sea supuesto que se invierte un euro con un interés anual del 100 %. Si el
interés se cobra anualmente, al final del afio se tendran 2 euros. Si, en cambio, se cobran los intereses cada
6 meses con un interés proporcional del 50 % se obtienen 2,25 euros. El proceso de cobrar los intereses
momentdneamente se obtiene mediante un paso al limite, siguiendo la definicién de derivada o tasa de
valor instanténeo.

Bernoulli obtiene la solucién dada por una serie en la que a es el capital inicial y b el rédito anual. Ademads,
calcula una cota inferior y otra superior de esta solucion:

b2 © p" 2
a+b+ —<a <a+b+ .
2a Z a*n! 2a-b

n=0

Mostramos la forma de obtener ambas cotas.

. n [ . . s .2
1. Respecto ala primera, lasuma 3.~ all?—. es de términos estrictamente positivos, por lo que la sucesién

i!
de sumas parciales s, = a Z?:o abl—ll, es estrictamente creciente. Por tanto, s, < lim,,_,  s,,. Se tiene
entonces que
b? e i
a+b+ —=s,<lims,=a), —.
2a n—co = atil

2. Para la segunda cota, sea notado que 2"~! < n! siempre que n > 2, y la desigualdad es estricta si
n > 3. Aplicando esta relacién a las sumas parciales y llevandolas al limite?,

2
a n 0 n b 2

b b* 2
aZann!<a+b+2aZznan_a+b+1_£ _a+b+2a_b.

n=0 n=2 2a

3Hemos reproducido la expresién exactamente como la hemos encontrado en el documento consultado [8, pag. 283]. Definitiva-
mente, se puede observar el punto en la expresion original. La exponencial en una base b aparece anteriormente en otra carta [8,
pég. 276] y presenta el mismo punto. Sin embargo, el punto no estd presente en todas las funciones exponenciales que escribe; por
ejemplo, también escribe la ecuacién x* + x = 30, en la que no se observa [8, pdg. 276]. Esto puede llevar a pensar que la base b es
especial y, por tanto, siempre que se usa de base para una funcién exponencial lleva un punto debajo del argumento, o que dicho
punto tiene otro tipo de significado independiente de b. El significado se deja a interpretacion del lector.

. . . . . b . .
“para asegurar la convergencia de la serie para la primera igualdad, es necesario tener que ’E‘ < 1. Sin embargo, Bernoulli no
remarca esta condicion en su articulo [1] y asume directamente la convergencia.
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En base a esta expresion, Bernoulli afirma que, si a = b, entonces el valor del capital estaria entre 2,5a
y 3a, lo que se puede comprobar sustituyendo en las cotas. Como a es un valor positivo, entonces la
equivalencia

1 1

25a<a), = <3a & 25< ) —<3
n! n!

n=0 n=0
es cierta. Sabiendo con nuestros conocimientos actuales que e = Zfzo #, este resultado prueba que
2,5 < e < 3. Sin embargo, Bernoulli no conoce la existencia de e ni de una constante parecida, por lo que,
como deciamos, parece que acotar su valor ha sido mds un golpe de casualidad por el problema en el que
trabajaba que algo intencionado.

2.5. Leonhard Euler y el desarrollo en serie de la funcion exponencial

A pesar de las apariciones ya comentadas, todavia nadie ha definido la constante e. Segtin Cajori [2,
pag. 493], el primer autor que lo hace es Leonhard Euler. Si nos referimos estrictamente al nombre «e»,
Euler ya lo utiliza en sus primeros articulos, como en «Meditatio in experimenta explosione tormentorum
nuper instituta» [4], llegando incluso a dar un valor aproximado. En este caso, la definicién que utiliza
es la misma que la que dio Leibniz. Pero la primera vez que define e tal y como aparece en la expresion
dada por Bernoulli es en su Introductio in Analysin Infinitorum [5]. En el séptimo capitulo de esta obra,
Euler indaga en el desarrollo de funciones exponenciales como series infinitas. A lo largo de todo el texto,
emplea de forma velada la aproximacion lineal de funciones derivables en un punto. En la época de Euler,
el cdlculo infinitesimal moderno (es decir, el desarrollado a partir de la definicién de limite) no existia. Por
tanto, conceptos como la derivabilidad no estaban claros del todo, y lo expuesto a continuacién debe ser
entendido como un intento de formalizar la demostracién original.

Euler escribe que, si w es arbitrariamente pequefio, lo que quiere decir que w — 0, entonces se tiene que
a® =1+ kw, siendo k una constante dependiente de la base a. Con nuestro conocimiento moderno, esta
afirmacién es equivalente a formular la aproximacién lineal de la funcién a* en un entorno del punto
x = 0, por lo que se tiene que

a® =a + f'(0)(w—0)+R,(f) =1+ kw+ R,(a¥),
siendo f(x) = a* y Ry(a*) = o(w) el resto de orden 1 de la aproximacion lineal. Se puede observar que
k = (a*) (0) = In q, resultado que Euler obtiene posteriormente en el libro.

Euler introduce ahora las nuevas variables z, i € R,° relacionadas con w mediante z = w - i. A partir de
ahora, Euler considera, sin hacer mencién explicita de ello, la cantidad z como un nimero real fijo. Como
w — 0, concluye entonces que i — oo0. Sustituyendo esto en la primera igualdad llega a que

z
i

i
) a =1+k%=}az=(1+k%).

Mediante el binomio de Newton y la aplicacion de los actuales limites del tipo P llega a que toda funcién
exponencial es de la forma

© k7"
at = Z n? .
n=0
Es capaz de demostrar también que, sabiendo la k asociada a una base a, se puede hallar el desarrollo
en serie de cualquier funcién exponencial con otra base b. En la demostracién original iguala las dos
funciones exponenciales a* = b¥, despeja z y la sustituye en la serie de a*:
by = g¥log.b — i W.

|
=0 n

5Aprovechamos para recordar que, en la época de Euler, el concepto de niimero complejo tampoco estaba desarrollado com-
pletamente. Por tanto, la constante i no representaba ningiin niimero particular y podia ser utilizada como una variable mds sin
lugar a confusién (la eleccion de i para representar un nimero tal que i — +oo parece estar motivada por la palabra « infinitorumn,
que es la traduccién al latin de «infinito»). De hecho, posteriormente Euler escribe V=1en lugar de i. En este articulo se evitard la
confusién entre la constante \/—_1 y la variable i tipogréficamente, escribiendo i para denotar \/—_1 .
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Una vez concluido esto y tras otras demostraciones correspondientes a la funcién logaritmica, Euler
introduce la definicién de e. No menciona explicitamente el argumento que le lleva a hacerlo, por lo que
presentamos aqui uno posible. Ya que sabiendo la k asociada a una base a podemos hallar el desarrollo en
serie de cualquier funcién exponencial, entonces buscaremos la base con la k mds simple, es decir, la base
con k = 1. Esta eleccién provoca que dicha base sea
(9] n oo 1
at = % = a= Z ﬁ
n=0 n=0

A esta base privilegiada la llama e, y da como valor aproximado e = 2,71828182845904523536028... Apli-
cando esta definicién a la ecuacién (7) obtenemos que

i
(8) e? = lim (1 + 5,) .

i—o0 1
Euler no lo hace, pero de aqui es facil deducir otra definicién de e al sustituir z = 1. Esta definicién, que es
la presentada usualmente en bachillerato, es

e=hm<1+%).

11— o0

3. Aplicaciones de e en ramas de la matematica

3.1. Identidad de Euler

La primera aplicacién que hemos estudiado es la identidad de Euler, que relaciona las constantes conocidas
actualmente como i, T y e mediante
e™+1=0.

Como esta identidad es una consecuencia directa de la férmula de Euler, hemos decidido analizar el origen
de esta ultima. La encontramos en la obra de Leonhard Euler Introductio in Analysin Infinitorum [5] de
1748, donde se obtiene en el capitulo v tras manipular las funciones seno y coseno. Comienza utilizando
la formula de De Moivre,

(cos x +isen x)" = cos(nx) + isen(nx), n €N,
que se puede demostrar por induccién. A partir de esta relacién es evidente obtener que
(cosx +isenx)" + (cos x —isen x)"
2 )
(cosx +isenx)" — (cos x —isen x)"
2i )

9) cos(nx) =

(10) sen(nx) =

Euler toma de nuevo nx = v como una cantidad real fija y hace tender x a 0. Esto fuerza que n — 0. A con-
tinuacién, aproxima las funciones seno y coseno por sus respectivas aproximaciones lineales, obteniendo
cosx~lysenx ~x = % Estas expresiones dan lugar por sustitucién en las ecuaciones (9) y (10) a

1 vi\" vi\" 1 vi\" vi\"
cosv==-|{1+—) +([1—— R senv=—||l1+—) —(1—-— .
2 n n 21 n n

Como ha empleado que n — oo, por la ecuacién (8) concluye las conocidas como identidades de Euler,

oS = eix + e—ix senx — eix _ e—ix
T2 y =T o

Euler emplea estas identidades para demostrar la férmula de Euler. Se obtiene que
e = cosx +isenx.
La identidad de Euler se obtiene para el caso x = 7:

e™+1=0.
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3.2. Serie de Fourier

La serie de Fourier permite representar muchas funciones periédicas como combinacién lineal de funciones
exponenciales complejas.

Hemos encontrado la primera versién de la serie de Fourier en el articulo «Mémoire sur la propagation
de la chaleur dans les corps solides» [7] presentado a la Societé Philomatique de Paris, en el que indaga
sobre la propagacion del calor. Tomando la temperatura T como una funcién escalar dependiente de los
parametros espaciales x, y, z y del tiempo ¢, es decir, T(x, y, z, t), la ecuacién de Fourier afirma que

T (62T o°T 62T)
M) = gt ,

—=alz5+ + =
ot ox2 = dy? = 09z2
donde a es una constante que, en principio, depende de las variables x, y, z, t.

Las condiciones del problema se restringen considerando un caso particular al que aplica esta ecuacion.
Supone que el medio de transmisién es homogéneo, es decir, la constante a es independiente de las
variables x, y, z, t. Considera el problema en una placa situada en el plano xy de longitud 2 en el eje y e
indefinidamente larga en el eje x, por lo que x € R, y € [-1, 1] y z es constante. Por ultimo, se considera
que el sistema esté en estado estacionario, lo que quiere decir que T es independiente de t. Todo esto hace
que la ecuacién (11) pase a ser escrita como

T 9°T
55+ 55 =0,
ox2 = 0y?

que es conocida como ecuacién de Laplace. Mediante el método de separacién de variables, expresando

la temperatura como T(x, y) = M(x) N(y), hemos obtenido varias soluciones al problema, dadas por las
ecuaciones diferenciales ordinarias

oM N

— —-AM=0, =— +AN=0.
3% A 0 37 + A 0
Dichas soluciones con 4 > 0 vienen dadas por

M(x)=c eVAx 4 d e‘ﬁx, N(y) = Ccos (ﬁx) + Dsen (ﬁx) .

Como la ecuacidn se satisface para cualquier eleccién de 4, se puede escoger una solucién general como
superposicién de soluciones para 4;, obteniendo la solucién més general

T(x,y) = i (bie‘mx + aie“//l_ix) cos (\/Zx) + (Bie‘/Tix + Aie“//l_ix) sen (\/Tlx)

i=1

Ahora impone simetria de la funcién respecto a la variable y, por lo que los términos senoidales deben
desaparecer. Asi, A; = B; = 0. Ademas, la temperatura debe ser una funcién acotada para toda la placa,
por lo que b; = 0. La solucién general tras eliminar estas condiciones es

T(x,y) = i a; e VAiX cog (\/Zy) ,

i=1
siendo los valores 4; con i € IN constantes de valores indeterminados.

Aplicando la condicién de frontera T(x, 1) = 0, que es equivalente a afirmar que la temperatura en el
borde de la placa es la misma que en el exterior, obtiene los valores de las constantes

\/Ti=2i+17'f.

2

Con esto ya queda totalmente determinado el perfil de temperaturas estacionario de la placa. El objetivo es
estudiar ahora el perfil para diferentes valores de x. El que estudia, en particular, es para x = 0, obteniendo
la funcién de temperatura

- 2i+1
e(y) =T(0,y) = Z a; cos( > ny),
i=1
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que es lo que se conoce actualmente como serie de Fourier. Aplicando ahora la ortonormalidad® de

las funciones {cos (%n y)} en el intervalo [—1, 1] en el que esté definida la funcién ¢, se obtiene la
ieN

1 .
2i+1
ai=/ () cos< > ny)dy.
-1

La serie de Fourier completa aparece en su Théorie analytique de la chaleur [6, pag. 257], de 1822. No
hemos encontrado un primer autor que reformule la serie de Fourier en funcién de la funcién exponencial,
pero usando las identidades de Euler es sencillo hallar que

expresion de los coeficientes

o=

o(x) = Z eanix-%/ qo(x)e_anixdx.

n=—oo

3.3. Distribucién normal

La tultima aplicacién estudiada ha sido la funcién de densidad de la distribucién normal, dada su impor-
tancia debida al teorema central del limite.

La primera vez que la hemos encontrado ha sido en The Doctrine of Chances, de Abraham de Moivre [12,
pégs. 243-254]. Se presenta como una forma de aproximar la distribucién binomial para un gran ntimero
de experimentos n y sin que la expresion resultante dependa de dicho ntimero de experimentos. Divide el
estudio en dos partes, primero para una distribucién binomial’ X ~ Bin (n, %) y después una distribucién
con probabilidad arbitraria X ~ Bin (n, ﬁ)g. En ambos casos, el proceso que sigue es el mismo.

De Moivre trabaja con probabilidades mediante casos favorables y casos desfavorables y aplica lo que
conocemos hoy como regla de Laplace. Por tanto, trabajaremos con una funcién de casos favorables de
nuestra variable aleatoria, que denotaremos como C. Fav. [X = x], para indicar el nimero de casos en los
que la variable aleatoria X toma el valor x. Con esta notacién, y sabiendo que el nimero de casos totales
es 2", la funcién de probabilidad viene dada en términos de la regla de Laplace por

C. Fav. [X = x]

Primero, De Moivre aproxima el valor de la probabilidad mas alta de la distribucién, que corresponde al
término central x = n/2, obteniendo que

_2A(mn-1)"

n"\/n—1

C. Fav. [X = n/2] 1 ( n )

on = 2n\ns2

Para valores de n muy grandes obtiene que \/n — 1 ~ y/n y también emplea la aproximacién de e como

(n=1" =<1_l>nze—1_

n" n

6Aprovechamos para recordar que, sobre el espacio vectorial de funciones ¢°[a, b] siendo a < b, la forma lineal

b
(f.g) = f FO0 9(x) dx

es un producto escalar entre funciones. Lo que estamos afirmando, entonces, respecto a la ortonormalidad de las funciones coseno

es que
2i+1 2j+1 ! 2i+1 2j+1
cos| —,—my),cos| ———my|) = cos| —,—my| cos 5T dy = &; ;.
-1

A lo largo del texto se denotard por X ~ Bin(n, p) a una distribucién binomial de n ensayos con probabilidad de éxito p.
8De Moivre no trabaja con la probabilidad p, sino con el nimero de casos favorables a y desfavorables b. Probar que p = ﬁ es
obvio a partir de la regla de Laplace.
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Con todo esto, la aproximacién final es
2A(n— 1" _ 2B

pfn—1  \n

De Moivre indica que Stirling halla posteriormente el valor de B como B = \/%
A continuacioén, calcula el cociente entre un término cualquiera del binomio y el término central. Lo
aproxima indirectamente mediante logaritmos, obteniendo para n grande que

’

I ( C. Fav. [X = x] >N_%
C.Fav.[X=n/2])] n

donde ¢ es la distancia que nos alejamos de la media de X ~ Bin (n, %), es decir, ¢ = |x — §|. Asi, la
probabilidad de un evento cualquiera viene dada por

Pr[X = x] = C. Fav.2£X = x]
_ C. Fav. [X = n/2] ~ C. Fav. [X = x]
B 2n C. Fav.[X = n/2]
2 e
~ € n
2nn

Repitiendo el calculo para una distribucién binomial de probabilidad arbitraria X ~ Bin (n, 25 ), obtiene
aproximaciones de los cocientes anteriores como

C.Fav.[X=np] = a+b (C.Fa.v.[X:x])N_(a+b)2€2
(a+b)n " \2nabn C.Fav.[X =np]/~ 2abn

Siguiendo la misma deduccién que en el caso con probabilidad p = 1/2, la funcién de probabilidad para
la distribucién binomial arbitraria viene dada por

a+b _(@b?p
PI'[X=X]=—e zabng,

V2mabn

donde ahora tenemos que ¢ = x — na%b. En este caso, recordando que la media en una distribucién

binomial viene dada por 4 = np = n 35 y la varianza por o = \/npq = ’a‘_l'_bl:l, la funcién de probabilidad

viene dada por
N2
Pr[X = x] = 1 e_%(g) ,
oV2n

que es precisamente la funcién de probabilidad de la distribucién normal.

4. Conclusiones

Tanto los motivos que llevan a la definicién de e como sus aplicaciones son muy variadas. En el origen
hemos encontrado aproximaciones por diversas dreas: construccién de tablas de logaritmos, problemas
de célculo de éreas bajo la hipérbola, desarrollos en serie de funciones exponenciales e incluso problemas
de economia. También hemos visto su rango de aplicaciones en andlisis y estadistica, estando presente en
teoremas clave de ambas ramas.

Las aplicaciones que hemos expuesto no son més que un pequefio ejemplo de las muchas que se pueden
estudiar. Este campo queda abierto a mds autores que deseen profundizar mds en las aplicaciones de e. Por
otro lado, también se puede profundizar en el origen buscando y analizando mds autores que hayan hecho
aportes a la definicion de e. Actualmente estamos trabajando en esta tarea, revisando autores presentes en
el proyecto y estudiando otros nuevos.
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El problema de la palabra en los grupos de trenzas

1. Introduccion

El problema de la palabra es uno de los problemas fundamentales de la teoria combinatoria de grupos
propuestos por Max Dehn [7]. Este problema consiste en, dado un grupo G con una presentacion finita
(S | R) y dados dos elementos a y b de G expresados como productos de los elementos de Sy sus inversos,
decidir si a = b como elementos del grupo o, equivalentemente, si ab™! = 1.

El nombre de este problema proviene de que podemos considerar el alfabeto ¥ = S U S™!, donde S~!
representa el conjunto formado por los inversos de los elementos de S, y ver G como un lenguaje sobre
%, en el que dos palabras a y b representardn el mismo elemento si y solo si se puede transformar a en b
mediante un ntmero finito de pasos usando las reglas de reescritura proporcionadas por las relaciones de
R junto con la cancelacién de inversos.

El propio Dehn describié algoritmos para resolver el problema de la palabra en grupos fundamentales de
2-variedades orientables cerradas con género mayor o igual que 2 [8]. Sin embargo, en 1955 Pyotr Novikov
encontré ejemplos de grupos finitamente presentados donde el problema de la palabra era indecidible [18],
es decir, que no se puede disefiar un algoritmo que lo resuelva. A pesar de esto, hay gran cantidad de
grupos donde el problema de la palabra si es resoluble. Ejemplos claros de ello son los grupos finitos
y los grupos libres. Aqui estudiaremos los grupos de trenzas, que aparecen en numerosas ramas de las
matemadticas, como el dlgebra, la topologia, la criptografia y el anélisis, y en los cuales el problema de la
palabra es resoluble.

En este articulo, basado en el TFG de Javier Aguilar Martin [1], empezamos con algunos preliminares sobre
teoria de grupos y topologia. A continuacién introducimos los grupos de trenzas, destacando los subgrupos
de trenzas puras y las presentaciones de dichos grupos. Por tltimo, describimos una estructura en los
grupos de trenzas basada en unos monoides incluidos en los grupos. Esta estructura permite resolver el
problema de la palabra.

2. Preliminares

Dedicaremos esta seccion a hablar sobre monoides, explicar qué son las presentaciones de grupos y dar
una pequena introduccién a la teoria de homotopia.

2.1. Monoides

Empezaremos hablando de monoides, puesto que dentro del grupo de trenzas hay un monoide importante
que nos permitird desarrollar el algoritmo para resolver el problema de la palabra, ademds de que tendrén
relevancia en las presentaciones de grupos.

Definicion 1. Un monoide es un par (S, *), donde S es un conjunto y #: S X S — S es una operacion
binaria que satisface las siguientes propiedades:

 Asociatividad, es decir, para cualesquiera a,b,c € S, (a * b) x ¢ = a = (b * ¢).

» Existencia de elemento neutro, es decir, existe e € S tal que, paratodoa € S,exa=a*e = a.

Habitualmente el simbolo de la operacién serd omitido y nos referiremos a S como monoide, entendiéndose
que en realidad es el par anterior. Un homomorfismo de monoides f: S — T es una aplicacién que
verifica que f(ab) = f(a)f(b) paratodo a,b € S.

Observacion 2.  Un monoide es andlogo a un grupo, pero sin requerir la existencia de elementos inversos,
esto es, no exigimos que para todo s € Sexistas™! € Stal que ss™! =s7ls=e.

Ejemplo 3. En el contexto de los lenguajes formales es habitual llamar alfabeto a cualquier conjunto
finito X. Esto es porque podemos considerar el monoide de palabras en este conjunto. Por ejemplo, sea
X = {a, b}. El lenguaje generado por X se denota X* y se corresponde con todas las palabras (cadenas de
texto) formadas con las letras a y b, asi como la palabra vacia €. La operacién que dota de estructura de
monoide al lenguaje es la concatenacion.
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2.2. Presentaciones de grupos

Definicion 4. Sea X un conjunto, L un grupo e i: X — L una funcién. Diremos que (L, i) es libre en X si
para todo grupo H y toda funcién f : X — H existe un iinico homomorfismo ¢ : L - H de modo que el
siguiente diagrama conmuta.

x—Lsmu

i 7
L7 3

L

Observacion 5. Sea H = (Y) un grupo. Sea X un conjunto con |X| > |Y]|y (L, i) un grupo libre en X. Como
|X| > |Y|, podemos tomar f: X — H tal que Y C f(X). Entonces, existe ¢ : L — H homomorfismo
sobreyectivo y tenemos que H = L/ ker ¢.

Definicion 6. Una presentacién de H es un grupo libre (L, i) y un subgrupo N < L tal que L/N = H.
Teorema 7 ([2, §SI1.5]). Dado un conjunto X, existe (L, i) libre en X.

Demostracién. Sea X~! un conjunto en biyeccién con X mediante x — x~!. Por abuso de notacién, a
la inversa también la denotamos x — x~!. Sea (X U X~ !)* el monoide de palabras en X U X~! con la
concatenacién. Decimos que w = y; -+ y, € (XUX~1)* es reducida si paratodo 1 < i < n—1 tenemos que
yi # ¥4 Si w no es reducida, entonces w' = y; =+ yi_1Yi42 -+ Yy S€ ha obtenido a través de una reduccién
elemental y escribimos w — w’.

Dos palabras son equivalentes si se puede obtener una a partir de la otra mediante reducciones elementales
o mediante el proceso inverso de introducir un par de la forma y;y;!. Es facil comprobar que esta relacion
entre palabras es una relacién de equivalencia.

zxx"lz &— zxx7lzy"ly — zzy~ly

!

ped
Figura 1: Palabras equivalentes.

Entonces se tiene que F(X) = (X U X~ !)*/~, siendo ~ la relacién de equivalencia anterior, es un grupo
libre en X y existe una tnica palabra reducida en cada clase de equivalencia. Para la segunda afirmacion,
ver el libro de Lyndon y Schupp [15, Capitulo 1, §1]. Para la primera tenemos que probar dos cosas: que
F(X) es un grupo y que es libre. La propiedad asociativa y la existencia de elemento neutro se heredan
del monoide (X U X~")*. Dado un elemento representado por una palabra reducida w = y;' --- yi", es
inmediato comprobar que el inverso esté representado por la palabra w=" = y, " --- y; .

Probamos a continuacién que F(X) es libre. Consideramos i : X — F(X) la aplicacién que envia cada
elemento a su clase de equivalencia (los elementos de X, de hecho, son palabras reducidas). Sean G
un grupoy f: X — G una funcién. Definimos ¢ : F(X) — G a partir de las palabras reducidas como
il X" e ()7 -+ f(x;,)°n. Cualquier homomorfismo de F(X) — G que haga que el diagrama conmute
debe cumplir esa definicién, luego es tinico. [

Observacion 8. El grupo libre en X es tinico salvo isomorfismo, esto es, si (L, i) y (L, i,) son libres en X,
entonces L; = L,.

Volvemos a las presentaciones. Dado X, el grupo libre en X existe y es tnico salvo isomorfismo. Lo
denotamos (X | ).

Sea G un grupo. Dado R C G, (R®) denota el subgrupo generado por todos los G-conjugados de R, que
coincide con el menor subgrupo normal que contiene a R:

N N~

N<G,RCN

TEMat, 4 (2020) e-1SSN: 2530-9633 29



El problema de la palabra en los grupos de trenzas

Dado un conjunto Xy R C (X | ), denotamos por (X | R) al grupo (X | }/(R*!"). Por lo visto anteriormente,
para todo grupo G existen un conjunto Xy R C (X | ) tales que (X | R) = G.

Ejemplo 9.

1. Para n > 1, consideremos la presentacién (x | x"). Este es el grupo generado por un elemento de
orden n, por lo que este grupo es isomorfo al grupo ciclico aditivo Z/nZ. A menudo, las relaciones se
escriben como ecuaciones, de modo que esta presentacion podria haberse escrito como (x | x" = 1).

2. La presentaci6n del grupo libre abeliano de rango n, 2", estd dada por (x, ..., X,, | [x;, Xj] = 1), donde
[xi, x;] = xixjxl-‘lxj‘1 es el conmutador de los elementos x; y x;. Es decir, la presentacion expresa que
el grupo estéd generado por n elementos que conmutan entre si y ninguna relacién més, por lo que
efectivamente es el grupo libre abeliano de rango n. Escribiendo las relaciones como ecuaciones

podemos también despejar y escribir la presentacion anterior como (x;, ..., X, | X;Xj = X;x;).

2.3. Transformaciones de Tietze

Vamos a concentrarnos a partir de ahora en presentaciones finitas, es decir, tanto X como R serdn conjuntos
finitos. Se conocen como transformaciones de Tietze los siguientes isomorfismos:

1. Sis e (RX1)), entonces (X | R) = (X | RU{s}).
2. SiygXyue(X|) entonces (X | R) 2 (XU{y}| RuU{yu}).

Teorema 10 ([15, Capitulo 2, Proposicion 2.1]). Si (X | R) = (X | R") son presentaciones finitas, entonces
se puede obtener una presentacion de la otra mediante una sucesion finita de transformaciones de Tietze.

Volviendo al problema de la palabra, sean (X | R) una presentacion finita de un grupo Gy w € (X U X~ 1)*.
Entonces, w = 1 siysolo si w € (RX1?) siysolo siw = Hi\il pir;'pi* en (X | ) para algin M € N, algunos
1 € Ryalgunos p; € (X |),coni e {l,..,M}yeg; = £1.

2.4. Relacion entre monoides y grupos

De forma andloga a como se hace para grupos, podemos considerar los generadores de un monoide y una
presentacién de un monoide mediante generadores y relaciones. También se definen de forma anéloga los
morfismos entre monoides. De hecho, la definicién de monoide libre es anédloga a la de grupos, siendo el
monoide libre en un conjunto X el lenguaje generado por este conjunto.

Definicion 11. Dado un monoide S con presentacién (M | R), su grupo de fracciones G(S) es el grupo con
presentacion (M | R).

Existe una aplicacién natural de un monoide en su grupo de fracciones. Sin embargo, esta aplicacién no
siempre es inyectiva, pues la existencia de inverso en el grupo puede hacer que dos elementos distintos
del monoide representen el mismo elemento del grupo de fracciones. Por ejemplo, si consideramos la
presentacion {(a, b, c | ab = cb), los elementos a y c son distintos en el monoide; sin embargo, en el grupo
son el mismo, pues multiplicando a la derecha por b~! en la relacién obtenemos a = c. De aqui que
consideremos la siguiente definicion.

Definicion 12. Decimos que un monoide S se inyecta en su grupo de fracciones G(S) si el morfismo de
monoidest: S — G(S) dado por t(a) = a es inyectivo.

Definicion 13. Decimos que un monoide S satisface las condiciones de Ore [19] si se cumple lo siguiente:

* S es cancelativo, es decir, xay = xby implica a = b paratodo x,y,a,b € S.

e Paratodo a,b € S existen a’, b’ € S tales que aa’ = bb’ (existe un miltiplo comun).

Proposicion 14 ([6, Teorema 1.23]). Si un monoide satisface las condiciones de Ore, entonces se inyecta
en su grupo de fracciones.
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2.5. Teoria de homotopia

Para definir algunos conceptos necesitaremos ciertas nociones bésicas de teoria de homotopia que
procedemos a enunciar.

Definicion15. Sean f,g: X — Y funciones continuas yseal = [0, 1]. Decimos que fy g son homotépicas,
denotado f ~ g, si existe H: X X I — Y continua tal que H(x, 0) = f(x) y H(x, 1) = g(x). A la aplicacién H
la llamamos homotopia entre f y g. Si A C X, decimos que f y g son homotépicas relativamente a A si
la homotopia H cumple ademads que H(a, t) = f(a) = g(a) para todo a € A. Si A es un conjunto unitario,
hablamos de homotopia basada.

Lema16. Ser homotdpicas es una relacion de equivalencia (también serlo relativamente).
Demostraciéon. Vamos a demostrar que la relacién de homotopia es reflexiva, simétrica y transitiva.
 Reflexiva: f ~ f mediante H(x,t) = f(x).
e Simétrica: si f ~ g mediante H, entonces g ~ f mediante H(x, t) = H(x, 1 — t). Se cumple que
H(x,0) = H(x, 1) = g(x),
H(x,1) = H(x,0) = f(x).

Es inmediato probar que H es continua.

* Transitiva: sea f ~ g mediante Fy g ~ h mediante G. Entonces, f ~ h mediante

F(x,2t) si0<t<1/2, H(x,0) = F(x,0) = f(x),

HE 1) = G(x,2t—1) sil/2<t<1, H(x, 1) = G(x, 1) = h(x).

Estd bien definida en t = 1/2 pues F(x, 1) = g(x) = G(x, 0). Es inmediato probar la continuidad de
H y adaptar la demostracion al caso relativo. L]

2.6. Caminos

Definicion 17. Dado un espacio topoldgico X, un camino entre x e y pertenecientes a X es una aplicacién
continua a : I — X tal que «(0) = x y a(1) = y, siendo I = [0, 1].

Definicion 18. Dados a,3: I — X dos caminos con a(0) = x,a(l) = B(0) = y,8(1) = z, se llama
concatenacién de a y 8 al camino definido como

a(2t) si0<t<1/2,
pt—1) sil/2<t<1.

af(t) = {

Figura 2: La concatenacion af es el camino resultante desde x hasta z.

Nota 19. Si a y § son caminos homot6picos relativamente a {0, 1}, decimos que son equivalentes y
escribimos a ~ (8 en lugar de o ~ 3 relativamente a {0, 1}.
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Lema 20. La concatenacion es compatible con la equivalencia de caminos, estoes, sia~a' y  ~ f,
entonces aff ~ a'f3’.

Demostracion. Sean a ~ o’ y 8 ~ 8’ caminos con a(0) = &’(0) = x, a(1) = a'(1) = f(0) = f'(0) = yy
B(1) = f'(1) = z. Como a ~ o', existe una homotopia H entre a y ' relativa a {0, 1}. Como § ~ ', existe
una homotopia G entre §y 8’ relativa a {0, 1}.

Sea F: I X1 — X la homotopia resultante de «unir» las dos anteriores,

H(2t,s) sio<t<1/2,
F(t,s) = .
G2t—1,s) sil/2<t<]1.
« Ié]
F
H G e z
y
0 1 1 -

F(1/2, s) estd bien definida pues, al ser H y G relativas a {0, 1}, se tiene que H(1,s) = y = G(0, s). Tenemos
que
H(2t,0) = a(2t i0<t<1/2,
F(t,0) = (2t,0) = a(21) S% /
GRt—1,0)=p2t—1) sil/2<t<]1,

que es justamente la concatenacién de «a y 5. Andlogamente, F(t, 1) = (o’ 8’)(t). Finalmente,

F(0,s) = H(0,s) = x

F(1,5) = G(1,5) =2 } = af ~dp. .

Proposicion 21.  Se cumplen las siguientes propiedades de la concatenacion con respecto a la equivalencia
de caminos:

1. Propiedad asociativa: (af8)y ~ a(8y).

2. Elemento neutro: si ¢, es el camino constante X y o es un camino entre x € y, entonces ¢y ~ o ~ acy,.

3. Elemento inverso: si a es un camino entre x ey y a: I — X es el camino a(t) = a(1 — t) (camino
opuesto), entonces aa ~ ¢, y ac ~ Cy,.

Figura 3: La triple concatenacién esta bien definida salvo homotopia.

Demostracion.
1. Por definicién, tenemos por un lado que

a(2t) si0 <t <1/2,
={Bar-2) sil/2<t<3/4,

a(2t) si0<t < 1/2,}
y(4t—-3) si3/4<t<]1.

Of(ﬁy)(t) = {ﬁV(Zt _ 1) si 1/2 <t< 1;

Por otro lado,

a(4t) si0<t<1/4,
={BMAt—1) sil/a<t<1/2

(aB)(2t) si0<t< 1/2,}
y2t—1) sil/2<t<1.

(aB)r(t) = {y(Zt —1) sil/2<t<1,
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Sea, por lo tanto,

4t . s+1
oc( ) 310sts%,

s+1
Flt,s)= {8t —(s+1) siFtL<r<5t2

<4t—s—2> Sis+2
2—5 4
Se tiene que F es una homotopia relativa a {0, 1} entre F(t, 0) = (af)y(t) y F(t, 1) = a(By)(¢).

<t<Ll

2. Para probar que c,a ~ a definimos la homotopia

1-—5
X Si0 <t < —)
- T 2

<2t+s—1> si 1-—5
s+1 2

F(t,s) =
<t<Ll

La relacion a ~ ac, se demuestra de manera andloga.

3. Se tiene que
a(2t) si0<t<1/2,

walt = {&(m —D=a2-2t) sil/2<t<1

define una homotopia relativa a {0, 1} entre aa y c,. Andlogamente, se puede encontrar una homoto-
pia relativa a {0, 1} entre aa y cy,. ]

3. Grupos de trenzas

Aunque el término grupo de trenzas fue acufiado por Artin [3] en 1925, estos grupos ya fueron considerados
por Hurwitz [14] en 1891 como lo que en terminologia moderna se llamaria «grupo fundamental de
espacios de configuracién de n puntos en el plano complejo». En 1935, Magnus [16] considerd el mismo
grupo desde el punto de vista de los mapping class groups. Markoff [17] dio una aproximacién totalmente
algebraica.

Esta variedad de definiciones permite estudiar los grupos de trenzas desde perspectivas muy distintas, lo
cual aporta una gran riqueza a la teoria. Aqui veremos la definicion mas geométrica y mundana, ademads
de su presentacién, que también puede tomarse como definicién algebraica del grupo.

3.1. Trenzas como coleccion de cuerdas

Empezamos dando la definicién més gréfica e intuitiva, consistente en visualizar las trenzas como cuerdas
que se entrelazan.

Definicion 22. Sea n > 1 un entero. Denotemos X, al grupo simétrico sobre n elementos. Sean n puntos
B, ..., B, en C (se puede suponer que B, = k para todo 1 < k < n). Se define una trenza geométrica de n
cuerdas como una n-upla g = (8, ..., 8,,) de caminos B, : [0,1] — C x [0, 1] tal que

e Bi(t) = (o (t), t), donde a;(0) = B, paratodo 1 < k < n,

* existe una permutacion t = 7(8) € X, tal que ay(1) = B, para todo 1 < k < n, llamada permuta-
cién inducida por §, y

o ai(t) # a,(t) paratodo k # ¢ y para todo t € [0, 1].

Sila permutacién inducida por §8 es el elemento neutro de X, es decir, si §;(1) = (B, 1) paratodo 1 < k < n,
entonces decimos que la trenza geométrica es pura.

Dos trenzas geométricas a 'y 8 se dicen homotépicas si existe una familia continua de trenzas {y;}se(o,1] de
modo que %, = ay ) = f. Es decir, dos trenzas geométricas son homotdépicas si son homotépicas como
coleccién de caminos relativamente a los puntos extremos. Consideraremos que dos trenzas geométricas
son la misma si son homotépicas, y a la clase de homotopia de una trenza geométrica de n cuerdas la
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llamaremos trenza de n cuerdas. Nétese que, si a y 8 son homotépicas, entonces 7(a) = (), asi que
diremos que una trenza es pura si los elementos de su clase de homotopia son trenzas geométricas
puras.

La forma de un dibujo tridimensional de una trenza geométrica se puede observar en la figura 4.

C x {0} v V V V C x {0}

(/

Cx {1} / " . C x {1}

Figura 4: Una trenza geométrica pura y una trenza geométrica no pura.

Observacion 23. Para cada t € [0, 1], el plano C X {t} es atravesado una sola vez por cada cuerda de la
trenza.

Normalmente, se representan las trenzas como su proyeccién en R X [0, 1] (posiblemente seguida de
una rotacién de 90°, ver figura 7). Los puntos en los que la proyeccién de dos cuerdas coincida los
representaremos como en la figura 5 para conservar la informacién de cudl cruzaba originalmente por
encima. Salvo homotopia, podemos suponer que la proyeccién tiene un ntimero finito de puntos de cruce,
en los cuales solo intervienen dos cuerdas. Ademads, podemos suponer también que los cruces ocurren a
distintas alturas, es decir, para distintos valores de t € [0, 1]. En la figura 7 se ilustra la proyeccién de la
trenza no pura de la figura 4.
\ /

N 4

Figura 5: Cruce positivo y cruce negativo, respectivamente.

Definicion 24. Se definen los generadores estdndar o generadores de Artin como las trenzas o; con
1 <i<n-1indicadas en la figura 6.

1 i i+1 n

\
N

Oj

1 i i+1 n

Figura 6: Generador de Artin y su inverso.
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A partir de las observaciones anteriores, esta claro que cualquier trenza se puede construir como concate-
nacién de los generadores de Artin.

n

;;\H\/

R x {0}

Figura 7: Ejemplo de representacion plana.

3.2. Estructura de grupo

Una de las caracteristicas més importantes del conjunto de clases de homotopia de trenzas es que puede
dotarse de estructura de grupo para cada n. Para ello, definiremos el producto de trenzas.

Definicion 25. El producto de dos trenzas « = (ay, ..., &,) Y 8 = (81, ---, B) se define como la trenza

a- ﬁ = (alﬁr(l)’ ce anﬁr(n))v

donde 7 = 7(a). Es decir, el producto de dos trenzas en el mismo ntimero de cuerdas es su concatenacién,
en la cual se recorre en primer lugar o y después $. En la figura 8 se ilustra un ejemplo. En ocasiones

omitiremos el punto y escribiremos simplemente 3. Asimismo, denotaremos " = ¢ --- q.
X
nveces

XX 00T

J

Figura 8: Producto de dos trenzas.

Denotemos B,, al conjunto de clases de homotopia de trenzas de n cuerdas y PB, al conjunto de clases de
homotopia de trenzas puras de n cuerdas. Es evidente que la multiplicacién anterior induce una operacién
en B, (y por tanto en PB,); es mads, se tiene el siguiente resultado.

Proposicion 26. El conjunto B, dotado de esta operacion tiene estructura de grupo. El resultado también
es cierto para PB,,.

Al grupo By, se le llama grupo de trenzas de n cuerdas y a PB, se le llama grupo de trenzas puras de n
cuerdas.
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Demostracién de la proposicion 26.  Sean a y 8 dos trenzas con representantes a = (a,, ..., a,)yb = (by, ..., b,),
respectivamente. En primer lugar, veamos que la operacién estd bien definida, es decir, que a - b es una
trenza geométrica y, por tanto, podemos definir o8 = [a - b]. Sea 7 = 7(a) la permutacién inducida por a.
Como ayb.()(0) = ai(0) = (R, 0) para todo 1 < k < n, se cumple la primera propiedad de la definici6n 22.
Para la segunda, basta observar que la nueva permutacion es 7(a - b) = 7(b) o 7(a). En particular, si a y b son
puras, entonces la permutacién inducida por el producto también es la identidad, por lo que el producto es
una trenza pura. Por ultimo, si ¢t € [0, 1/2], entonces ay By = ax(2t), ysit € [1/2, 1], arBrk) = Bro)(2t—1)
para todo 1 < k < n, por lo que se tiene claramente la tercera propiedad.

Por otra parte, si @’ y b’ son otros representantes de a y 3, respectivamente, se tiene que [a’ - b'] = [a - b]
por las propiedades de la homotopia de caminos con respecto a la concatenacién.

Veamos ahora la estructura de grupo. Tenemos que probar que la operacién es asociativa, pero esto se
deduce de que la concatenacién de caminos es asociativa salvo homotopia. Tenemos claramente que la
identidad es la trenza constante representada por Id = (Idy, ..., Id,;), donde 1d; denota el camino (B, t)
parat € [0,1] y para 1 < k < n. Finalmente, dada a = [(ay, ..., a,)] con permutacién inducida 7, se tiene
que a~! = [(@r-1(1) -, Gr-1(y))], donde @ denota el camino que es opuesto a ay, en la primera coordenada
y que es idéntico a a; en la segunda coordenada.

En efecto, usando las propiedades de homotopia de caminos con respecto al camino opuesto tenemos que

O(C{_l = [(al, ey an) . (51—1(1), ,Er_l(n))] = [(alar(r_l(l)), ey anﬁf(f_l(n)))] = [Id]

Andlogamente se prueba que o~ 'a = [Id]. [
\/ /-& \_/ \_/-
/ N\
A\ J/
B g

Figura 9: Una trenza y su inversa.

3.3. Presentacion del grupo

Una de las caracteristicas mejor conocidas de los grupos de trenzas es su presentacion finita descubierta
por Artin [4]. Ya hemos mencionado los generadores o, ..., 0,_; € B, en la definicién 24. La presentacién
completa seria la siguiente:

1 B, = < Ol +er Op—1

oG =qo, |i—j|>1 >
0G0 = g, |i—jl=1 /"
La prueba de la completitud de esta presentacién puede encontrarse en el articulo de Magnus [16].

Vamos a dar también la presentacién del grupo de trenzas puras, en concreto la dada por Birman [5]
(ver también el articulo de Gonzalez-Meneses y Silvero [13]), pues nos serd mads 1til para probar ciertos
resultados. La presentacion original fue dada por Artin [4]. Asi pues, definimos los generadores de Birman

2 —1 -1 L
(2) Ajj=0_1.0i110; 01y -0 (1< i< j<n)

y las relaciones

Afj ArsAij = Arg (i<j<r<s)obien(r+1<i<j<s),
AfjAjsAY = AAjsAz (i<j<s),

Ai_leisAij = AisAjsAisAj_slAi_sl (i<j<s),

A ArsAij = AjAj Al Ag ArsAjAjs AT A (i+1<r<j<s).

En la figura 10 se puede observar qué trenza representa geométricamente el generador A;;.

Nota27. Cuando j =i+ 1,A;; = o}.
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Figura 10: Interpretacion geométrica de la trenza A;;.

4. Algoritmo de Garside

El objetivo de esta seccién es proporcionar una forma normal para las trenzas, es decir, una forma
«estandar» de escribirlas, de modo que para ver si dos palabras representan la misma trenza sea suficiente
calcular sus formas normales y comprobar si son iguales. Para llegar hasta esa forma normal estudiaremos
la estructura de Garside del grupo de trenzas, para lo cual seguiremos la referencia «The braid group and
other groups» [12]. Los resultados referentes a Word Processing in Groups [11] se pueden encontrar en el
capitulo 9 de dicho libro.

4.1. Formas normales

Obsérvese que la presentacion (1) solo involucra potencias positivas de los generadores. Por tanto, se puede
considerar el monoide B;f determinado por esa misma presentacion. Los elementos de B son palabras
en oy, ..., 0,_1 (pero no sus inversos), y dos palabras son equivalentes si y solo si una puede obtenerse de
la otra reemplazando reiteradamente subpalabras de la forma o;g; con |i — j| > 1 (respectivamente, 0;0;c;
con |i — j| = 1) por gjc; (respectivamente, 6jc;0j).

Definicion 28. El monoide B;' se denomina monoide de las trenzas positivas y sus palabras son llamadas
trenzas positivas.

En el monoide B;} hay un orden parcial natural.

Definicion 29. Definimos en B;! el orden parcial < tal que, dadas a,b € B;f, a < b si ac = b para alguna
¢ € B;f. Decimos en ese caso que a es un prefijo de b. Escribimos a < b si ¢ no es trivial. Si ademds a # 1,
decimos que a es un prefijo propio de b.

Antes de continuar debemos probar que la relaciéon que hemos definido es realmente un orden parcial.
Lema 30. Larelacion < es una relacion de orden.

Demostracion. Dada x € B, se tiene que x < x - 1 = x, por lo que se cumple la propiedad reflexiva. Si
X,y € Bf conx < yey X x, entonces tenemos que y = xay x = yb para algunos a, b € B;f, asi que y = yba.
Como en el monoide de trenzas positivas las relaciones son homogéneas, la longitud de las palabras dentro
de una clase de equivalencia es constante , pero long(yab) = long(y) + long(a) + long(b), por lo que
tenemos necesariamente que a = b = 1, de donde x = y, cumpliéndose la propiedad antisimétrica. Por
dltimo, supongamos que x < y < z para ciertas x,y,z € B;'. Entoncesy = xay z = yb paraa,b € B}.
Sustituyendo, z = xab, por lo que x < g, lo que prueba la propiedad transitiva. [

Nétese que < es invariante por multiplicacién a izquierda, esto es, a < b implica xa < xb para todo
a,b,x € B}
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Dado tal orden parcial, uno podria preguntarse si existe un Gnico maximo comun divisor o minimo comtin
multiplo con respecto a <. Esto es, dadas a,b € B}f, ;existe un inicod € B talqued <a,d<byd’ <d
para todo d’ prefijo comtin de a 'y b? ;Y existe un tinico m € B} tal que a < m, b < my m < m’ para todo
m’ que tenga a a 'y a b como prefijos? En tales casos, escribimos d = aAbym = aV b. Nétese que también
tendriamos xd = xa A xby xm = xa Vv xb para todo x € B;.

Nota 31. Anélogamente podriamos definir el orden parcial de sufijos, >, invariante por multiplicacién a
derecha. Noétese que este orden no es equivalente al de prefijos, puesto que b > a no implica en general
a X b ni reciprocamente. Por ejemplo, 0, X 0,0,, pero claramente 0,0, # 0.

Proposicién 32 ([12, Teorema 1.2]). El minimo comun miiltiplo de los generadores o; y o; viene dado por

0,0 sili—j|>1,
gigio; sili—j|=1.

En la prueba original se prueba también que B} es cancelativo, es decir, xay = xby implica a = b para todo
a, b, x,y € Bff. Este resultado permite probar que todo par de elementos de B;} tiene un tinico minimo
comun multiplo y un tinico méximo comun divisor, tal como hace Dehornoy [9].

Como las relaciones de (1) son homogéneas, palabras equivalentes en B;} tienen la misma longitud, por lo
que la longitud de una trenza positiva se define como la longitud de cualquier palabra que la represente.

Garside después estudia el siguiente elemento especial.

Definicion 33. La trenza fundamental de n cuerdas es la trenza
4, = 01(0,01) -+ (01 *+- ).

Cuando n se sobreentiende, escribimos simplemente A.

Proposicion 34. Se verifican las siguientes propiedades:

1. A=0,V..Vo,_; [12, Lema 1].
2. 0,4 =Ao,_; paratodoi=1,..,n—1[12, Lema 4].

Figura 11: La trenza fundamental As.

Lema 35. Se tiene parak > i> 1 que oi(oy -+ 01) = (O *+* 01)0i41-

Demostracion. Usando las relaciones del monoide de trenzas positivas,

0i(0y -+ 01) = 0i(0) ** O142)(034101)(01_1 -+~ O1)
= (0k ** 0142)(0101410:)(0; 1 *+- 01)
= (0 ** 0142)(03410i0141)(0i_1 =+~ 1)
= (Ok *** 0142)(03410)(Gj_1 *** 01) 01y
= (Ok *** 01)0j41- u
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A partir de este resultado podemos deducir las siguientes propiedades sobre A.
Proposicion 36. Se cumplen las siguientes propiedades:

1. oy,..,0,_; son también sufijos de A.
2. A? conmuta con todo elemento de B; .

3. Paratodo a € B} se tiene que a <X A™ y A™ > a, donde m > 0 es la longitud de a.

Demostracion.

para expresar o; como sufijo de A4 hacemos lo siguiente. Sii = 1, entonces por la definicién de A ya
tenemos que es un sufijo. Si 1 < i < n — 1, partimos de

1. En primer lugar, por el lema 35 se tiene para k > i > 1 que g;(g), --- 1) = (0} -+~ 01)0;4;- Asi pues,

A =0y(0,07) -+ (Op— ---ﬁ) o+ (Op—1 - 01)-

Procedemos a desplazar a la derecha el o; subrayado tal como hemos hecho anteriormente. En cada
paso ird aumentando el indice en una unidad. Por tanto, como hay n — (n —i — 1) = i + 1 bloques
que se dejan atrds, obtenemos o,,;_; = 0;, es decir,

A =01(0,01) -+ (O ---i)(an—i+l 0 0y) +++ (Op_y - 01)
= 01(0201) -+ (On—i - 52)(Op—i41 012) (g1 - 01)

= 01(0201) -+ (On—i *+* 02)(Gp—i41 -+ 01) -+ (Tps ---Ul)ﬁ-

2. Basta probar que A% conmuta con g; para todo 1 < i < n— 1. Como ;4 = Ao,_; y 0,_;A = Ag;, se
tiene que
O'iAZ = AO’n_iA = AZO'i.

3. Probamos que a < 4™, donde m es la longitud de a, por induccién en m. Evidentemente, 1 < A =1,
Para una palabra de longitud 1 también esta claro, porque o; < A paratodo1l <i < n — 1 por
definiciéon de minimo comin multiplo. Supongamos ahora que, para una palabra a € B;f de longitud
m — 1, se tiene el resultado. Entonces, cualquier palabra de longitud m serd de la forma gja para
algin 1 < j < n — 1. Asi que, usando la invarianza por multiplicacién a izquierda y el caso m = 1,

a4 = ga<gd" ' =A4""g, <A™ A = AT,

donde o bien ¢ = j, o bien t = n — j, dependiendo de la paridad de m. De forma anéloga, usando la
invarianza por multiplicacién a derecha se prueba que 4™ > a. L]

Esto tiene importantes implicaciones. Como todo par de elementos de B; tiene un multiplo comun y B;
es cancelativo, las condiciones de Ore (definicién 13) implican que B;} se inyecta en su grupo de fracciones,
que es precisamente B,,. Por lo tanto, B no es solamente un monoide definido algebraicamente, sino que
puede ser considerado como un submonoide de B, formado por las trenzas que pueden ser escritas solo
con potencias positivas de los generadores.

Las propiedades anteriores implican que el orden parcial < (respectivamente, ) puede ser extendido a
B, de la siguiente manera: dadas a,b € B,, a < b (respectivamente, a > b) si ac = b (respectivamente,
b = ca) para algin ¢ € B;}. Esto da un orden parcial que es invariante por multiplicacién a izquierda
(respectivamente, a derecha), y el cual admite un inico minimo comtn multiplo y un inico maximo
comun divisor. Este hecho podré ser probado una vez definida la forma normal de Garside en la seccién a
continuacion.

4.2. Solucién al problema de la palabra

Garside dio una nueva solucién al problema de la palabra en los grupos de trenzas de la siguiente manera.
Recordemos que paratodo i =1,...,n — 1 se tiene que 4 > g; por la proposicién 36, apartado 1, esto es,
A = X;o0; para algin X; € B;. Dada una trenza escrita como una palabra en ¢, ..., 0,,_; Y sus inversos, se
puede reemplazar cada aparicién de o;"! por A~'X;. Conjugar una trenza positiva por 4 sigue dando una
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trenza positiva por la proposicién 34, apartado 2, asi que podemos mover todas las apariciones de A~! a
la izquierda, de la siguiente forma: si encontramos crjA‘l (1 £j<n-1), entonces por la proposiciéon 34
sabemos que Ag; = g,,_;4, si y solo si gA~! = A7'g,_;, por lo que podemos sustituir gA~" por A™'g,,_;.
Esto muestra que toda trenza puede ser escrita como APA para algtn p € Z y algin A € B;f. Ademds, si
A < A, podemos reemplazar AP por AP*! y A por A~'A. Esto reduce la longitud de A, asi que solo puede
hacerse una cantidad finita de veces. Por tanto, toda trenza puede descomponerse de manera tinica, Como
APA, donde p € Z, A € B} y A £ A. Efectivamente, si tuviéramos dos expresiones A4PA = A9B con p < q
en las condiciones anteriores, dividiendo por AP tendriamos que A = A97PB, lo cual contradice el hecho
de que A no tenga a A4 como prefijo. Andlogamente para p > q,luego p=qyA =B.

Definicion 37. En base a lo comentado en el parrafo anterior, definimos la forma normal de Garside de
una palabra w € B,, como w = APA, donde p € Z, A € B yA £ A.

Esta forma normal permite resolver el problema de la palabra, ya que se pueden enumerar todas las
palabras positivas que representan la trenza positiva A reiterando las relaciones del monoide de trenzas
positivas de todas las formas posibles. Esta fue la solucién dada por Garside [12]. Sin embargo, no es muy
satisfactoria, ya que da lugar a un algoritmo altamente ineficiente.

Elrifai y Morton [10] lo mejoraron definiendo la forma normal a la izquierda de una trenza. Basta tomar
la descomposicion APA y después definir

al =A/\A,
a;=(ai}, --ai'A)AA, Vi> 1.

Notese que existe un r > 0 tal que a; = 1 para todo i > r, ya que la longitud de a;’}, --- a; 'A es estrictamente
decreciente. De esta forma, toda trenza puede ser escrita de manera tinica como

Apal X

donde los g; son los definidos anteriormente, los cuales por definicién son unos prefijos propios de 4,
es decir, 1 < @; < 4, y ademds se puede demostrar que (a;a;,;) AA = a; paratodoi = 1,..,r — 1 [11].
Esta es la anteriormente mencionada forma normal a la izquierda de la trenza. Los prefijos positivos de A
son llamados trenzas simples o trenzas de permutacién. El nombre no es casual, ya que, como prueba
Thurston [11], estas trenzas representan en cierto modo a las permutaciones que inducen. Estas trenzas se
caracterizan por ser aquellas en las que los generadores o; aparecen con exponente no superior a 1 en
todas sus expresiones en términos de los generadores de Artin. Por tanto, la forma normal a la izquierda
de una trenza es una descomposicién tinica como producto de una potencia de 4 y una sucesién de
elementos simples propios. Thurston [11] mostré que esta forma normal puede ser calculada en tiempo
O(£?nlog n) para una palabra de ¢ letras en B,,.

En [11] se puede encontrar ademdas una forma mads préctica de llevar a cabo el algoritmo de encontrar la
forma normal a la izquierda, la cual utilizareos en el ejemplo 38. Antes de explicarla, vamos a introducir
algo de nomenclatura. Dadas dos trenzas simples positivas A y B, decimos que un prefijo no trivial b < B se
puede pasar de B a A si Ab es simple y, en tal caso, pasar b de B a A consiste en realizar las transformaciones
A — Aby B — b~!B. Con esto presente, el algoritmo consiste en lo siguiente:

1. Una vez tenemos una palabra w € B,, en forma normal de Garside w = 4PA, si A = 1, entonces no
hay nada que hacer. En caso contrario, dividimos A en bloques formados por elementos simples,
digamos,

A =0a;00y0... Ay 0.

2. En el paso t > 0 tenemos A expresada en bloques de elementos simples como
A = al,tazrt .ee amyt.

En este paso buscamos el primer par a;,a;,,, de modo que se pueda pasar algun prefijo de a;,;, a
a;; y lo pasamos. Esto nos dara la descomposicién

A=0ay4100 041 - A 41

3. Volvemos al paso 2 y reiteramos hasta que no quede ningtn par que verifique la condicién.
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Este proceso, naturalmente, termina, porque el vector formado por las longitudes de los bloques aumenta
en cada paso su orden lexicografico, el cual estd acotado por (m, 0, ..., 0), donde m es la longitud de A. La
forma normal a la izquierda se obtendrd eliminando los bloques triviales (que necesariamente estaran al
final).

Alternativamente, podriamos empezar con una descomposicién w = A4 con A € B;}, pero sin asegurarnos
de que 4 £ A, pues 4 apareceria al acumular elementos simples en caso de ser prefijo de A, y podriamos
enviarlo al bloque de 44. En cualquier caso, este proceso acabard con la forma normal a la izquierda, pues
no poder pasar ninguna letra del bloque a;,, al bloque qg; es equivalente a que a; = (a;a;,,) A 4.

Ejemplo 38. En By, sean a; = 0,0; '03 y a, = 030,0,0,0;. Queremos comprobar si a; y a, representan
el mismo elemento. Lo primero que debemos hacer es eliminar el exponente negativo de «,. Para ello,
tenemos que expresar A = 4, = ¢,(0,0;)(030,0,) de forma que tenga a o, como sufijo. Esto es sencillo, pues
basta usar la técnica de la demostracién del primer apartado de la proposicién 36 para escribir

A4 = 01(0,)(030,07)05.

Asi pues, 0; ! = A7 '0,0,050,01, de modo que a; = 6,47 '0,0,030,0,05. Usando la proposicién 34, pasamos
A~! ala izquierda:
o, = A71030,0,040,0,03.

Ahora vamos a hacer la separacién de bloques en las palabras positivas. Empezamos con a,. Vamos a
dividirla en los bloques b, , = 0301 y b,y = 010,07, que son claramente trenzas simples. En general, se
puede comenzar por bloques de una sola letra para evitar esta verificacién. Asi, obtenemos

&y = by obyy = (0301)(0,0,07).

Aparentemente no podemos pasar ninguna letra de b, , a b , pues apareceria o; dos veces seguidas. Sin
embargo, recordemos que las relaciones de (1) nos dan 0y0,0, = 0,0,0,. Por lo tanto, reescribimos o, y
continuamos con

o, = by 1byy = (030,0,0,)(03).

Ahora tenemos la situacion inversa: aparentemente, podriamos afiadir o, al primer bloque, pero utilizando
la misma relacién de la presentacién del grupo de trenzas que antes, nos apareceria o, dos veces conse-
cutivas, por lo que hemos finalizado el proceso y a, = A%,b, con b, = b, , y b, = b, ;. Obsérvese que el
bloque que hemos pasado a la izquierda (c,0,) se corresponde con b, A (bi34) y el bloque resultante
(030,0,0,) se corresponde con a, A A en el algoritmo original de Elrifai y Morton. Ademds, esta claro que
ninguno de los factores es una potencia de A.
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Cuestiones existenciales en combinatoria
y teoria de nimeros: el método probabilistico
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ismael.moralesl@estudiante.uam.es algun tipo de arbitrariedad. Un aspecto menos conocido de esta es el poder que

puede llegar a tener en cuestiones de naturaleza discreta.

El método probabilistico es una herramienta que parte de una idea muy limpia y
prometedora. Con el fin de demostrar la existencia de un objeto C caracterizado
por una determinada propiedad P, se embebe C en un espacio de probabilidad
y se demuestra que el suceso correspondiente a tener la propiedad P ocurre con
probabilidad positiva.

El objetivo de este articulo es sentar la base tedrica tras la cual subyace esta técnica
y presentar varias aplicaciones en problemas relacionados con la combinatoria y
la teorfa de niimeros.

Abstract: Probability is an indispensable branch of mathematics when it comes to
formulating many physical phenomena and, in general, processes which contain
some arbitrariness. A less-known aspect is the power it can achieve when tackling
questions of discrete nature.

The probabilistic method is a tool based on a neat and promising idea. With the
aim of proving the existence of an object C characterised by some property P, C is
embedded in a probability space and it is proved that the event corresponding to
having property P holds with positive probability.

The objective of this paper is to set the theoretical background that rests behind
this technique and to present some applications in problems with a combinatorial
or number-theoretic flavour.
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El método probabilistico

1. Introduccion histérica y motivacion

La probabilidad es una de las areas de las matematicas que crece a mayor velocidad. Por un lado, ha
resultado ser imprescindible en la formulacién matematica de nociones como arbitrariedad e incertidum-
bre en ramas cientificas como la informaética tedrica y la fisica estadistica. También ha sido crucial en el
desarrollo de la combinatoria y la teoria de grafos, aunque ciertamente no se puede decir que estos avances
fuesen esperados. Al menos no eran parte de las inquietudes reflejadas en el sexto de los 23 problemas
que plante6 Hilbert para la conferencia de Paris del Congreso Internacional de Matemdticos de 1900, en el
que se hablaba de la necesidad de axiomatizar la teoria de la probabilidad.

La influencia de la probabilidad en combinatoria, teoria de grafos y otras ramas como teoria de niimeros,
geometria convexa y finita o combinatoria aditiva se debe al método que da nombre al articulo. Comienza
siendo un argumento muy concreto pero admite diferentes niveles de sofisticacion y generalidad. Vaga-
mente, consiste en demostrar que entre una coleccién de objetos existe al menos uno, digamos C, con
una propiedad P determinada. Para ello, estos objetos pasardn a ser los elementos de un cierto espacio de
probabilidad en el cual el suceso correspondiente a tener la propiedad P ocurre con probabilidad positiva,
garantizando la existencia de C.

Sin embargo, cuando se consideran versiones mds generales y sofisticadas de este argumento, es mucho
mas dificil entender el fondo, como ocurre con la demostracién del teorema de Green-Tao [24], el cual
afirma que existen progresiones aritméticas de primos arbitrariamente largas. Habiendo enunciado el
resultado anterior, conviene recalcar que la probabilidad parece ser una pieza fundamental en el estudio
de los ntimeros enteros. Este es un hecho tan sorprendente como el papel que juega el andlisis complejo,
inevitable en cualquier demostracién del teorema de los ntimeros primos. Pero no nos perdamos en
nuestro afdn de conocimiento y remontémonos a mediados del siglo xx para exponer un problema de
combinatoria que servira para explicar el origen del método probabilistico en su versién mas simple.

Definicion 1. Dados dos enteros positivos n, m, definimos el nimero de Ramsey R(n, m) como el minimo
entero positivo R tal que, para toda coloracién de las aristas de un grafo R-completo (véase la definicién 11)
con los colores azul y rojo, existe un subgrafo n-completo de aristas rojas o un subgrafo m-completo de
aristas azules.

Para que lo anterior sea una definicién, hay que demostrar que tales ntimeros existen. El lector puede
encontrar una demostracion de este hecho en el libro de Bollobas [6, capitulo 6], donde se prueba que

) R(n,m) < Rnm—1)+R(n—1,m),

que, por las relaciones de recurrencia que satisfacen los coeficientes binomiales, nos lleva a que
n+m-—2 .

(2) R(n,m) < sin,m> 2.

Cuando n = m = k, se tienen los niimeros de Ramsey diagonales R(k, k). Se comprueba facilmente que
R(1,1) =1,R(2,2) = 2y R(3,3) = 6. Sin embargo, en general no es sencillo calcular explicitamente estos
valores. El valor de R(4,4) = 18 también puede hallarse a mano, pero el de R(5,5) se desconoce por el
momento: solo se conoce la estimacién 43 < R(5,5) < 48 [44]. Como consecuencia de la ecuacién (2) en
el caso n = m = k, se tiene que

3) Rk, k) < 4k sik > 2.

La demostracién de la ecuacién (1) es inductiva y solo hace uso del principio del palomar. De hecho, la
misma prueba proporciona incluso un algoritmo para encontrar un subgrafo completo monocromaético
de manera recursiva. Este argumento aparece en el articulo original de Ramsey [31], donde se introducen
versiones mas generales del problema que estamos discutiendo con la motivacién de encontrar un
algoritmo que determine la validez de ciertas férmulas de una légica de primer orden. Por otro lado, en
este articulo se plantea probar una cota inferior explicita para los nlimeros de Ramsey, concretamente que

(4) 2ki2 < R(k, k) sik > 2,

en el ejercicio 4. Lo interesante es que la demostracion es de naturaleza existencial y no produce explicita-
mente la coloracién de un grafo de al menos 25/ vértices sin subgrafos k-completos monocromaticos. En
efecto, se colorean las aristas uniformemente al azar y se prueba que el grafo verificara esta propiedad con
probabilidad positiva, que corresponde al esquema de demostracién que seguiremos en las secciones 3 y 6.
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Esta diferencia entre las demostraciones de las ecuaciones (3) y (4) también explica el nombre del articulo,
porque las cuestiones que tratamos son Gnicamente existenciales, en contraposicién con las constructivas.

La cota de la ecuacién (4) fue descubierta por Erdds en 1947 [16]. Comenzamos hablando de Erdds porque
es considerado el pionero de lo llamado posteriormente método probabilistico. Bien es cierto que Szele [37]
aplicé un argumento probabilistico a un problema de combinatoria en un articulo de 1943 (considerada la
primera aplicacién del método probabilistico en combinatoria) y que, como analizaremos en la seccién 5,
Turan [40] también habria empleado técnicas de probabilidad para probar un resultado de teoria analitica
de nimeros en 1934, el cual trataremos con detalle en el teorema 21. Sin embargo, es Erdés quien entendi
de verdad su potencia y lo aplicé recurrentemente en multiples resultados. Alon [1] explicé por qué
considera que esta es una de las mayores contribuciones de Erdds y afiade que él siempre estaba mas
interesado en discutir nuevos problemas que en evaluar el mérito que tendrian a largo plazo sus resultados.
Por ello, resalta que durante la celebracién de su 80.° cumpleafios en Keszthely, Hungria, Erdés dijera que
creia que esta técnica viviria mucho después de él.

Una objecién de cardcter técnico sobre este método puede ser que en algunos casos parece superfluo
enfocar el problema desde un punto de vista probabilistico. De hecho, al menos en las demostraciones de
las secciones 3 y 4, para probar la existencia de una configuracién con una caracteristica determinada,
se prueba que la cantidad de configuraciones sin dicha propiedad es menor que el ntmero total de
configuraciones posibles, forzando la existencia de al menos una con el requerimiento deseado. Ademas,
en esto se basa la proposiciéon 8, el tnico ingrediente de dichas secciones. Sin embargo, el lenguaje
probabilistico permite simplificar los calculos y, més importante, resulta inevitable para disefiar un método
mads potente con condiciones mds técnicas de independencia como las del lema local de Lovész, discutido
en la seccidn 6. La justificaciéon para esto tltimo es que la nocién de independencia se reconoce facilmente
desde el punto de vista de la combinatoria pero se explota propiamente con las técnicas probabilisticas.
Ademas, aunque no es el caso de este articulo, a veces conviene considerar distribuciones no uniformes,
como puede verse en el libro de Alon y Spencer [3, teorema 3.2.1, pag 29, y teorema 1, pag 41].

Por otro lado, aunque por simplicidad restrinjamos nuestra exposicién a cuestiones que involucren o
permitan reducciones a espacios de probabilidad finitos, no todos los objetos sobre los que podemos
aplicar esta técnica son de naturaleza discreta. En efecto, hay espacios mucho més complejos de naturaleza
analitica o geométrica que vienen equipados de una medida gracias a la cual pueden recrearse estos
argumentos de tipo probabilistico. Hay una rica coleccién en Wikipedia [41] donde, por ejemplo, se
mencionan resultados tan icénicos como el teorema fundamental del dlgebra, el teorema de Picard y
el teorema de aproximacién de Weierstrass. Estos ejemplos de teoremas demostrables con técnicas de
probabilidad no fueron probados por primera vez asi, sino que estas demostraciones vinieron a posteriori.
Por el contrario, hay muchos ejemplos de objetos en matemadticas cuya existencia se prueba primero por
medio de un argumento de este estilo antes de poder encontrar ejemplos concretos (més discusién en
el libro de Alon y Spencer [3, capitulo 9]). Este es el caso de los «expanders», un tipo de grafos de gran
interés en dreas ligadas a la informadtica como la teoria de c6digos [35], de los cuales no se encontraron
construcciones explicitas hasta 1973 [26]. De todas formas, atin en caso de solo haber probado la existencia
de un cierto objeto por medio de estos argumentos, en general estos pueden dar lugar a algoritmos
probabilisticos efectivos que puedan ademaés desaleatorizarse para construir un tal objeto de manera
determinista. Este enfoque practico, discutido también por Alon y Spencer [3, capitulo 6], solo volverd a
mencionarse en contextos més concretos al final de la seccién 6.

Habiendo quedado clara la importancia del enfoque probabilistico, hacemos un pequefio resumen de
la exposicion. En la siguiente seccién recordaremos algunas definiciones bésicas. Aunque el articulo sea
practicamente autocontenido, es importante tener cierta familiaridad con el cdlculo de probabilidades
en espacios finitos y, en particular, con el significado de los coeficientes binomiales. Para adquirir o
recordar estas técnicas de combinatoria se recomiendan los apuntes de Ferndndez y Ferndndez [22], por
la seleccién de ejemplos tratados y su cautivadora redaccion. Las distribuciones consideradas son siempre
uniformes y, por tanto, los célculos de probabilidades se hardn empleando la regla de Laplace y, a lo largo
del articulo, las manipulaciones involucraran identidades que enunciaremos con antelacién, como la
proposicién 7 o el lema 18. En esta seccién 2 también se enuncia el resultado fundamental, recogido en la
proposicion 8, sobre el cual se apoya la primera version que desarrollaremos sobre el método probabilistico
y que se empleard en las secciones 3 y 4 para resolver problemas relacionados con la teoria de grafos y la
combinatoria aditiva.
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En la seccién 5 se estudiard una aplicacién a la teoria de ntimeros. Se considera la funcién v, donde v(m)
es la cantidad de divisores primos de m. A través de sus propiedades aritméticas, se estudian la esperanza
y la varianza de esta variable aleatoria en segmentos {1, ..., n} de N para obtener informacién sobre su
distribucién cuando n — oo por medio de un argumento de Turdn. Se cierra la seccién con el enunciado
del teorema de ErdGs-Kac, que describe completamente cémo se distribuye v, y después se discute en qué
consiste el método de momentos en el contexto de la demostracién de dicho resultado.

Como adelantamos, en la seccién 6 se estudiara el lema local de Lovasz. Primero se discutird la motivacion,
el significado detrds del lema y se ofrecerd una demostracién de la versién general de este lema. Después
daremos una versiéon que es mads transparente y facil de usar, desde el punto de vista de las aplicaciones
de este articulo, para aplicarlo en problemas relacionados con la coloracién de hipergrafos. Uno de estos
corolarios es bastante sorprendente ya que la coloracién se considera en R y se conjetura que el uso
de argumentos topolégicos es irremplazable. En esta secciéon también se discute brevemente el aspecto
algoritmico tanto del lema local de Lovasz como de las estimaciones de los ntimeros de Ramsey. Por ultimo,
en el apéndice A se resuelven todos los problemas planteados a lo largo de la exposicién.

La redaccién de este articulo y los temas tratados estdn profundamente influidos por el estilo y las
motivaciones del articulo de Chen [11], los apuntes de Loh [25] y Riordan [32] y, especialmente, por los
libros de Alon y Spencer [3] y Tao y Vu [39].

2. Fundamentos del método probabilistico

Comenzamos fijando una notacién que se emplearé en todo el articulo.

Notacion. Se denota por Z* el conjunto de enteros positivos. Dado n € Z*, denotamos por [n] el conjunto
de enteros k tales que 1 < k < n.

En esta seccién fijaremos nociones fundamentales de probabilidad y daremos la primera herramienta con
la que trabajar problemas de combinatoria desde un punto de vista probabilistico en la proposicion 8. Las
definiciones que se presentan suelen aparecer en libros de probabilidad en un contexto més general, lo
cual no es necesario para nuestro propésito. Por lo tanto, haremos un desarrollo ad hoc de algunos objetos
y nociones asociados a espacios de probabilidad finitos. Se recuerda que, dado un conjunto £, se denota
por P(Q) ala coleccién de subconjuntos de 2, que incluye a @ y Q.

Definicion 2. Un espacio de probabilidad es un par (2, P), que consta de un conjunto Q finito (no
vacio) denominado espacio muestral, y de una funcién P: P(Q) — [0, 1], denominada funcién de
probabilidad, que verifica que

e P(Q)=1y
* dada una coleccion {A;}/Z, de subconjuntos de Q disjuntos entre si dos a dos, se tiene que

n n
P (U Ak> = > P(Ay).
k=1 k=1
Podemos entender cada uno de los elementos del espacio muestral 2 como un posible resultado de un
experimento. Por ejemplo, adelantando el primer ejemplo de la siguiente seccién, cada w € Q puede
ser la relacién final entre los jugadores de un torneo en el cual se ha determinado al azar el resultado
de cada uno de los enfrentamientos. Un suceso S es la coleccion de resultados w con una determinada
caracteristica, como puede ser la propiedad de tener un jugador que haya ganado a todos. Con el propésito
de esta exposicion, haremos la siguiente identificacién en el lenguaje: diremos que un resultado w € Q de
un experimento aleatorio tiene las caracteristicas descritas por el suceso S C Qsiw € S.

Otro posible ejemplo es el siguiente. Tomamos un ntimero uniformemente al azar en {1, ..., 100} y consi-
deramos el suceso S que viene dado por la propiedad de ser par. Es decir, S = {x € [100] : x es par} =
{2,4,...,98,100} y x verifica la propiedad S siy solo si x € S. En casos tan sencillos parece algo innecesa-
riamente confuso, pero, cuando se traten mds ejemplos concretos, se podrd comprobar que este abuso
de lenguaje resulta ser en realidad una simplificacién. Otra justificacién para no referirnos a S como
un subconjunto de Q sino como una propiedad es el hecho de que todos los sucesos que nos interesan
aparecerdn como propiedades y no como una coleccién explicita de elementos.
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En lo que sigue, todas las definiciones y proposiciones parten de un espacio de probabilidad (£, IP).
Definicion 3. Una variable aleatoria es una funcion X: Q — R.

Obedeciendo a la intuicién que hemos presentado sobre cada suceso como una coleccién de resultados w
con una determinada propiedad, vamos a fijar la siguiente notacién estdndar.

Notacién. Sea P una propiedad que pueda adquirir un namero real y sea X una variable aleatoria. El
suceso {w € Q : X(w) verifica P} se escribird abreviadamente como {X verifica P}. En particular, si T C R,
entonces el suceso X~ (T) = {w € Q : X(w) € T} se abreviard por {X € T}.

Por tanto, lo anterior nos servird para introducir sucesos en Q por medio de una variable aleatoria X, ya
que una tal propiedad P induce una propiedad en Q2 considerando la preimagen por X.

Definicion 4. Decimos que n sucesos Sy, ..., S, de Q son independientes si, para todo subconjunto J C [n],

P(ﬂ sj) =1Pe).
jer jel

Definicion 5. Dado A C Q, la variable aleatoria indicatriz (o indicadora) de A, denotada por Xy, es

0 siwé&A,
1 siweA.

Xa(w) = {

Es oportuno adelantar que las variables aleatorias que consideraremos serdan sumas de indicatrices.

Definicion 6. Sea X una variable aleatoria que toma los valores ay, ..., a,. Entonces, la esperanza de X es
n
E[X] = D] axP(X = ay).
k=1

Proposicion 7. En todo espacio de probabilidad (Q, P) se verifican estas propiedades:

1. (Subaditividad de la funcién de probabilidad) Dados los sucesos A,, ..., A,, se tiene que

P (U Ak) <Y P(A),
k=1 k=1

con igualdad si los sucesos son disjuntos dos a dos.

2. (Linealidad de la esperanza) Dadas X|, ..., X}, variables aleatorias, entonces
n
E|>] Xk] =
k=1

Proposicion 8 (Resultados de existencia). En todo espacio de probabilidad (Q, P) se verifica lo siguiente:

n
E[Xp].
k=1

1. Dados los sucesos A, ..., A, si tenemos que ZZZI P(Ay) < 1, entonces se tiene que U:ZlAk #* Q,

o, equivalentemente por las leyes de De Morgan, ﬂ;zl A5, # @. De hecho, la probabilidad del suceso
anterior es positiva. Por ello, en tal caso se dice que los sucesos A;, ..., A,, no cubren todo el espacio
de probabilidad.

2. Sea X una variable aleatoria. Entonces, existe w € Q tal que X(w) > E[X].
Observacion 9. Con la notacién del primer apartado de la proposicién 8, los sucesos A,, ..., A,, correspon-

derian en la préctica a sucesos «malos» que queremos evitar. Asi, la proposicién 8 nos asegura bajo esa
hipétesis que, con probabilidad positiva, ninguno de los sucesos «malos» ocurre.

Observacion10. En el segundo punto de la proposicién 8 también puede garantizarse, por razones andlogas,
la existencia de un elemento o’ € Q tal que X(w") < E[X].
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Es conveniente remarcar sobre la proposicion 8 que el segundo resultado implica el primero. Atn asi, es
preferible separarlos en las aplicaciones, ya que el primero refleja un objetivo que volverd a aparecer cuando
tratemos el lema local de Lovész en la seccién 6 y que consiste en buscar condiciones suficientes bajo las
cuales varios sucesos A;, A,, ..., A, no cubren todo el espacio de probabilidad ambiente. El lema anterior
mejora este punto de la proposicién 8 complementandolo con ciertas condiciones de independencia entre
los sucesos A}, Ay, ..., A,, involucrados.

Por otro lado, el segundo resultado permite deducir informacién sobre la distribucién de una variable
aleatoria por medio de su esperanza, un método que emplearemos en la seccién 4 y que se complementara
en la seccion 5 con el estudio de la varianza.

Para comprobar que el segundo enunciado de la proposicién 8 implica el primero, basta considerar una
variable aleatoria contador X que indique cudntos de los sucesos A; se cumplen para cada uno de los
w € Qy aplicar la observacion 10. Tomando X = ZZ=1 Xy, se observa, por la proposicion 7, que la media

de Xes E[X] = z:zl P(A;) y que un w € Q pertenece a ﬂZ=1A$< siy solo X(w) < 1.

La distincién que hacemos entre estos dos objetos en la proposicién 8, una funcién de probabilidad y
una variable aleatoria, también tiene interés desde el punto de vista de la construccién de un espacio de
probabilidad. Siempre que hablamos de una eleccién estamos introduciendo un tal espacio, y cuando
afiadimos mds informacién sobre nuestra eleccién (como, por ejemplo, exigir que las elecciones se realicen
de manera uniforme o que sean independientes), lo que estamos haciendo es detallar mds la informacién
de la funcién de probabilidad o de las diferentes variables aleatorias de dicho espacio. Por ahora, no es
necesario entender este pdrrafo, pero conviene tenerlo en cuenta cuando veamos ejemplos mds concretos,
ya que los espacios de probabilidad involucrados no se haran explicitos en el sentido de la definici6n 2.

3. Demostraciones de existencia directa

Ya tenemos todos los ingredientes para analizar la primera aplicacién del método probabilistico, que
consistird en la construccién de un torneo con unas propiedades determinadas. Hay una infinidad de
técnicas que se engloban dentro del método probabilistico y aqui pasaremos a analizar la més sencilla de
aplicar, que consiste en explotar de manera directa la proposicion 8. Aunque es sorprendente la cantidad
de problemas que permite resolver, sigue siendo muy primitiva y tiene muchas limitaciones porque se
aplica bajo condiciones muy restrictivas. En ese sentido, mejoraremos la técnica en la seccién 6 con el
lema local de Lovasz introduciendo condiciones de independencia.

Recordamos la nocién de grafo (simple) porque serd ttil a lo largo del articulo.

Definicion 11.  Un grafo es un par de conjuntos G = (V(G), E(G)), donde V(G) es el conjunto de vértices y
E(G) es el conjunto de aristas, tal que E(G) C {{v;, v,} : v; # v, € V(G)}. Decimos que G es n-completo si
|V(G)| = ny el nimero de aristas es maximo, es decir, E(G) = {{v;, v,} : v, # v, € V(G)} vV |E(G)| = ('21)

Un torneo de n jugadores consta, primeramente, de un grafo n-completo G. Naturalmente, identificamos
los vértices de G con los jugadores del torneo y cada arista {i, j} simboliza el enfrentamiento entre los
correspondientes jugadores i y j. Para determinar completamente el torneo, se debe apuntar en cada arista
{i, j} el ganador de ese enfrentamiento (no se admiten empates). Por tanto, para cada n > 1, es obvio que

hay 2(%) torneos posibles con n jugadores.

Definicion 12. Un torneo de n jugadores cumple la propiedad S, si n > ky si, para cada coleccién L de k
jugadores, existe otro jugador fuera de L que ha ganado a todos los jugadores de L.

Segun cuenta Erdés [17], Schiitte le plantea la pregunta de si, para todo k positivo, existen torneos con la
propiedad S;. Finalmente, Erdés consiguié dar una demostracién con respuesta afirmativa en 1963 [18], y
dicha prueba involucra simples argumentos de probabilidad que ilustran muy bien la filosofia del método
probabilistico. Esencialmente, vamos a comprobar que, para valores lo suficientemente grandes de n, sera
muy probable que un torneo de n jugadores elegido al azar cumpla la propiedad Sy.
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Proposicion 13.  Si (Z)(l — 2-kyn=k < 1, entonces existe un torneo de n jugadores con la propiedad Sy.

Demostracién. Para disefiar un torneo de n jugadores solamente hay que asignar un resultado a cada uno
de los (’2') enfrentamientos. Vamos a construirlo de forma que cada resultado es elegido uniformemente
(probabilidad 1/2 para cada sentido) y de manera independiente. Pasaremos después a demostrar que la
probabilidad de que un torneo cumpla la propiedad Sy, es positiva. Para que el torneo cumpla la propiedad
Sy, tiene que cumplir (Z) condiciones, a saber, que para cada grupo de k jugadores exista otro jugador
en el torneo que gane a todo este grupo. Vamos ahora a introducir los sucesos malos, en el sentido de la
observacién 9. Ordenamos de 1 a (Z) los grupos de k jugadores y al i-ésimo, denotado por L;, le asignamos
el suceso A; = {No existe un jugador en el torneo que gane a los k jugadores de L;}. Vamos a comprobar
que existe un torneo de n jugadores con la propiedad S, o, equivalentemente, que los sucesos A; no cubren
todo el espacio de probabilidad descrito. Esto se hard por medio del primer punto de la proposicién 8.

Es sencillo realizar el célculo de P(4;) paracadal <i < (Z) La probabilidad de que un jugador fijo (y
fuera de L;) no gane a todos los jugadores de L; es igual a 1 —27¥, ya que a cada jugador le gana de manera
independiente y con probabilidad 1/2 (véase la definiciéon 4). Para que el suceso A; se dé, debe darse
la condicién anterior para cada uno de los n — k jugadores fuera de L;. Como tales n — k sucesos son
independientes y de probabilidad 1 — 2%, se deduce que P(4;) = (1 — 27%)"~k, Asi que, por la igualdad
anterior y la hipétesis del enunciado,

() qn ek
IIP(Ai)_(k)(l—Z K<,

i=

de modo que ]P(ﬂl@1 A$) > 0 por el primer punto de la proposicién 8. (]

Esta proposicion resuelve la pregunta de Schiitte ya que, para k fijo, basta tomar n > k lo suficientemente
grande para aplicar este resultado. La existencia de tal n estd garantizada porque (Z)(l — 2~ kyn—k
cuando n — oo. De hecho, teniendo en cuenta este limite y la prueba de esta proposicion, notamos que la
probabilidad de que un torneo aleatorio de n jugadores tenga la propiedad S, tiende a 1 segtin n tiende a
infinito.

-0

3.1. Ejercicios

Proponemos algunos ejercicios, extraidos del libro de Alon y Spencer [3], el articulo de Chen [11] y las
notas de Loh [25], para invitar al lector a familiarizarse con la técnica basada en la proposicién 8 antes de
analizar otras més avanzadas. Todas las soluciones estdn en el apéndice A del final del articulo. Se recuerda
primero la definicién de grafo bipartito para los ejercicios 1 y 3.

Definicion 14. Decimos que un grafo G es bipartito si V(G) es la unién de dos conjuntos A y B disjuntos
y no vacios tales que E(G) C {{a, b} : a € A,b € B}. Dado n € Z*, denotamos por X, , el grafo bipartito
conA={a; :i€[n]}, B=1{b; : j € [n]}yaristas {{a;, b} : i, ] € [n]}.

Ejercicio 1. Todo grafo de m aristas contiene un subgrafo bipartito con al menos m/2 aristas.

Ejercicio 2. Enla Duma hay 1600 delegados, que han formado 16 000 comités de 80 personas cada uno.
Prueba que hay dos comités con, al menos, cuatro delegados en comun.

Ejercicio 3. Cualquier subgrafo de 2n vértices y n* — n + 1 aristas del grafo bipartito X, ,, admite una
particiéon de sus vértices en n parejas de manera que haya una arista entre cada pareja de vértices.

Ejercicio 4. Se pide probar la ecuacion (4), es decir, que el nlimero de Ramsey R(k, k) (definicién 1) cumple
que R(k, k) > 2¢2 sik > 2.

Ejercicio 5. Si en una cuadricula rectangular de dimensiones n X n se colocan los niimeros del 1 al n de
manera que cada uno de ellos aparezca n veces en la cuadricula, entonces existe una fila o una columna
con al menos y/n ntiimeros distintos.
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4. Combinatoria aditiva

Vamos a pasar a analizar un resultado de teoria combinatoria de nimeros. La combinatoria aditiva es un
inmenso campo de investigacién y motivar una introduccién sobre las cuestiones que abarca es una tarea
que se escapa de las intenciones de este articulo; se recomienda el libro de Tao y Vu [39]. Expondremos
primero un ejemplo que se debe a Erd6s [19] y, después de la demostracion, discutiremos brevemente la
evolucion del problema hasta ahora planteado con diferentes parametros o en otros contextos.

Definicion 15.  Un conjunto de enteros se dice libre de sumas si no existen tres ntimeros en dicho conjunto,
digamos x,y,z talesque x + y = 2.

Teorema 16. Todo conjunto A = {a,, ...,a,} C Z de enteros no nulos admite un subconjunto libre de
sumas con al menos n/3 elementos.

Antes de exponer la demostracion, es conveniente adelantar cémo se va a desarrollar. Se va trabajar en la
aritmética modular del anillo Z/pZ, para cierto primo p. Este anillo también es un cuerpo, de modo que
los elementos no nulos tienen inverso multiplicativo.

Notacién. Para p primo, z € Z/pZ y W C Z/pZ, denotamos por zW el subconjunto {zw : w € W}.

Para probar el teorema 16, primero se tomard un primo grande para que todos los enteros sean distintos
modulo ese primo. Ademds, consideraremos un subconjunto B de [p — 1] libre de sumas de tamafio mayor
que un tercio del total. Esto nos da muchos subconjuntos libres de sumas, los que son de la forma cB con
¢ no nulo, y alguno de ellos debera tener una interseccién grande con A, que serd libre de sumas.

Demostracion del teorema 16. Conservamos la notacion de la discusion inmediatamente anterior. Sea p un
primo de la forma 3k + 2, para cierto entero k, tal que todos los elementos de A sean distintos médulo p.
Por ejemplo, es suficiente que p > 2 max,c4 |a|]. Consideremos el anillo Z/pZ vy el siguiente subconjunto
libre de sumas con k + 1 > p/3 elementos:

={k+1,..,2k+1}.

Dado que estamos en un cuerpo, para todo elemento a de A, existen exactamente k + 1 elementos x del
conjunto [p — 1] tales que ax € B. Ahora, tomando un elemento c de [p — 1] uniformemente al azar, se
considera la variable aleatoria X(c) = |[Anc™!B|, que es expresable como la suma de indicadores Zinzl Xai—l B
(definicion 5). Aplicando la linealidad de la esperanza,

" 1
z ‘IB Z P(X, B = 1) = Z ]P(C S a,;lB) Z |ak B| E > g’

y queda finalizada la demostracion por el segundo punto de la proposicién 8, ya que para ciertoc € [p—1]
se debera tener que A N ¢! B es un subconjunto de A libre de sumas con mas de n/3 elementos. (]

No se sabe si el resultado anterior es cierto o no reemplazando n/3 por n/3 + 10 en el enunciado. Sin
embargo, si que podria reemplazarse por (n + 2)/3, segin prueba Bourgain [9] con técnicas de andlisis de
Fourier. Por otro lado, si se sabe que 1/3 es la mayor fraccién que se puede poner en el teorema 16 (véase
el articulo de Eberhard, Green y Manners [15]).

Notese que tanto la definicién 15 como el teorema 16 pueden reformularse para un grupo G cualquiera,
en lugar de Z. Es natural preguntarse qué familias de grupos y qué fracciones pueden considerarse en el
teorema 16 de modo que siga siendo cierto. Es decir, queremos entender las familias de grupos & para las
cuales existe una fracciéon ¢ > 0 de forma que para todo grupo G en ¥y todo A C G de n elementos exista
un subconjunto de A con al menos nc elementos que sea libre de productos.

Para esta cuestion, tras mirar cuidadosamente la demostracién del teorema 16, puede tomarse F, com-
puesta por Z y los grupos ciclicos Z/qZ, para q primo, junto con la constante ¢ = 1/3. Ademads, Alon y
Kleitman [2] probaron que puede tomarse la familia %, de grupos abelianos y la fraccién ¢ = 2/7 (menor
que 1/3, pero 6ptima para esta familia més grande).
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Sin embargo, Gowers [23] encuentra una familia % para la cual no puede asegurarse tal fraccién ¢ > 0
absoluta. En efecto, se comprueba para todo primo q que el grupo lineal proyectivo de IF2, denotado por
PSL, (IF;) y con orden ng, no tiene subconjuntos libres de productos con mds de 2112/9 elementos. Notese
que, para cada fraccién c > 0 fija, la cantidad an/ ¥ es menor que cng si q es lo suficientemente grande.

Elingrediente principal en la prueba se debe a un resultado de Frobenius de 1897 por el cual, esencialmente,
estos grupos PSL, (IF;) no tienen representaciones no triviales de dimension baja (véase el libro de Davidoff,
Sarnak y Valette [13, teorema 3.5.1]). En este sentido, estos grupos estan muy lejos de ser conmutativos
porque todas las representaciones irreducibles de un grupo abeliano tienen dimensién 1. La moraleja es
que las técnicas probabilisticas y el andlisis de Fourier en grupos no conmutativos tienen muy distinta
naturaleza al caso abeliano.

Por 1ultimo, planteamos al lector el siguiente ejercicio extraido del libro de Djukic et al. [14, seccién 3.40.2].

Ejercicio 6. Sea N € Z™*. Consideramos el grupo G = Z/N?Z junto con un subconjunto A C G de N
elementos. Comprueba que existe una coleccién B de N elementos de G de manera que |A + B| > |G|/2.

5. El método del segundo momento en teoria de nUmeros

Hemos hablado de la media o esperanza E[X] de una variable aleatoria X y de cémo su calculo nos daba
una idea primitiva de cémo puede ser X, al menos en un sentido débil reflejado en el segundo punto de la
proposicién 8. Dando un paso mds en el estudio de una variable aleatoria X, estudiaremos tanto [E[X] como
su varianza Var (X), definida por Var(X) = E[(X — E[X])?]. Una posible inquietud es intentar entender
como estas dos cantidades delimitan las posibles distribuciones de X. Por ejemplo, si Var(X) = 0, entonces
X es constante e igual a E[X]. De manera general, Var(X) restringe las desviaciones en distribucién que
pueda tener X con respecto a la constante E[X], como recoge mds cuantitativamente la desigualdad de
Chebyshov.

Lema 17 (Desigualdad de Chebyshov). Sea X una variable aleatoria. Se tiene que, para todo c positivo,

P(|X ~ E[X]| > ey Var(X)) < 1

e’

Insistimos en que la naturaleza de las conclusiones obtenidas con el método empleado en esta seccion
son diferentes a las del resto del articulo. En el caso de la seccion 3, solo podia concluirse que X > E[X]
con probabilidad positiva apelando al segundo punto de la proposicién 8. Aqui se considerard también la
varianzay se podrd inferir que X estara en un intervalo centrado en [E[X] con alta probabilidad, obteniendo
no solamente resultados de existencia sino también de concentracion.

Un hecho conveniente sobre la esperanza es que es lineal en la suma de variables aleatorias (proposiciéon 7),
pero la varianza de una suma equivaldrd a la suma de varianzas salvo un término que mide la dependencia
entre dichas variables (lema 18). Dicha medida cuantitativa de la dependencia que puede haber entre dos
variables aleatorias X, Y viene dada por su covarianza Cov(X, Y), definida por E [(X — E[X]) (Y — E[Y])].
Si X e Y son independientes, entonces Cov(X, Y) = 0, pero el reciproco no es cierto.

Lema 18. Dadas las variables aleatorias X, ..., X,,, se tiene la siguiente identidad:

Var (Zn: Xk> = Zn: Var(X) + 2 Z Cov(X;, X;).

k=1 k=1 1<i<j<n

El momento de orden k de una variable aleatoria se define por [E[X k], y el método de momentos consiste,
brevemente, en obtener informacién sobre la distribucién de una variable aleatoria a partir del calculo
o estimacién de sus momentos. La desigualdad de Chebyshov es un resultado que va en esa direccién
y decimos que en esta secciéon emplearemos el método del segundo momento para adelantar que es-
tudiaremos una variable aleatoria a través de su media E[X] y su varianza, que puede calcularse como
Var(X) = E[X?] — E[X]?.
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Una de las grandes familias de problemas que aparecen en teoria de ntimeros es aquella en la que se
pretende estudiar cuestiones relacionadas con los niimeros primos. Hay multiples enfoques al estudio de
estos niimeros; en este caso, entenderemos un poco mejor cudles son su densidad y distribucién. Para ello,
vamos a necesitar una estimacién de Mertens [27], el teorema 20, sobre series asociadas a los niimeros
primos, para la cual hay pruebas més directas combinando la sumacién de Abel y la férmula de Stirling.
Antes de ello, introducimos una notacién asintética que se usard especialmente en esta secciéon pero
también en alguna estimacion de la seccién 6. Podra verse que es muy comoda y conveniente.

Definicion19. Sean f: Z* - Ryg: Z* — (0, ).

* Escribimos f = O(g) si existe C > 0 tal que |f(n)| < Cg(n) paratodon € Z*.

£ _

* Escribimos f = o(g) silim,_, 75 = 0.

Por ejemplo, 10 — n? = O(n?) y 45/n? = o(1/n). Se recuerda también que el uso del simbolo de igualdad en
la definicién 19 es un abuso de notacién. Por otro lado, se observa que, si f;, f, : Zt - Ryg: Z* — (0, 00)
verifican que f; = 0(9) y f, = O(g), entonces para todos los reales c;, ¢, se tiene que ¢, f; + ¢, f, = O(g).

Teorema 20 (Mertens). La suma de los inversos de los primos menores que un cierto entero n cumple lo
siguiente:
1
> = =loglogn + O(1).

p<n

Sea x un entero positivo. Denotamos por v(x) el nimero de primos que dividen a x. El siguiente resultado
fue demostrado por primera vez por Hardy y Ramanujan en 1920, pero la prueba que trataremos, ofrecida
por Turdn en 1934 [40], es menos compleja y tiene un papel crucial en el posterior desarrollo de estas
técnicas probabilisticas en teoria de nimeros. Vagamente, viene a decir que la cantidad de factores primos
que se espera de un entero positivo en [n] es loglog n.

Teorema 21. Seaw: Z* — (0, 00| con w(n) — co. Entonces, la cantidad de valores de x en [n] tales que

[v(x) — loglog n| > w(n)/loglogn es o(n).

Demostracion. Queremos estudiar los x de un conjunto [n] que verifican una cierta propiedad. Para
estudiar la densidad de tales x en [n], se considera una distribucién uniforme en este espacio. Es decir,
dado A C [n], se tiene que IP(A) = |A|/n. Para cada n, la funcién v, : [n] — R definida por x — v(x) es una
variable aleatoria en [n]. En términos probabilisticos, lo que se pretende probar es lo siguiente:

) ]P(h)n —loglogn|

vloglogn
g 108

Vamos a denotar la indicatriz de {multiplos de m} n [n] por X}, ,. Es decir, dado x € [n], X, ,(x) = 1 sim
divide x, y X,,, ,(x) = 0 en otro caso.

> w(n)) =o0(1).

Es directo ver que v, = Zp < Xpn> donde la suma se toma sobre primos p. Sin embargo, por razones
técnicas, no trabajaremos con esta variable aleatoria. El problema que surge al estudiar la suma de
indicatrices X, , es que su varianza no es lo suficientemente estable en n porque la suma de covarianzas
que aparece en el lema 18 para realizar el célculo de Var(v,) no es negligible. En su lugar, consideraremos
la variable aleatoria u, = Zp <0 Xp,n» 12 cual tiene el mismo comportamiento asintético que v, por un
sencillo argumento de conteo que nos lleva al siguiente control entre ambas.

Lema 22. Para todo x € [n], v,(x) — 10 < u,(x) < v, ().

Demostracion. La segunda desigualdad es inmediata porque v,(x) cuenta los divisores primos de x pero
U, (x) solo aquellos divisores primos de x no mayores que n'/!°, La primera desigualdad se deduce de que
ningiin x < n pueda tener méas de diez divisores primos mayores que n'/'°, [

El siguiente objetivo es estimar [E[u,,] y Var(u,) cuando n — oo. La funcién loglog n emergera en ambos
calculos haciendo uso del teorema 20.
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Lema 23. E[u,]| =loglogn + O(1).

Demostracion. Recuérdese que r — 1 < |r| < r para todo r € R. Se observa que E[X,,] = [n/p|/n,
ya que la cantidad de multiplos de p en [n] es [n/p]. Luego 1/p — 1/n < E[X,,] < 1/py, por tanto,
E[X, ] = 1/p + O(1/n). Aplicando la linealidad de la esperanza y, en la tltima igualdad, el teorema 20,
concluimos que

E[u,] = Z <l + O(l>> = Z 1 + nt/10. O(%) = loglogn + O(1). "

p<nl/10 p n p<n1/10
Lema24. Var(u,) =loglogn + O(1).

Demostracién. Tenemos que Var (X, ,) = ]E[X;%,n] — IE[Xpyn]2 = (1-1/p)/p + O(1/n). Por tanto,

1 1 1
(6) Y Var@)= Y - 3 —+n0() =loglogn+0(1),
p<nl/o p<mino P plpino h
donde hemos usado, andlogamente al lema anterior, el teorema 20 y el hecho de que tenemos que
Zp < / p? < Zzzl 1/k? = O(1), ya que esta es una serie convergente. Sobre el cédlculo de las covarianzas,
tenemos que

Cov(X,

b

Xq,n) = ]E[Xp,an,n] - ]E[Xp] ]E[Xq] = E[qu,n] - ]E[Xp] ]E[Xq]

o ol)-(o o) -( o3+ 3-o3)-o)

Lo siguiente serd probar que Zp Lq<ni/o Cov(Xp n, Xg,n) = o(1). Efectivamente,
1 1
) > CovXpmXgn) = D, 0(;> = p?10. o(ﬁ) = o(1).
p#q<nl/1o p#q<nl/1o

Noétese que es en el célculo anterior donde precisamente se explota el hecho de que el rango de primos
considerado estd acotado por n'/1° y no solo por n. Asi, la dependencia entre las variables aleatorias Xpn
es muy pequefia y no altera (asintéticamente) la varianza de u,,. Por el lema 18 y las estimaciones (6) y (7),

Var(u,) = Y. Var(X,,)+ . Cov(X,, X, =loglogn+ O(1). .

p<nl/o p#q<nl/o

Ya tenemos todos los ingredientes para demostrar la ecuacién (5). De hecho, vamos a comprobar que
existe N,, que solo depende de la funcién w, tal que para todo n > N, se cumple que

|v,, — loglog n| ) 32
(8) P———— >w(n) | < —,
( \/loglogn w(n)?

lo cual finaliza la prueba porque w(n) - oo cuando n — oo. Teniendo en cuenta los dos lemas anteriores
y que w(n) — oo cuando n — oo, se sigue que existe N, tal que, para todo n > N,, las tres siguientes
condiciones se dan:

10 < w(n) [E[xn] — loglogn| < w(n) Var(u,) <92
Vioglogn =~ 2 JVloglogn ~ 4 ' loglogn —

Empleando el lema por el cual |y, — u,| < 10, se deduce que para todo n > N, se cumple lo siguiente:

[v, — loglog n| ) (10 + |1, — loglogn| ) <|;¢,1 — loglogn| cu(n))
P————=—2>wn) | <P >wm) ) <P >
( y/loglogn y/loglogn y/loglogn 2
]P(llun — E[u,]] + [E[u,] — loglogn| > w(”))
\/loglogn -2
IP(llun — ]E[:un]l > C()(I’l)) <P ( |:un — ]E[:un“ > CO(H)) )
\/loglogn 4 v/ Var(u,,) 42

Finalmente, por el lema 17, la Giltima expresién estd acotada por 32/w(n)?, demostrando asi (8). [

IA

I\
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Este teorema admite una extensiéon que da una descripcién maés precisa de la distribucién de v, la cual se
comporta, en el limite, como una normal de media y varianza iguales a log log . Este es un teorema de
Erdés y Kac, de 1940 [20].

Teorema 25. Sea A € R fijo. Entonces, se tiene que

1 1 2
im = v > = 1 aX2
lim Hv loglogn + 14/ loglog n} N [n]’ ]/; \/_e dx.

21

Recordemos que una distribucién N es normal (o también conocida como gaussiana) de media u y varianza
o2 siy solo si es de la forma N = u + oN,, donde N, sigue una distribucion normal estdndar, esto es, de
media 0 y varianza 1. Equivalentemente, el primer caso se da si ¥ sigue un distribucién normal estdndar.
La funcién de densidad de N, es f(x) = ﬁe‘xz/z, asi que P(N, > ¢) = [ f(x) dx para todo ¢ € [—c0, co].

Podemos reescribir el limite del teorema de Erdds y Kac de manera mas esclarecedora:

—logl
lim P(M > /1) =P(N, > 1), paratodol€R,
n—oo yloglogn

en forma de una convergencia en distribucién. El hecho més importante en el tipo de argumentos
involucrados en la prueba del teorema 25 es que hay variables aleatorias X, como la gaussiana, que estan
totalmente determinadas por sus momentos en el siguiente sentido: cualquier variable aleatoria Y con
momentos E[Y¥] = E[X¥] para todo k € N cumple que P(X = Y) = 1. El lector puede dirigirse al
libro de Billingsley [5, capitulo 30] para ver condiciones suficientes en las que la situacién anterior se da,
esencialmente cuando la sucesién de momentos crece lo suficientemente despacio para que la funcién
Mx(t) = E[eXT] pueda estudiarse como la funcién generatriz que contiene como coeficientes de su
desarrollo en serie de potencias a la sucesion {E[X*]/k!};s. La importancia de la funcién Mx(t) radica en
que, dadas las variables aleatorias X, e Y, la convergencia de X,, a Y en distribucién puede reducirse a
comprobar la convergencia puntual de las funciones My, (¢) a My(¢), lo cual también puede reducirse a
probar, para cada k > 1, la convergencia de E[X¥] a E[Y¥], una tarea mucho mads sencilla. Al igual que
en esta secciéon hemos aplicado el método del segundo momento, la seccién 3 podria llamarse método
del primer momentoy en la demostracién del teorema 25 se aplica el método de momentos descrito con
mads detalle en el libro de Billingsley [5, teorema 30.3]. Otra idea importante en esta demostracioén, que
ya aparece en el teorema 21 y que es muy comun en probabilidad, es el método de truncamiento. En
ocasiones, una variable aleatoria en su totalidad oscila demasiado, como ocurre con la varianza de v, y
por ello es mejor aproximarla, considerando y,,. Para estimar los momentos de orden »n > 3 de v, y probar
el teorema 25 se emplean las mismas técnicas que en la prueba del teorema 21, pero el truncamiento si
que resulta ser mads sutil y se basa en el teorema 20.

Aprovechando que a esta alturas hemos descrito pruebas probabilisticas de distinta naturaleza, queremos
indicar que, entendiendo el método probabilistico en este sentido amplio que se considera en la introduc-
cién, la primera aplicacién de este método se le atribuye a Emil Borel [8], uno de los padres fundadores
de la teoria de la medida y la probabilidad. En el articulo anterior se prueba que casi todos los niimeros
reales son normales.

6. Lema local de Lovasz

Una de las debilidades del argumento empleado en la proposicién 13 es que requiere condiciones muy
fuertes para ser aplicado y, en el sentido de la observacién 9, las probabilidades de los sucesos malos deben
ser muy pequefias para que se pueda proceder con esta técnica. En efecto, la conclusion del resultado no
es solo que exista algtin torneo con la propiedad Sy, sino que casi todos la verifican cuando el nimero de
vértices es muy grande. Esto sugiere investigar nuevas formas de asegurar que ciertos sucesos malos no
cubran un espacio de probabilidad.
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Por otro lado, hay otro fenémeno muy usual en problemas de combinatoria de interés como las coloracio-
nes: laindependencia de sucesos. Obsérvese, por la definicién 4, que si d sucesos malos tienen probabilidad
alo sumo p < 1y son independientes, entonces, con probabilidad al menos (1 — p)¢ > 0, ninguno de ellos
ocurre. Asi que ya conocemos dos condiciones extremas bajo las cuales una coleccioén finita de sucesos no
cubre un espacio de probabilidad: o bien no lo cubren individualmente y son independientes o bien sus
probabilidades son muy pequefias en el sentido del primer punto de la proposicién 8. Ambos casos son
demasiado favorables. El lema local de Lovasz permite cuantificar y explotar casos intermedios.

Antes de enunciar este lema necesitamos introducir una nueva nocién de independencia en la definicién 26
diferente de la que aparece en la definicién 4, para la cual usaremos la siguiente notacién.

Notacién. La probabilidad P(A | B) de un suceso A condicionado al suceso B viene dada por IP(A N B)/IP(B)
y estd definida solo cuando P(B) > 0. N6tese que A y B son independientes si y solo P(A | B) = P(A). Es
por esto que la notacién de probabilidad condicionada es mas cémoda y contiene mds significado. Asi que
escribiremos identidades del estilo de IP(A | B) > ¢; o P(A | B) = ¢,, que son simplemente una abreviacién
para P(A N B) > ¢;P(B) y P(A n B) = ¢,IP(B), respectivamente. En el caso degenerado de que IP(B) = 0, se
tiene que P(A N B) = 0 también y ambas desigualdades son trivialmente ciertas.

Definicién 26. Decimos que un suceso S es independiente de una coleccién {Si};;_, de sucesos si para
todo I C [n] se tiene que P(S | ﬂkeI Si) = P(S).

Definicion 27. Dados A,, ..., A,, sucesos en un espacio de probabilidad, su grafo de dependencia es un
grafo G (definicién 11) cuyo conjunto de vértices es {1, ..., n} (que debemos pensar como {A;, ..., A, }) ¥
cuyas aristas indican la posible dependencia entre los correspondientes sucesos. De manera precisa, Ay es
independiente de la coleccion {A;} ii¢r(c) Para todo k € [n].

Observacion 28. Se remarca que la condicién anterior, que Ay sea independiente de la coleccion {A; . igr(c)»
es mucho mds débil que la de imponer que los sucesos de la coleccién U{k IEEG) {A;} U {Ay} sean indepen-
dientes, recuérdese la definicion 4.

Observacion 29. También se verifica que S es independiente de {Sy, S }3-, silo es de {S,}}_,.

El siguiente resultado apareci6 en un articulo de Erdés y Lovdsz en 1975 [21] y a modo de motivacién
adelantamos que nos llevard directamente al lema 31, que cuantifica esta intuicién: si una coleccién
de sucesos malos tiene probabilidad positiva de no ocurrir y cada uno de ellos tiene una probabilidad
pequeifia en comparacion con el nimero de sucesos de los que depende, entonces, con probabilidad
positiva, ninguno de ellos sucede.

Lema 30 (Version general del lema local de Lovdsz). SeanA,, ..., A, sucesos en un espacio de probabilidad
(9, P) con grafo de dependencia G. Supongamos que existen ntimeros reales {x;}!, C [0, 1) tales que

PA)<x; [] (A-x), paratodoi€ [n].
{1.J}eE(G)

Entonces, se tiene que
n n
P(ﬂAf) >Ja-x)>o.
i=1 i=1

Demostracion. Vamos a asumir ahora el siguiente enunciado que probaremos maés tarde:

(9) P (Ag

ﬂAj) >1—x;, VJIC[n],ViglJ.
jeJ

De esta forma, es facil terminar la prueba del lema:

n
P(ﬂ Ai) = P(AS) P(AS | A P(AS | A5 1 AS) ---IP(A%
k=1

n—1
ﬂAf) > (1= x)(1 = x)(1 = x3) -+ (1 = x,,).
j=1
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Procederemos por induccién en |J| para demostrar el siguiente enunciado equivalente a (9):

(10) P (Ai

ﬂAj) <x;, VIC[n]ViglJ.

jeJ

El caso base es |J| = 0. Se recuerda que la interseccién vacia de subconjuntos es el conjunto total. Asi,

P (Ai

Para el paso inductivo, vamos a asumir que la propiedad se verifica para todo subconjunto J con |[J| < m
(hipétesis de induccién fuerte) y vamos a comprobarlo para cualquier subconjunto J C [n] de tamafio
|[7| = m. Dado i ¢ J, definimos J;; = {j € J : {i, j} € E(G)} = {uy, ..., up}, con b elementos, y J,, =J — J;;,
con m — b elementos. También definimos B; =[)._, ASyC;=[),., AS. Reordenando,

JeJin Jjelin ]

ﬂAj):P(Ai)Sxi I] a-x)<x Vielnl

jel {i,j}€E(G)

P(A;NnBNC) PANBNG) PCG)  PA;NB|C)
P(B;n Cy) P(C) P(B;n C;) P(B; | Cy)

(1) P(A4; | B;nCy) =

Teniendo en cuenta que A; es independiente de C;, por la observacion 29 después de la definicién 26,

P(A; N B; N Cy)P(4;)

<PA)<x [ (a-x)

{i.j}€E(G)
lo cual nos da esta cota superior para el numerador de (11). Ahora pasamos a analizar el denominador,

b
(13) PB; | C) =P(AS, NAS, N nAS, | C) =[P4, | CinAS, N nAS, ).
k=1

Teniendo en cuenta que cada uno de los conjuntos C; N A7, N --- N A7, |, conk € [b], es interseccién de
(m —b) + k — 1 < m conjuntos de la coleccidn inicial {A4;}}- ,, podemos aplicar la hipétesis de induccién a
cada factor del lado derecho de (13) y la observacién de que {u, ..., up} C {j : {i, j} € E(G)} para deducir
que

b b
(14) PB | C)=[]Ps, 1cna, n-na, )2][0-x02= J] Q-x.
k=1 k=1 {i,j}€E(G)
Finalmente, se observa que (11), (12) y (14) implican que P(4; | B; N C;) < X;, es decir, (10). n

Es necesario plantearse por qué llamamos «lema local» a este resultado. Siguiendo la discusién anterior,
es valioso entender el problema general de garantizar que una coleccién de sucesos en un espacio de
probabilidad no cubra todo el espacio. Con la ayuda de este lema no tendriamos que comprobar una
condicion que involucre a todos los sucesos A; para concluir que P(ﬂ:zl %) > 0, sino que la condicién
en cada uno de los A; es local porque solamente aparecen involucrados aquellos sucesos que puedan
depender de A;. El lema 30 tiene su propio interés pero, a primera vista, parece dificil de usar porque
involucra muchos pesos x; y muchas condiciones a comprobar. Una versién mds homogénea y manejable
del lema local de Lovész, que serd suficiente para las aplicaciones que veremos, es la siguiente.

Lema 31 (Version simétrica del lemalocal de Lovédsz). SeanA,, ..., A,, sucesos en un espacio de probabilidad
(Q,P) con grafo de dependencia G. Supongamos que cada vértice de G es extremo de a lo sumo d aristas
y que, ademds, para algtin p € [0, 1] se cumple que P(A) < p para todo k € [n]. Si, ademads, se tiene que

ep(d + 1) < 1, entonces
n
P (ﬂ Aﬁc> > 0.
k=1

Por simplicidad, dejamos enunciado el siguiente lema sencillo.

Lema 32. Sean un entero distinto de 0 y —1. Entonces, (1 + %)n <esiysolosin>0.
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Demostracion del lema 31.  Es consecuencia de la versién general. Consideramos los pesos x; = d%l. De esta
forma se comprueba que, para todo i € [n]:

x J[ a-x)= ! ( d )d> 11 p > P(4))
i - )= = - = = i)
4 iCBG) d+1\d+1 d+1le

donde hemos aplicado el lema 32 con n = d + 1 > 0. Por tanto, el resultado se sigue directamente del
lema 30. .

Como curiosidad, la constante e que aparece en el lema 31 no es arbitraria, y Shearer [34] demostr6 que es
la mejor que puede considerarse, es decir, la mas pequefia para que siga siendo cierto el teorema. Conviene
analizar ahora una aplicacién estdndar de este lema antes de proponer algunos ejercicios.

Definicion 33. Un hipergrafo H es un par (V, E), donde V'y E son conjuntos tales que E C P(V). Llamamos
a los elementos de V vértices, y a los elementos de E hiperaristas (o simplemente aristas). Decimos que H
es finito si V es finito. Decimos que dos aristas e, e’ € E del hipergrafo se cortan si comparten algin vértice,
es decir, siene’ # @. Una coloracién del hipergrafo (V, E) con k colores es una funciénc: V — {1, ..., k}.
Decimos que un hipergrafo es 2-coloreable si admite una coloracién con dos colores que no contenga
ninguna arista monocromatica.

Teorema 34. Sea (V, E) un hipergrafo finito que verifica las dos siguientes propiedades:

1. Toda arista e € E tiene al menos k vértices.
2. Cada arista e € E interseca a lo sumo a otras d aristas.

Zk_l

Si se cumple que e(d + 1) < , entonces el hipergrafo (V, E) es 2-coloreable.

Demostracion. Coloreamos al azar cada vértice con probabilidad 1/2 y de manera independiente. Se
considera, para cada arista a, el suceso S, = {La arista a es monocromatica}. Claramente, si la arista a
tiene c, vértices, entonces P(S,) = 2/2% < 1/2%¥=! porque ¢, > k. Ademads, S, es independiente de la
coleccién de sucesos {Sy, : b € E,anb = @}, asi que S, es independiente de una coleccién de sucesos que
contiene a todos los de S quitando aquellos a los que interseca, a lo sumo d. Como e(d + 1)/2¥"! < 1, se
sigue por el lema 31 que ﬂaeE S§ # @y que, por tanto, existe tal coloracion. (]

Una observacién importante es que la desigualdad e(d + 1) < 2! del teorema 34 no depende del tamaio
de V' sino del pardmetro local d. Si quisiéramos demostrar el teorema 34 con un argumento de existencia
directa al estilo de la seccion 3, entonces no habria una manera obvia de aprovechar la segunda condicién
del enunciado de este teorema. Si empledramos solo la primera condicién y buscaramos aplicar la primera
parte de la proposicién 8 a lo bruto, necesitariamos que se cumpliera que |[E(V)| < 2K~!. Esta desigualdad
serd, generalmente, mucho mds fuerte que la anterior.

Para exhibir esta diferencia en un ejemplo concreto, tomamos dos enteros positivos k < n y consideramos
el hipergrafo de vértices V = Z/nZ y aristas {i,i + 1,...,i + k — 1}, (se recuerda que estos enteros se
suman moédulo n). Para probar que este hipergrafo es 2-coloreable con un argumento de existencia directa
necesitamos n < 2!y, en particular, k > log, (n), lo cual deja muchos casos sin cubrir. Para aplicar el
lema local de Lovész, notando que podemos tomar d + 1 = 2k, basta con tener 2ek < 2k=1 1o cual se
cumplird siempre que k > 7. Esta desigualdad no involucra a n y, ademads, prueba la 2-coloracién de
préacticamente toda la familia de hipergrafos descrita, con parametros k < n.

Queremos resaltar que el hipergrafo del parrafo anterior es 2-coloreable sik > 3osinesparyk = 2
(coloreando de manera alternada los vértices). Pero esta observacion depende de la propia estructura
global del grafo y lo que se pretende con estos argumentos probabilisticos es probar que sea inevitable la
presencia de cierta estructura (ser 2-coloreable) recurriendo tinicamente a ciertas condiciones débiles
del grafo que atin den mucha libertad para su posible aspecto (como ocurre con las dos condiciones
impuestas en el teorema 34).

En el ejemplo anterior es evidente la potencia del lema local de Lovdasz. La razén por la que funciona
mucho mejor que la proposicién 8 es que las dependencias entre los correspondientes sucesos malos eran
poco comunes (por ejemplo, 1 + d = 2k no dependia del tamafio n del grafo). Sin embargo, en la solucién
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del ejercicio 4, donde se prueba que R(k, k) > 2K/? si k > 2, si se trabaja con sucesos malos que presentan
mucha dependencia mutua. Al final de la solucién se comenta que, con el mismo método, el dado por
la proposicién 8, y solo usando mejores estimaciones de los coeficientes binomiales (por ejemplo, por
medio de la férmula de Stirling), se obtiene que

k‘zk/z
1 1)).
J3e (1+0(1))

R(k, k) >

Lo interesante es que, con el lema local de Lovész (véase el libro de Alon y Spencer [3, teorema 5.3.1], junto
con los comentarios posteriores), se llega a que

\/E.k,zk/Z

>
R(k, k) > .

(1 +o(1)),

que solo mejora en un factor 2 porque el alto nimero de dependencias entre los sucesos malos no puede
producir una mejora significativa con respecto al método directo. Esta tiltima cota inferior, descubierta
por Spencer [36], es 1a mejor que se conoce hasta el momento.

Planteamos dos ejercicios, extraidos de [33] yWikipedia [42], para invitar al lector a emplear el lema 31 antes
de exponer una ultima aplicacién més elaborada. Las soluciones pueden encontrarse en el apéndice A.

Ejercicio 7. Sean k y n enteros positivos tales que k > 3\/5. Entonces, es posible pintar las aristas del grafo
completo X, con k colores de manera que no haya ningtin tridngulo monocromaético.

Ejercicio 8. Se consideran 11n puntos sobre una circunferencia y se pintan con n colores de forma que
haya 11 puntos de cada color. Se pide probar que pueden elegirse n puntos de distinto color y mutuamente
no consecutivos en la circunferencia.

Vamos a pasar ahora a analizar un resultado del cual no se conoce ninguna demostracién que no involucre
consideraciones probabilisticas. Un aspecto interesante afiadido a la demostracion del siguiente resultado
es que emplea el lema local de Lovasz para resolver la version finita del problema y dota al espacio de
configuraciones de una topologia, segtin la cual es compacto, para concluir con la versién global.

Teorema 35. Sean m, k dos enteros positivos tales que
1 m
(15) e(m(m—l)+1)k(1—E> <1

Entonces, para cualquier conjunto de m reales W = {x, ..., x,,}, existe una coloracién c: R — [k] tal que
toda traslacion x + W, con x € R, contiene los k colores.

Miremos detenidamente el enunciado anterior. Lo sorprendente es que, fijado el namero de colores k,
siempre podemos tomar m lo suficientemente grande para que se cumpla la conclusién del teorema. Este
resultado es el teorema 5.2.2 del libro de Alon y Spencer [3] y, tal y como se observa después en este libro,
puede tomarse m > (3 + o(1))k log k para asegurar que se cumple la ecuacién (15).

Demostracion del teorema 35. Observamos que aparecen términos similares a los del teorema 34. Fijemos
el conjunto W. Hay que encontrar una coloracién del hipergrafo H = (R, E), donde E = {x + W : x € R},
de manera que cada arista verifique una propiedad. Dicha propiedad no serd, como en el teorema 34, no
ser monocromadtica, sino contener todos los k colores. Lo comtn con la prueba del teorema 34 es que las
coloraciones aleatorias las haremos uniformemente al azar y que en este caso también es fécil tener un
control de la correspondiente condicién local de dependencia.

Fijada una arista u € E, hay a lo sumo otras m(m — 1) aristas que intersecan a u. Vamos a probar esto
altimo. Fijamos y, € R. Para que las dos aristas distintas y, + W, y, + W (¥, € R) se corten, deben existir
dos elementos x;, x; € W tales que y, + x; = y, + x;. Es decir, y, = x; + y; — x; y hay alo sumo m(m — 1)
tales y,, porque hay como mucho uno por cada par ordenado (x;, ;) de W X W con x; # x;. Con el objetivo
de aplicar el lema 31, tomamos d = (m — 1)m.
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Ahora introducimos los sucesos malos. Para cada arista f* € E se define Sy = {f no contiene los k colores}.
Por la proposicién 7, la probabilidad de cada suceso Sy admite la siguiente cota sencilla:

k k m
Sp= U{f no contiene el color i} = P(Sy) < Z P (f no contiene el color i) = k(l - %) .

i=1 i=1

Asi que, nuevamente con la mirada en el lema 31, definimos p = k(1 — 1/k)™. Como se cumple que
ep(d + 1) < 1, todo apunta a que el teorema 35 sea una aplicacién del lema local de Lovasz anéloga al
teorema 34, pero hay una gran diferencia que quizi el lector atento haya notado, y es que el hipergrafo
que estamos considerando no es finito, ni tampoco la cantidad de sucesos malos. Recordamos que el
resultado 31 es cierto cuando se considera una cantidad finita de sucesos, asi que no podemos aplicarlo
directamente como antes.

Sin embargo, no esta todo perdido porque podemos aproximar el teorema 35 por sus versiones finitas. En
lugar de considerar todas las traslaciones de W, tomaremos un subconjunto A C R finito y probaremos que
existe una coloracién de R de tal manera que todas las traslaciones de W por elementos de A contengan
los k colores. Ahora, el hipergrafo H, tiene aristas E4 = {x + W : x € A}, vértices V; = Ux A+ W)y
sucesos malos {Sy : f € E,}. Con la notacién del lema 31 y por lo comentado anteriormente, podemos
tomard = (m — 1)my p = k(1 — 1/k)™, ya que en este nuevo subgrafo finito de H nos encontramos en
unas condiciones locales més débiles y cada S sigue teniendo la misma probabilidad. Por tanto, ahora si
podemos concluir con la existencia de tal coloracién porque la ecuacién (15) equivale a la desigualdad
dada en el teorema 34.

El espacio de posibles coloraciones de H es [k]R, que corresponde a un producto cartesiano Hiel Q; de
conjuntos idénticos Q; = [k] conI = R como conjunto de indices. Para cada A C R, llamaremos C4 C [k]®
al conjunto de coloraciones de R para las cuales todas las traslaciones a + W, con a € A, contienen a todos
los colores. Hemos demostrado que C4 es no vacio si A es finito, porque basta considerar la coloracién de
los vértices de H, dada por el argumento existencial anterior y, después, se puede pintar el resto de R de
cualquier forma. Esto se debe a que los vértices de H, son exactamente los reales que aparecen en las
traslaciones de W por elementos de A.

En definitiva, hemos comprobado que C4 es no vacio para todo A C R finito y queremos probar que
CRr es no vacio. Para pasar del caso finito al de todo R, recurriremos a un argumento topolégico que
consiste en entender mejor el espacio [k]R y los subconjuntos C,. Con ese objetivo vamos a introducir, sin
demostracion, un lema bdésico y un teorema de topologia.

Lema 36. Sea K un espacio topologico compacto. Sea {U,};c; una coleccion de cerrados de K con todas
las intersecciones finitas no vacias, es decir, para todon € Z* y cualesquiera iy, ..., i, € I, tenemos que
ﬂZ=1 U, # @. Entonces, (,_, U, # @.

Este lema procede reformular la definicién usual de espacio compacto tomando el paso al complementario
en todos los conjuntos involucrados. De esta forma, reemplazamos abiertos y uniones por cerrados e
intersecciones, respectivamente. El siguiente resultado es conocido como el teorema de Tychonoffy es
equivalente al axioma de la eleccion.

Teorema 37. El producto de una coleccion arbitraria de espacios topolégicos compactos, dotado de la
topologia producto, es compacto.

Como consecuencia de este teorema, tenemos que el espacio de coloraciones [k]® con la topologia
producto es compacto si consideramos cada espacio [k] equipado de la topologia discreta. Ademaés, con
esta topologia, los conjuntos Cyg;, con a € R, son cerrados y cumplen las condiciones del lema anterior, ya
que cada interseccion finita es igual a C4 # @ para cierto A C R finito. Por tanto, por la compacidad del

espacio [k]R, se deduce que Cg = ﬂaeR Ciqy # @, cOmo queriamos. (]

El argumento topolégico empleado al final de la demostracién es bastante comtn en matemadticas, es
un argumento de compacidad por el cual podemos tratar a los compactos como conjuntos finitos. La
siguiente cita de René Thom, de su libro Stabilité Structurelle et Morphogenese, hace referencia a esta idea:
«La topologie est précisément la discipline mathématique qui permet le passage du local au global».
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Ademas de las fuentes de problemas ya mencionadas, muchas mas aplicaciones del método probabilistico
pueden encontrarse en el libro de Alon y Spencer [3]. Md&s en particular, se recomienda la coleccién de
problemas de existencia directa de Boppana [7] y el libro de Molloy y Reed [28], con aplicaciones del lema
local de Lovész en cuestiones de coloraciones de grafos.

Notese que las aplicaciones del lema 31 que hemos tratado contienen como conclusién la existencia de
un cierto objeto pero, en la préctica, no permiten saber cémo poder encontrarlo de manera eficiente. Esto
se debe a que la prueba del lema 30 involucra argumentos puramente probabilisticos. Por ejemplo, en el
teorema 35 se prueba la existencia de una coloracién pero no aparece ninguna pista sobre cémo podria ser
un algoritmo para hallarla explicitamente en un caso concreto. Es cierto que, atin asi, estas demostraciones
probabilisticas pueden dar, cuando las probabilidades involucradas son lo suficientemente buenas, un
algoritmo aleatorio con el objetivo anterior y que puede simplemente consistir en sortear configuraciones
con alguna distribucién adecuada varias veces y comprobar si alguna cumple lo deseado.

La linea de investigacién que plantea este punto de vista algoritmico comenzé en 1991, cuando Beck [4]
prob6 una version constructiva del lema local de Lovédsz con condiciones mds restrictivas. Posteriormente,
Moser [29] dio una demostracién constructiva del lema 30 en 2009, que seria mejorada en 2010 por
Moser y Tardos [30] para cubrir casi todos los casos que la versién no constructiva del lema resuelve.
Puede consultarse en el blog de Tao [38] una breve discusién del argumento de compresién de entropia
utilizado en estos dos tdltimos trabajos aplicado al Problema de satisfacibilidad booleana [43], 1a version
algoritmica de un problema de légica sintactica que consiste en encontrar, dadas varias férmulas de
una cierta forma, una asignacién de valores de verdad a sus variables proposicionales para que todas las
férmulas se satisfagan.

Para finalizar, resumimos brevemente lo que se conoce sobre la versién algoritmica de otro de los resutados
de naturaleza existencial que hemos tratado sobre estimaciones de los nimeros diagonales de Ramsey. En
el ejercicio 4 se plante6 probar que R(k, k) > 2¥/2 si k > 2. Antes de explicar el problema algoritmico que
plantea esta desigualdad, vamos a cambiar un poco su formulacién. Decimos que un grafo es m-Ramsey
si no tiene ningln subgrafo completo de m vértices ni tampoco un subgrafo de m vértices sin aristas. Asi
que R(k, k) — 1 serfa el maximo entero n para el cual existe un grafo k-Ramsey de n vértices. Con esta
formulacién, la desigualdad anterior refleja el hecho de que, para cada n > 2, existe un grafo de n vértices
que es 2logn-Ramsey. Como se remarca en la introduccidn, la prueba original de Erdds en 1947 [16]
(descrita en la solucidn del ejercicio 4 en el apéndice A) no produce explicitamente tal grafo, aunque es
necesario aclarar dicha nocién de explicitud porque no es evidente y, de hecho, ha ido evolucionando.

El propio Erdés ofrecié cien délares (desde su muerte, Graham mantiene esta oferta) a quien pudiera dar,
para cierta constante C, ejemplos de grafos Clog n-Ramsey de n vértices para un n general. Por entonces,
lo nocién de explicitud era diferente y, tras la era computacional, se relajé considerablemente hasta llegar
a la siguiente interpretaciéon. De manera imprecisa, decimos que un grafo G de n vértices es dado de
forma explicita si para dos vértices u y v cualesquiera de G se puede determinar eficientemente si existe
una arista entre u y v. Dicha eficiencia significa, cuantitativamente, que existe un algoritmo que pueda
realizar la correspondiente tarea en una cantidad de tiempo que sea polinomial en log n, ya que logn es
aproximadamente el nimero de bits necesarios para codificar cada vértice de G.

Con este planteamiento, ha habido bastante progreso en los dltimos afios y los mejores resultados actual-
mente se deben a Chattopadhyay y Zuckerman [10] y Cohen [12]. En ambos se dan explicitamente grafos
2(loglogn)*_Ramsey de n vértices, para una constante c absoluta. Con la intencién de comparar la cota de
este resultado con la propuesta por Erdds, observamos que, para ¢ = 1, un grafo C - 2(°¢106")°_Ramsey es
también Clog n-Ramsey, pero el ¢ que se asegura en los articulos anteriores no es tan pequefio, asi que
adn nadie ha podido llevarse los cien délares.

El desarrollo de esta cuestion a lo largo de los afios también exhibe el poder de la aleatoriedad. Con
un breve argumento probabilistico quedo resuelta esta cuestion sobre los nimeros de Ramsey a nivel
existencial. Sin embargo, en su versidn constructiva, incluso con una nocién de explicitud relajada a nivel
computacional, constituye ain un problema abierto.
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A. Anexo: soluciones a los ejercicios planteados

Solucion del ejercicio 1.  Con el objetivo de construir un subgrafo bipartito de G, consideramos una particién
aleatoria de los vértices de G en dos conjuntos A y B. Esta particién se dard a partir de elegir de manera
independiente para cada vértice de G el conjunto al que pertenecen, A o B, cada uno con probabilidad
1/2. Para cada tal particién de V(G) aleatoria, quitamos las aristas de G que unan dos vértices de A o dos
vértices de B, dando asi lugar a un subgrafo bipartito Gy, de G con particion de vértices V(Gy;,) = AU B
(con la notacién de la definicién 14). Sea X la variable aleatoria correspondiente al nimero de aristas de
este grafo bipartito Gy, aleatorio. Probaremos que [E[X] = m/2 y la conclusion del ejercicio 1 se seguird
directamente del segundo punto de la proposicién 8. Vemos que X = ZeeE( o XeeE(Gyyp) ¥ ademads, dado
e € E(G), P(e € E(Gyp)) = P(los extremos de e estdn en el mismo conjunto de la particién) = 1/2. Por la
proposicion 7, E[X] = m/2. ]

Solucién del ejercicio 2. Tomaremos al azar un par de comités. Sea X el ntiimero de delegados en comin
que tienen ambos comités, de modo que X = X, + ... + X 409, donde cada X; es una indicatriz que toma el
valor 1 si y solo si el i-ésimo delegado estd en ambos comités seleccionados. Supongamos que el delegado
i-ésimo aparece en a; comités. Entonces, por un argumento de doble conteo, a; + ... + a;490 = 16000 - 80.
Para estimar E[X] también es necesario hacer uso de un caso particular de la desigualdad de Jensen.

Lema 38 (Desigualdad de Jensen). Dada una funcion f : R — R convexa, para cualesquiera x, ..., x, € R

se cumple lo siguiente:
n n
J () Xg
> .
2 2\ u

k=1
Vamos a aplicar este lema a la funcién f(x) = x(x — 1)/2 que, por tener segunda derivada positiva, es
convexa. Notemos que, si n > 0 es entero, entonces f(n) = (Z) Tenemos que

1600 1600 (@) 1600 - f 16000-80
E[X] = Z ]P(Xl =1)= k=1 f L > ( 1600 )

16000 = 16000
i=1 2 2

y, por la proposicion 8, se garantiza la existencia de un par P de comités tal que X(P) > E[X] > 3y, como
X toma valores enteros, X(P) > 4 como queriamos. [

~ 3,995 > 3

Solucién del ejercicio 3. Denotamos por G cualquier subgrafo de X, ,, (véase la definicién 14). Una particién
de las descritas en el enunciado consiste en elegir una permutacién o € S,, = Sim([n]) tal que {a;, by(;}
es una arista de G para todo i € [n]. Para probar que existe tal permutacion, elegiremos o € Sim([n])
uniformemente al azar, de entre las n! permutaciones posibles, y probaremos que la variable aleatoria
X definida por X(c0) = [{i € [n] : {a;, bs;} € E(G)}| tiene esperanza mayor que n — 1. Notemos que
X = ZeeE(G) X,, donde cada variable X, es la indicatriz del suceso {3i € [n] : e = {a;, bs(;)}}. Se calcula
facilmente que P(X, = 1) = (n — 1)!//n! = 1/nYy, por la proposicion 7, E[X] = (n> —n + 1)/n > n — 1. Por
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tanto, por el segundo punto de la proposicién 8, para algtin emparejamiento ¢ tendremos que X(o) > n—1
y, por tanto, X(o) = n, lo cual termina la solucién del ejercicio.

Queremos remarcar que el valor de n> —n+ 1 es el mejor posible. En efecto, puede considerarse un subgrafo
G en el que {a;, bj} sea una arista si y solo si j # 1. En este caso, tenemos n(n — 1) = n? — n aristas y no es
posible hacer un emparejamiento de los descritos. Como curiosidad, en este caso la variable aleatoria X
seria constante e igualan — 1. [

Solucién del ejercicio 4. Teniendo en cuenta que R(2,2) = 2, la desigualdad se cumple para k = 2. Vamos a
comprobarla para k > 3y, para ello, realizaremos la coloracién de un grafo n-completo uniformemente al
azar y probaremos que, con probabilidad positiva, no tendrd ningtin subgrafo k-completo monocromatico
sin < 2%2 Tenemos (Z) subgrafos completos de k elementos en el grafo completo X,,. Los enumeramos y,
para cada uno de ellos, definimos el suceso malo A; = {el subgrafo k-completo i-ésimo es monocromaético}.

k
Se tiene que P(4;) = 21_(2). Observamos la siguiente cota para los coeficientes binomiales: (Z) < n*/k,

directo porque (Z) = % H;:Ol (n —i). Entonces,

n 2 nkzk/2+l 2k/2+1

2 ]P(Ai)=< ) o < T S <1,
/2 |

it K5 = k2 K

usando que k > 3 en el tltimo paso. La conclusion se sigue del primer punto de la proposicién 8.

Tras el teorema 3.1.1 del libro de Alon y Spencer [3] se observa que puede tomarse n = (1 +o0(1))k2%/2/ (e\/E)

k
para que se siga cumpliendo la desigualdad (2)21_(2) < 1. Esto puede hacerse estimando mejor los
coeficientes binomiales con la férmula de Stirling. De este modo, la misma prueba que hemos dado,
acompafada de un mejor anélisis de los posibles n como acabamos de comentar, nos lleva a concluir que

R(k, k) > (1 + o(1))k2k/ 2/(e\/z), mejorando claramente la anterior desigualdad. n

Solucion del ejercicio 5. Por la simetria de filas y columnas en el problema anterior, nos referiremos a ellas
indistintamente como lineas. Vamos escoger una linea al azar y uniformente para después estudiar la
variable aleatoria X, que devuelve, para cada linea L, la cantidad X(L) de nimeros distintos en dicha linea.

Tenemos que X es la suma de n variables indicatrices, X = X, + ... + X,,, donde cada X, vale 1 en cada linea
que contenga a k y 0 en el resto. Para cada k,

[{L linea : L contiene a k}|

1
E[X;] = ﬁ< > Xk(L)) = o

L linea

Digamos que k aparece en ay filas y en by, columnas exactamente. Entonces, k aparece en exactamente
ay + by lineas. Por otro lado, tenemos que k aparece n veces en la cuadricula y dichas casillas deben estar
en una de las q, filas y en una de las b, columnas anteriormente descritas. Asi que k puede aparecer
en a lo sumo a; by casillas. Por la version més simple de la desigualdad aritmético-geométrica tenemos
que ay + by > 2y/agb, > 24/n. Por tanto, para cada k € [n], E[X,] = (ax + by)/2n > 1/1/n. Finalmente,
E[X] = ZZ=1 E[X,] > ZZ=1 1/4/n = /n, asi que, por el segundo punto de la proposicién 8, para alguna
linea L tenemos que X(L) > \/_ , como queriamos. n

Solucion del ejercicio 6. El enunciado es trivial para N = 1. Estudiemos ahora el caso N > 1. Vamos a hacer
N elecciones de elementos de G, con posibles repeticiones, y a formar asi nuestro conjunto B. Aplicaremos
el segundo punto de la proposicion 8 a la variable aleatoria X = |A + B, que verifica que E[X] > N?/2.
Podemos escribir X como suma de indicadores X}, con k € G, que toman el valor 1 siy solosi k € A + B.
Esto se da precisamente cuando k — a € B para algtin a € A, es decir, si alguno de tales N elementos esta
en B. Asi que P(X; = 1) = 1 — (1 — N/N?)V. Finalmente, E[X] = N*(1 — (1 — 1/N)N) > N?(1 — 1/e) > N?/2,
haciendo uso del lema 32 paran = —N < —1. [

Solucién del ejercicio 7. 'Vamos a proceder de manera estdndar. Consideramos una coloracién que asocie
a cada arista del grafo un color de manera uniforme e independiente al resto. Los malos sucesos que
vamos a estudiar, de los cuales queremos probar que su unién no cubre todo el espacio de probabilidad,
son precisamente aquellos en los que alguno de los tridngulos es monocromaético. No necesitamos saber
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cudntos sucesos malos hay, aunque sea inmediato de contar. Solamente necesitamos comprobar la
condicion local. La probabilidad de que un tridngulo cualquiera sea monocromatico es p = k/k3 = 1/k?.
Ademss, el suceso que consiste en que un tridngulo T sea monocromadtico es dependiente del suceso que
consiste en que el tridngulo T’ # T sea monocromadtico siy solo si Ty T’ tienen una arista en comun. Fijado
T, tenemos 3(n — 3) tales T', asi que d = 3n — 9 con la notacién del lema 31 yep(d + 1) < egin(?)n) <l =

Solucién del ejercicio 8. Vamos a optar por elegir, para cada uno de los n colores, uno de los once puntos de
dicho color uniformemente al azar. Es facil darse cuenta de cudles son los sucesos malos: para cada pareja
de puntos consecutivos con distinto color, un suceso malo seria el que corresponda a seleccionar ambos
puntos tras realizar la anterior eleccién aleatoria. Llamaremos pareja especial a una tal pareja de puntos.

Consideramos un conjunto de indices I que enumera las parejas especiales. Para cada i € I, se denota por
P la pareja especial asociada al indice i, y por S; el suceso malo correspondiente que describimos antes.
Para todo i, se tiene que p = P(4;) = 1/112, ya que cada punto de la pareja P, tiene probabilidad 1/11 de
ser elegido y cada eleccién es independiente (porque tienen distintos colores, por asuncion).

Ademids, podemos tener una cota en el nimero de dependencias. Consideremos una pareja P especial,
cuyos puntos tienen los colores C; y C,. Ahora afirmamos que A; va a ser independiente de la familia de
sucesos a los que A; pertenece si y solo si los colores de su pareja B son ambos distintos de C; y C,. Esto se
debe a que la eleccién de cada uno de los n puntos se hace para cada color de manera independiente.
Ahora vamos a contar cudntas parejas especiales B, van a tener alguno de sus colores igual a C; o C,.
Cada una de esas parejas B, debe contener un punto D, de color C; o C, (hay a lo sumo 22 puntos con
estas condiciones) y el otro punto Ej que forme la pareja B, = {Dy, E;} debe ser consecutivo a Dy. Asi que,
fijado Dy, hay como maximo dos opciones para Ej, y por ello hay como méximo 22 X 2 = 44 tales parejas
especiales, de entre las cuales debemos eliminar la propia pareja del suceso 4; fijada inicialmente. Con la
notacién del lema 31, hemos comprobado que podemos tomar p = 1/112 yd + 1 = 44. Se comprueba
simplemente que ep(d + 1) < 1Y, asi, por el lema 31, habra una posible eleccién de n puntos tal que
ninguno de los sucesos malos se da, que es precisamente la conclusién del enunciado. (]

TEMat, 4 (2020) e-1SSN: 2530-9633 65






g-medidas de Carleson
en espacios de Hardy HP y Bergman Aj

&9 Tanausi Aguilar
Universidad de Sevilla
taguilar@us.es

&9 Sergi Baena
Universitat de Barcelona
sergibaena@ub.edu

& Carlos Cruz
Universitat de Barcelona

ccruz@ub.edu

& Jordi Lendinez
Universitat Autbnoma de Barcelona

jordi.lendinez@kantarmedia.com

& Alejandro Molero
Universitat Autbnoma de Barcelona
amolero@mat.uab.cat

& Marco Praderio
Universitat Autonoma de Barcelona
PraderioM@Gmail.com

Resumen: La caracterizaciéon de las g-medidas de Carleson para espacios de fun-
ciones holomorfas es un problema clasico en el andlisis matemdtico. Presentamos
un andlisis de la caracterizacién cldsica de este tipo de medidas para el espacio de
Hardy HP y el espacio de Bergman A%,

Abstract: The characterization of g-Carleson measures for holomorphic function
spaces is a classical problem in mathematical analysis. We give a survey of the
classical characterization of this type of measures for the Hardy HP and Bergman
Aﬁl spaces.

Palabras clave: g-medidas de Carleson, espacios de Hardy, espacios de Bergman,
operador maximal, espacios de Hilbert con niicleo reproductor.

MSC2010: 30J99, 31A10.

Recibido: 26 de marzo de 2019.
Aceptado: 27 de marzo de 2020.

Agradecimientos: Queremos agradecer al Prof. J. A. Peldez por su inestimable ayuda en el andlisis de este problema
y en la depuracién de la presentacién de nuestro trabajo. También agradecemos a los organizadores de la
dltima edicién del Workshop on Complex Analysis and Operator Theory, asi como a la Spanish Network on
Complex Analysis and Operator Theory.

Referencia: AGUILAR, Tanaust; BAENA, Sergi; CRuz, Carlos; LENDINEZ, Jordi; MOLERO, Alejandro y PRADERIO,
Marco. «q-medidas de Carleson en espacios de Hardy HP y Bergman A%». En: TEMat, 4 (2020), pags. 67-82.
ISSN: 2530-9633. URL: https://temat.es/articulo/2020-p67.

@@® Este trabajo se distribuye bajo una licencia Creative Commons Reconocimiento 4.0 Internacional
https://creativecommons.org/licenses/by/4.0/


mailto:taguilar@us.es
mailto:sergibaena@ub.edu
mailto:ccruz@ub.edu
mailto:jordi.lendinez@kantarmedia.com
mailto:amolero@mat.uab.cat
mailto:PraderioM@Gmail.com
https://temat.es/articulo/2020-p67
https://creativecommons.org/licenses/by/4.0/

g-medidas de Carleson en espacios de Hardy HP y Bergman A%

1. Introduccion

La caracterizacién de las g-medidas de Carleson para espacios de funciones holomorfas es un problema
clasico en el andlisis matemadtico. Estas fueron introducidas por L. Carleson en la década de 1960 [3, 4]
para caracterizar las sucesiones de interpolacién en el dlgebra de Banach H*, formada por las funciones
holomorfas acotadas en el disco unidad abierto D = {z € C : |z]| < 1}, y dar una solucién al problema de
la corona.

Definicion 1. Sea u una medida de Borel positiva y # un espacio cuasinormado de funciones analiticas en
D. Diremos que u es una g-medida de Carleson para ¥ si el operador

d: F - [9)

es acotado.

La importancia de este tipo de medidas es ampliamente conocida. Existen multiples aplicaciones en
analisis armonico o en ecuaciones diferenciales, por ejemplo en la solucién de la ecuacién d dada por
Jones [12]. Como observa Jones [11], existe un destacable uso de este tipo de medidas en la caracterizacién
de funciones de oscilacién media acotada (BMO por sus siglas en inglés). Fefferman y Stein [8] demuestran
que ¢ € BMO(R) si y solo si su extension armoénica a R% satisface que yV¢ dx dy es una medida de
Carleson. Esto implica que el dual de H' se identifica con BMO. Sin embargo, hay que notar que este
resultado se puede obtener sin el uso de este tipo de medidas (ver el libro de Pavlovi¢ [14, cap. 6]).

Presentamos un andlisis de la caracterizacion clasica de este tipo de medidas, dada por Carleson, para
el espacio de Hardy HP y el espacio de Bergman con peso 4% en el disco unidad con p < q. Para el caso
q < p son necesarias otras técnicas que exceden la pretension de este texto. Ademds, analizamos algunas
propiedades del operador maximal de Hormander [10] para obtener el resultado. La importancia del
esquema de demostracion que desarrollamos en este articulo radica en que no requiere conocimientos
avanzados. El resultado que mostramos se puede obtener a través del teorema de interpolacién de
Marcinkiewicz (ver el articulo de Bernard [1, Teorema 3.8]), pero ello implica un conocimiento més
avanzado de teoria de la interpolacién. Nétese que el esquema para el espacio de Hardy se puede adaptar
al espacio de Bergman (ver también el articulo de Peldez y Réttya [15, Theorem 4.19]). Sin embargo,
optamos por otra via también sencilla.

El articulo se divide en cuatro secciones. En la primera repasamos algunas definiciones bésicas de los
espacios de Hilbert con ntcleo reproductor y definimos los espacios de Hardy y Bergman clésicos. En
la segunda secci6n, definimos y analizamos las cajas de Carleson y el operador maximal de Hérmander.
Finalizamos con una seccién para la caracterizacion en cada espacio.

Alo largo del articulo utilizaremos la siguiente notacién. Denotaremos por (H, (-, -)) a un espacio de Hilbert
de funciones holomorfas con producto escalar (-, -), y por T a la frontera del disco unidad ID. El conjunto
de funciones holomorfas en D estard denotado por O(ID). Ademds, si T: X — Y es un operador lineal y
continuo entre los espacios de Banach X e Y, denotaremos su norma por ||TJ| XY Por otro lado, dados
A, B > 0, si existe ¢ > 0 tal que A < ¢B, escribiremos A < B.SiA $ By B S A, escribiremos A < B.

Finalmente, sugerimos al lector interesado en profundizar en el teorema de interpolacién ver el articulo de
Bernard [1]; al interesado en los espacios de Bergman, leer los libros de Duren y Schuster [7] y Hedenmalm,
Korenblum y Zhu [9], y al interesado en los espacios de Hardy, los libros de Duren [6], Koosis [13] y Pavlo-
vi¢ [14]. Para profundizar en medidas de Carleson y aplicaciones de estas, se recomienda ver los articulos
de Carleson [3, 4], Fefferman y Stein [8], Jones [11, 12] y Peldez y Réttyd [15]. Para el operador maximal de
Hormander se recomienda leer su articulo original [10], y para conceptos bdsicos de andlisis complejo
aconsejamos los libros de Bruna y Cufi [2] y Rudin [17]. Cabe destacar que los articulos de Fefferman y
Stein [8] y Hormander [10] estdn enfocados a varias variables complejas, por lo que recomendamos al
lector que consulte los libros de Rudin [16] y Scheidemann [18] previamente a su lectura.
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2. Espacios de Hilbert con niicleo reproductor

Consideremos H un espacio de Hilbert, H C O(D), tal que para todo punto z € D el operador evaluacién
L,: H — Cdado por L,(f) = f(z) estd acotado. El teorema de representacién de Riesz [17] asegura la
existencia de una unica funcién K, tal que (f,K,) = L,(f) = f(z) para todo z € D. Dicha funcién se
denomina niicleo reproductor de H.

Dada (e,,),en una base ortonormal de H, su nticleo reproductor seré

(e

K (&)=Y e(Oen), £ z€D.

n=1

Nos centraremos en la caracterizacion de las g-medidas de Carleson para los espacios de Hardy HP y los
espacios de Bergman AL

Dadas la funcién f € O(ID) y constantes r € (0,1) y p € (0, o0), definimos la funcién

1 bl 1/p
My(r, f) = (Ef |f(Vei6)|pd9> .

Definicion 2. Sea 0 < p < 0. Definimos el espacio de Hardy HP como el espacio de funciones f € O(D)
tales que
||f||Hp = Sup Mp(r’f) = rlir}’l_Mp(rrf) < 0.

0<r<1

Notese que la dltima igualdad es debida al teorema de convexidad de Hardy (véase el libro de Conway [5,
cap. 6]). Por otro lado, sea dA(re“) = %dr dt y consideremos un peso w (es decir, w € L' (D, dA) con
w > 0).

Definicién 3. Sea 0 < p < oo0. Definimos el espacio de Bergman con peso w, A, como el espacio de
funciones f € O(ID) tales que

1/p
1L, =< [irr w(z)dA(z)) <.
D

En particular, nos centraremos en los pesos
w(2) = we(z) = (@ + 1A = 2%, a> -1,

por lo que de ahora en adelante denotaremos A%, = A% para estos pesos.

Notemos ahora que tanto el espacio de Hardy H? como el espacio de Bergman A2, tienen estructura de
espacio de Hilbert con los productos escalares respectivos,

G =5 [ PRy (0 = [ F@F @R UGE.
x D

Estos espacios admiten una base ortonormal dada por los monomios normalizados. En el caso del espacio
de Hardy H? tenemos que e,(z) = z" y la expresién de su nticleo reproductor queda como

K©O=3 7 = 5,

el cual normalizando queda

K(6) (1 _ IZIZ)I/Z
KAl 1-&

ko (§) =
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-1
donde ||K,|* = (1 - |z|2) . En el caso del espacio de Bergman A2, los elementos de la base de monomios
normalizados son
zn
en(z) = ’

1
\jZ f P+ lwy(p) dp
0

los cuales nos permiten calcular el nticleo reproductor de A% como

0 §"z_” 1
Kz(g) = Z 1 = — r
n=1 2(6{ + l)f p2n+1(1 _ pZ)Oc dp (1 gz)z-'—

0

Finalmente, normalizando el niicleo reproductor obtenemos que

(1 _ |le)(z+oz)/z

kz(g) = (1— &)2+oc

3. Cajas de Carleson y operador maximal de Hérmander

En esta seccién introduciremos la nocién de caja de Carleson asociada a un arco de T o a un punto del
disco unidad D. Posteriormente, hablaremos sobre el operador maximal de Hormander, el cual nos sera
atil en la seccion 4.

Definicion 4. Sea I C T un intervalo. La caja de Carleson asociada al intervalo I es el conjunto
SO ={re" : 1-r< |, e’ el},

donde |I| denota la medida de Lebesgue normalizada del intervalo I. De forma similar, se puede definir la
caja de Carleson para cualquier punto a = |ale’® € D \ {0} como

. 1—
S(@ ={ret 1 1= <1~ fal, forg(@)| = it - 6] < =514},

Ademas, si definimos el arco I, C T como
) 1—|a
P ])

tenemos que |[,| = 1 — |a| y el arco asociado a la caja de Carleson S(a) es I, (ver figura 1). Vemos entonces
que existe una biyeccién entre los conjuntos I, y S(a), a € D \ {0}. En particular, S(a) = S(I,).

Figura 1: Caja de Carleson.

Una propiedad interesante de las cajas de Carleson es el siguiente resultado técnico, el cual nos permite
obtener una condicién necesaria para describir las g-medidas de Carleson en los espacios mencionados.
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Lema5. Seana €D\ {0} y z € S(a). Entonces,

1—|af?
2

VB
>,

<|1-az|<(1-la)

Demostracion. Nétese que (1 + |a])/2 < 1, por lo que la primera desigualdad se obtiene de

1+|a|)_1—|a|2
2 -2

N—ag>1—lag > 1— || 2(1—|a|)(
Veamos la segunda desigualdad. Sea 6 = arg(az). Tenemos que
11 —az]> = (1 - [az])* + 4|al|z|(sen(8/2))* < (1 — |az])* + |6,
donde estamos usando que [sen(t)| < |t| para todo ¢t € R. Finalmente, como z € S(a),

(1—|az])* +16> < (1 — |az|)* + % <1 -|a®)?+

1—]a])?* 5
( 4| |) S Z(l _ |a|2)2' n
La siguiente clase de medidas quedaran caracterizadas cuando o = q/p como las g-medidas de Carleson
para HP.

Definicion 6. Sea o > 0. Si i es una medida de Borel positiva, definimos

p(S(@)
=sup ——————.
Il SUP 1 ap)e
Proposicion 7. Sean 0 < p,q < oo. Si u es una q-medida de Carleson para HP, existe una constante
c=c(p,q) > 0 tal que

||M||q/p <c ||Id||?Hp,Lq(#)) < ©0.

Demostracién. Por hipétesis, tenemos que Id : HP — L(u) es acotado. Tomamos a € ID y consideramos
la familia de funciones f,(z) = k,(z)*?, donde k, consiste en el nticleo reproductor normalizado

1 — lal?)2
@="1D e
1—-az
Entonces, como |lkg|l . = 1,
2q/
) ”IdH((IHp’Lq(ﬂ)) = ||ka||;2p ”IdH((ZHp'Lq(’u)) = ||fa||?_1p ||Id||?Hp,Lq(M)) > ”Id(.ﬁl)”zq(#) = ”faH(Il,q(,u) .

Ahora bien, f, € HP y

A fD I du(2) 2 /S .

2) 2/
1 — [q|?)V/2 q/p
= f a—laf= du(z) > (
S(a)

1-az
donde en la dltima desigualdad hemos usado que |1 — az| < @(l — |a|?) para z € S(a) (ver lema 5). Como
esto es cierto para toda a € D, de (1) y (2), y tomando c = (4/5)~%P, deducimos que

. W@ | _

@1 du(z) = f ka2 du(z)

S(a)
2
V5(1 — |af?)V2

K(S(a))

(1 =Jap)e®’

2q/p
) u(S(a)) = (4/5)%P

Mais adelante veremos que, si ¢ > p, entonces la inclusién H? C L(u) es acotada y existe C > 0 tal que

q - q 4
||,u||q/p >C ||Id||(Hp,Lq(u)). Por lo tanto, en este caso, ||,u||q/p = ||Id||(Hp’Lq(u)) (véase el teorema 13). Para eso,

necesitaremos el siguiente lema de recubrimiento.
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Lema 8 (Lema de recubrimiento 1). Sea A C D, A # @. Supongamos que no existe una sucesion infinita
de puntos (Z,)nen C A tales que los intervalos asociados (I, ),en Sean disjuntos dos a dos. Entonces,
existe una sucesion finita de puntos z, ..., Z,, € A tales que los arcos I, ..., I,,, son disjuntos y

m
Aac|J{zeD: L 5L},

n=1
_ fait - 5(1—|znl)
donde 5I,, = {e‘ e — 6] < 2fall
Demostracién. Para la prueba vamos a construir una sucesion de puntos z;, ..., 2, € A que va a satisfacer

la hipétesis que queremos.

Sean A; = Ayp, =inf{|z] : € A,}. Si0 € A, elegimos z; = 0; en caso contrario, elegimos z; € A, tal
que |z;| £ (o; + 1)/2, lo cual es posible ya que, si |z] > (p; + 1)/2 para todo z € A, entonces tendriamos
que

+1
plT <inf{lz| : z €A} =p, <1,

y llegariamos a una contradiccion. Sea ahora A, ={z € A, : [, NI, = @}.Si A, = @, escogemos m = 1y
ya tenemos la sucesién buscada. Si A, # @, definimos p, = inf{|z| : z € A,} y elegimos z, € A, tal que
I22] < (s + 1)/2.

De esta manera, se puede crear una sucesion de puntos z;, Z,, Z3, ... tales que z,, € A, v |z,| < (0, + 1)/2,
dondeA,={z€A,_, : NI, =0}#@yp,=Iinf{|z| : z € A,}paran > 2. Por hipétesis, el proceso
de escoger las z,, debe parar (es decir, existe un n € N tal que A,, = @, por lo que ya tendriamos la sucesién
buscada), ya que no existe ninguna coleccién infinita de puntos (z,),en C A tales que los intervalos
asociados (I, ),en sean disjuntos dos a dos.

Por lo tanto, existe un entero m > 1 tal que A,, # @ paratodo 1 < n < m pero A,,,, = @. Entonces, dado
Z € A, existe algtin n, € {1,..,m} tal que I, N IZno # @. Fijemos el subindice n, (si hubiera més de uno,
escogemos 1, como el minimo entre estos subindices). Obsérvese que, si n, > 1, entonces I, N I, =0
para todo j € {1, ..., ny — 1}. Por tanto,

12| > pn, = inf{lz| : 2 €A ﬂIZ}. =@, 1<j<ny—1}L
Asi pues, como 2|z, | < pp, + 1,
Ll =112 £1=pp, <1+ 1=2zp| = 2(1 = |2p,]) = 2|I, |-

Concluimos que I, N1, # @y |I,| < 2|I, |. Porlo tanto, I, C 5, .
Siny = 1, hacemos el mismo argumento pero ahora con p, y z; en lugar de p,,, y Zy,. L]

Para acabar esta seccién, vamos a introducir el operador maximal de Hérmander y daremos algunos
resultados interestantes sobre este operador.

Definicion 9. Sean ¢ € I}(T) y z € D. El operador maximal de Hérmander se define como
. 1 :
M(e)@) = sup - [ et
r, 11U,

El siguiente resultado nos da una manera equivalente de escribir el operador de Hérmander.

Lema10. Siz = rel® € D, definimos

W= s f ()] dt.
I

I26i8, |I|>|I,|

Entonces, M,(p)(e"®) < M(¢)(z) para todo z = re®® € D.
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Demostracion. Observamos que para todo arco I D I, tenemos que |I| > |I,|. Ademads, e e I, cI,delo
que se obtiene la primera desigualdad

M(P)(z) < M(P)(E®).

Para ver la segunda desigualdad, sea I un intervalo tal que e € I'y |I| > |I.|. Entonces, e e ILNnI#@. Asi
pues, existe un arco I D I tal que |I| = 2|I| y I, C I. Por lo tanto,

i [leeniar <2z fipeniar =2 [loe)ar < 290,
y la desigualdad que queremos ver se sigue tomando supremo sobre los arcos I tales que e® € I'y

> |1, .

La ventaja de esta equivalencia es que podemos probar una desigualdad puntual para este operador
cuando actda sobre espacios de Hardy.

Lema1l. Sea p > 0. Existe una constante C = C(p) tal que

If@)IP < CM(|fP)(2),
para todo z € D y para toda f € HP.
Demostracion. En virtud del lema 10, basta probar la desigualdad
IfRIP < C'M(fIP)e®), ze€D, feHP,

donde ¢’ = C'(p). Dada f € HP, observemos que, al ser f holomorfa, puede probarse que |f|P es
subarménica en el disco unidad. Por otro lado, recordemos que, si denotamos por

1—r?

Pl)=———
HD) 1—2rcost + r?

t € [-m, ],

el niicleo de Poisson conr € (0,1) y tomamos g € L}(T), la funcion
1 T[
6 _ .
ug(re’) = o /;n B(6-1t)g(e")dt, 6e€[-m ],

es una funcién arménica en ID cuyo limite radial en T existe y coincide con g(z) para casi todo z € T [17,
Teorema 11.16]. Como f € HP, puede probarse que |f|P restringida a T es una funcion de L}(T). Asf,

wgp(e®) = o [ B@- DI dr

es una funcién arménica que coincide con |f|P para casi todo punto en T. Pero, como |f|P es subarmonica,
concluimos por definiciéon que

)P < 5- f :Pr(e — DIf P dr.

Supongamos que r < 1/2. Se sigue que E(t) < 3 para todo t € [—m, 7t]. De esta manera, sea z = re'® € D.
Entonces,

FQP <3 f FEPdr <3 sup

elOcL|I|>|I| |I|

f P dt = 30, f1P) ().

Por otro lado, si tomamos 1 > r > 1/2, observamos que no se puede acotar el nticleo de Poisson unifor-
memente en ¢ y en r, debido a que, para t = 0, tenemos que E.(0) — oo cuando r — 17. En este caso
procedemos de la siguiente manera. Para todo n = 1, 2, 3, ..., definimos ¢, = 2"~ 'n(1 —r).
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Notemos que (,),en €S una sucesion creciente en la que t,,; = 2t, y t; = n(1l — r). Asi, al tener que
1—r < 1/2, existe un tnico natural N tal que ty < w/2y ty,; > 7/2. De esta forma (ver figura 2), definimos

‘Il’l = [_tn»tn]y n= ].,2, ,N+ ]_,

Jl Sil’l = 1,
G, =1l \Ju1 sin=2,3,..,N
[-m, 7]\ Jyy1 sSin=N+1,

y vamos a encontrar una cota conveniente para cada G,. Notese que, paracadan=1,2,..,N + 1,

B(t) < t € Gy,

an=2(1—rp)’

Figura 2: Conjunto G,, y nucleo de Poisson.

En efecto, fijado r, el nticleo de Poisson es una funcién par en t y decreciente para ¢ € [0, 7t]. Asi,

B(t) < B(0), teG,y
B(t) <B(ty-1), t€G,Vn>2.

Ademds, como cost < 1 — 2t%/m?, se sigue que

1-72 1-72 l—rz_ 8(1+r) 1

(I—=rP2+2r(l—cost,_,) ~ 4rtp, ~— 265, a1 —r) ~ 421 —r)

T2 Tz

B(th_y) =
Obtenemos que

)P < 5 f "B -nlfEPd - = f "B ofEp d

N+1
1

P f BOIf ()P de = Z E@lf(e“”e))l"df

N+1 N+1

1 ; ;
<3 X 3Ry / If(e“+9))|”dt<82 T f Feer P dr

SS( sup o1 | |f(e“>|Pdt)(Z 2%)=16Mr(|f|p><eie). .
1

elfel|I|2|L] n=1
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Para el operador de Hormander se tiene la siguiente desigualdad débil.

Lema 12 (Desigualdad débil). Sean q > p > 0 y sea u una medida de Borel positiva que satisface que
||u||p 1q < Entonces, existe una constante ¢ = c(p, q) > 0 tal que, para cada funcién ¢ € L'(T),

. il
ulz €D : Mg)@) > 2D < e—E lglfity,, 2> 0.

Demostracién. Tomamos A > 0y definimos E; = {z € D : M(¢)(z) > 4}. Si E; = @, el resultado es trivial.
Supongamos, pues, que E; # @. Para cualquier € > 0, definimos los conjuntos

A5 = {z eD : / lp(e|dt > A(I| +e)t vy Bi={zeD:I,cl, paraalginw € A5}.
Iz

Nétese que los conjuntos A% y B crecen si € decrece. Ademds, tenemos que

E c|JB,

e>0

ya que para z € E,, por la definicién de supremo, existen ¢ > 0 y w € D tales que w € A5 yI, C I,,; en
consecuencia, z € Bj. Por lo tanto,
(Ep) < Elir(l)n+ K(BY).

Ahora observemos que, para cada € > 0, no hay infinitos puntos (z,,),cn en A5 tales que los intervalos
(I, )nen sean disjuntos. En caso contrario, si (z,),en C A3, entonces

AL, | +¢) < f lp(ei)|dt, VneN,
IZ

n

y obtenemos que

O A +a<Y [ lpeid= [ jpenides [ Ipenld= el < o
n=1 > I T

n=1vI, n=11zn

lo cual no es posible. Como E; # @, tenemos que A% # @ para ¢ suficientemente pequefio. Asi pues, el
lema de recubrimiento 1 (lema 8) nos asegura que existen puntos zy, ..., Z,, € A5 tales que

m
A c|JizeD: L csr )
n=1
De aqui se sigue que

m
B C U{ze]D 1 I, C5I, ),
n=1

ya que si z € Bj, entonces I, C I, para algiin w € A%, y I, C 5I,, para algin n € {1, ..., m}. Ademds, dado
que I, C I, implica que S(I,,) C S(I,) para z;,z, € D, y tenemos que q > p y la medida de Lebesgue es
doblante, deducimos que

m m m
KB < D ulzeD I 5L, < 3 uSGI,)) < cliully, D, 151,17°
n=1

n=1 n=1
m q/p
/ —
<clull,, (z |rzn|) < cllull @132 277,
n=1

donde en la dltima desigualdad hemos usado (3). Finalmente, haciendo tender ¢ a 0, obtenemos el
resultado. L]
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4. El espacio de Hardy HP

En esta seccion probaremos la caracterizacion de las g-medidas de Carleson de HP con p < q.Elcaso p > q
no se estudia en este articulo, pero su anélisis se puede encontrar en distintos libros de las referencias.

Teorema13. Sean0 < p < q < o y u una medida de Borel en D. Entonces, las siguientes afirmaciones
son equivalentes:

(1) Para cada o > %, el operador

[M(()V)]* : IP(T) - L(u)

estd acotado;

() u es una q-medida de Carleson para HP;
S
) lallgsp = SUPp S < o0
Ademas,

- q
A1 gy = || [

= el grp-
(LP(T),L9(1)) P

Demostracion. Veamos que (111) = (1). Para cada A > 0y ¢ € IP(T) definimos la funcién

PO si ()] > 272,

e%) = .
Pr/aa(€”) [0 Si |p(e®)|= < /2,

y se satisface la inclusién
- - A
[zeD : Me")(z) > 1} C {z €D : M(p1/0)(@) > E}

ya que ¢'/% = ng/a)({‘go(ei6)|1/a>/1/2} + qol/“)({@(eie)|1/as,u2}. Ahora bien, por el teorema de Fubini y la anterior
inclusién de conjuntos,

i O(@)(2))
f (@) (2)™ du(z) = f (ocq ] a1 d/l) du(z)
D D 0

(4) ocq‘/‘00 22971 (fz € D : M(p"*)(z) > 4})da
0

I\

® - A
aq f Fu(lze D dpyen@ > 5]) i
0
Ademds, de la desigualdad débil disponible en el lema 12 se sigue que
® aq—1 Y e
A1z €D Mpyaa)@) > 51)da
0

0 1) /
(5) SCIIMIIq/pjo- D gyl 44

o 2m a/p
= C”"‘”q/pf Aq(a_l/p)_l</ |<P(ele)|l/a)({|¢(ei9)|1/a>1/2} d@) da.
0 0
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Finalmente, empleando la desigualdad de Minkowski (cuando q > p) y el teorema de Fubini (cuando
p = q) se tiene que

© 21 awp
f Aa(@=1/p)-1 ( f P Kypeeyiasazy de) a
0 0

2n ™) plq q/p
< ( f P “( f A ez dfl) de)
0 0

27T 2|(p(eie)\1/“ p/q q/p
= ( f I(p(eie)l”“( f Aa(a=1/p)-1 d/l) d@)
0 0

alp

27 )
= (f |p(e)P de) = l@llzecry-
0

Asi pues, de (4), (5) y (6) se sigue que
fmwm@wwwsmmwmm
D

lo que prueba que el operador
[M(@V)]* : 2P(T) - L)
estd acotado y, ademas,

q

[ECCIRT)

S Nellg/p-
(LP(T), (k) P

Ahora, veamos que (1) = (11). Sea f € HP. Como «a > 1/p, tenemos que HP C HY® Ademads, tenemos por
ellema 11 que

If )] S [E(f 1Y@

De esta forma,

A lzage) = 1fllago < ||EVECF10%

< || 1 lzocay-

La(p) (LP(T),LI(W))

Asi pues, como ||f]|rp(T) S ||f]lge, €l operador identidad es acotado de HP a L(u). Ademas,

dll5zp—cagey < |[[FE(Y)]7]

(LP(T),LA())

Por tltimo, el caso (11) = (111) corresponde a la proposicién 7. n

5. El espacio de Bergman A}

En esta seccién vamos a ver que podemos caracterizar las g-medidas de Carleson para los espacios de
Bergman A% de forma geométrica via las cajas de Carleson sobre intervalos o via discos pseudohiperbélicos.
Para ello necesitaremos un lema de recubrimiento y otro de armonicidad.

Definicion 14 (Distancia pseudohiperbdlica). Definimos la distancia pseudohiperbélica entre los puntos
zZ,w € D como

Z—CO|

plz,@) = | £
1—zw

En particular, definimos el disco pseudohiperbélico de centro z y radio r como

Alz,r)={w e D:p(z,w) <r}.
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Una propiedad importante de esta distancia es la desigualdad triangular fuerte.

Proposicion 15 (Desigualdad triangular fuerte). Sean z,w € D. Entonces, tenemos que

p(z, @) + p(a, )
1+ p(z, D)p(a, w)

p(z,w) <

para todo o € D.

Demostracion. Sea a € D y sea

Pal@) = ——

_z , z€D,
l1-az
el automorfismo del disco que verifica que

loa@| =p(@,2) v @u(2) = 95" ().

Observemos que, entonces, para cualesquiera z, w € D,
@) P () =0 'y pz )= p(@u(2), Palw)).

Asi pues, nos es suficiente ver que la desigualdad triangular anterior se satisface paraz,w € Dya =0, ya
que entonces, si a # 0,

P(@a(),0) + p(0, pa(@)) _ p(z, @) + p(a, @)
1+ p(pa(2), 0)p(0, po(@)) 1+ p(z, a)p(a, w)’

P(z, ) = p(Pe(2), Po(w)) <

Asi pues, consideremos |z| = a, [w| = b y sea 6 = arg(zw). Entonces, la desiguldad triangular fuerte para
estos valores es equivalente a

a® + b> — 2ab cos(H) < (a + b)?
1+ a2b? — 2abcos(6) ~ (1 + ab)?’

Reescribiendo la parte izquierda de la desigualdad anterior, tenemos que

a® +b*—2abcos(6) . a- a®)(1-b?) <1— (1-a®>)(1-b*)  (a+Db)
1+ a2b? — 2abcos(d) 1 + a2b? — 2abcos(6) — 14 a?b?2+2ab ~ (1 +ab)?’
de lo que se sigue la desigualdad esperada. n

Observemos que de la desigualdad triangular fuerte se sigue que, para todo z,w,a € D,

Pz, w) < p(z, o) + p(a, w),

por lo que tenemos que p es una distancia. El siguiente lema serd necesario para la prueba de la caracteri-
zacién y se trata de un lema de recubrimiento del disco unidad por discos pseudohiperbélicos.

Lema 16 (Lema de recubrimiento 2). Dado r € (0, 1), existe una secuencia de puntos (a,),en C D tales
que D = U:=1 A(ay,, r). Ademds, para todo s € (0, 1) tenemos que cada punto z € D pertenece a lo sumo
aN = N(s,r) discos A(ay, $).

Demostracion. Sea (B;)jcn una sucesion de discos pseudohiperbélicos de radio r/3 tales que D = U;o:1 B,.

Cogemos D; = By, D, = B;,, donde j, es el primer numero natural tal que D, NB;, = @, y vamos eligiendo los
discos (D,,),en de forma recursiva. Sea (a,,),,en €l centro pseudohiperbdlico de (D,),cn- Queremos ver que
D= U:’zl A(ay, r). Para probar esa igualdad, vamos a considerar que existe un punto o € D\ U:’:l Alay,, 1)
y llegaremos a una contradiccidn. Si existe este punto, entonces tenemos que

(@ A(a,2r/3)NnA(a,,r/3) = @ paratodon € N,y
(b) existe j, € Ntalque a € B;; por lo tanto, B, C A(a, 2r/3).

78 https://temat.es/


https://temat.es/

Aguilar, Baena, Cruz, Lendinez, Molero, Praderio

En particular, tenemos que B;) € (D,),en, pero de (a) y (b) se sigue que B; N D, = @& para todo n, lo cual
nos da una contradiccién y, por lo tanto, D = U:’:l Alay, 1).

Ahora vamos a ver la segunda parte. Sean s € (0, 1) y z € D. Definimos el conjunto
E(z) = {ax €D : g (@) € A0,5) = D(0, 5)},

donde

Z—w

-2

(8) qoz(a’) =
Zw

es el automorfismo del disco que verifica que

lp ()] < s = play, z) <s.

Sean ay, o; € E(z) y denotemos wy, = @,(a;) y w; = ¢,(a;). Observemos que, entonces,

2r
p(wk, ;) = plag, o) > 3

y, como |w| < s, tenemos que
o —ay|  Jeo —

Wi, W) = — < ,
pleon ) 1 — | 1—s2

de donde concluimos que |wy — w;| > 2r(1 - 5%)/3 y que los discos

0

r(1 —s%)

Dy=D (wk’ T) =D <¢’z(06k) ,

son disjuntos. Asi pues, para cada «; € E(z) existe un disco Dy, tal que si cogemos otro centro pseudohi-
perbdlico ¢; € E(z), tenemos que D N D; = @. Ahora bien, sea { € Dy.. Tenemos que

r(1 — s
G <l +1 — oo <5+ T <1

Usando esta cota obtenemos que

r2(1 — §%)?
#(E(z)) [ﬂ%] = >, IDd<IDO D)<,
arx€E(z)
por lo que
9
P
#(E(Z)) —_— r2(1 _ S2)2’
donde vemos que, efectivamente, la cota de #(E(z)) depende tinicamente de r y s y, por consiguiente,
#(E(2)) < N(s, 7). .

Para la caracterizacién necesitaremos también el siguiente lema. Recordemos que, si f es una funcién
holomorfa en ID, entonces, para 0 < p < oo, tenemos que |f|? es subarmoénica en D, luego para todo
0 < s < 1 tenemos que

forsg [P

D(0,s)

Esta desigualdad puede reformularse en términos de los discos hiperbélicos como sigue.

Lema17. Sean f € O(D),0< p < o0, a > —1, 0 < s < 1. Entonces, existe una constante c(s, o) de manera
que
c(s, )

If(@)F < A jap@o

f IF(OPA = [¢]H*dAK), a€D.
A(a,s)
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Demostracién. Sea a € D. Definimos ¢, € Aut(ID) como en (8). Por la subarmonicidad de |f|?, tenemos
que

F@P=1fopu0P <% [ IfopuPdag) =Y f FOPIgaQF dAQ)
A(0,5) Aa,s)
_ s — |a?)?
= s |f(§)|p T dA(%),

donde hemos hecho el cambio de variable ¢ = ¢,(¢) = p71(¢). Como & € A(q, 5), se tiene que 1 — |af? <
|1 —ag|, por lo que se sigue la desigualdad

c(s)
= 0= |apr

Finalmente, nétese que también tenemos que 1 — |a|*> < 1 — [¢]?, lo que implica que

(5, ) g ]
r@F < g5 [ IOP g 0

F@P f FOP AAQ).
A(a,s)

Pasemos a demostrar la caracterizacién de las g-medidas de Carleson en los espacios A%. El resto de casos
se pueden encontrar en los libros que aparecen en las referencias.

Teorema18. Sean0 < p < q < o, a > —1 y u una medida de Borel positiva en D. Entonces, los siguientes
enunciados son equivalentes:

(1) u es una q-medida de Carleson para AP

(1) Para todo r € (0, 1) tenemos que

u(d(a,r))
SuUp ————"——
aep (1 — |a]?)@+oap

(m) Existe r € (0,1) tal que
u(A(a,r))
sup ———————-
aep (1 — |a|?)@+®alp

(Iv) Si S(a) es la caja de Carleson asociada a a € D, entonces
sup —* (8(a))
acD (1 - |a|2)(2+0()q/p
Observacion19. La condicién (1v) se puede reformular como sigue:

1
sup HSD)
IcT |I|(2+cx)q/p

Demostracién. Empezamos por demostrar que (1) = (11). N6tese que el esquema es analogo al realizado

en la prueba de la implicacién (11) = (111) del teorema 13, pero ahora tomando el ntcleo reproductor

normalizado de A2,

( |a|2)(2+ot)/2
(1 - ag)*+a

el cual tiene norma 1 en A% y no tiene ceros. Podemos ver que la funcién f,(z) = (k,(z))*P es holomorfa
en el disco unidad y que también tiene norma A igual a 1, asi que podemos aplicar nuestra hipétesis de
que u es una g-medida de Carleson y que, dado r € (0, 1), entonces A(a, r) C D, para asi obtener que

ka(2) =

, a,z€D,

1/q 1/q
1=||ﬁz||AgZ||ﬁz||Lq=( f Ifa(z)lqdﬂ(z)> =( f Ika(z)lzq’pdﬂ(z)>
D D

1/q

1/q
1 p(A(a, )
2 ka(2)PIPdu(z)| 2 f du(z)| = :
(/A-(a,r) a (1 — [P \ Jy oy (1 — [a]2)@+a)p
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Esto nos da la cota
u(A(a, 1))
(1 — |a[2)@+ea/p ’

donde C no depende de a. Tomando el supremo sobre a € D, obtenemos para r € (0, 1) que

m4(a, r)

Sup 1- |a|2)(2+a)q/p

aeD

Para ver que (1) = (1v) podemos usar exactamente el mismo proceso que para ver que (1) = (11) cambiando
A(a, r) por la caja de Carleson S(a), y llegamos a la desigualdad

K(S(@)

1- |a|2)(2+cx)q/p

’

como la constante no depende de a, podemos poner supremos sobre a € D, obteniendo asi el resultado
deseado.

La condicién (11) = (1) es trivial. Veamos que (111) = (1), es decir, queremos ver que la condicién

A
sup 1@ r)
aeh (1 _ |a|2)(2+a)q/p

para alglin 0 < r < 1 implica que u es una g-medida de Carleson para A%. Sea (a,,),cn la Sucesién generada
en el lema 16 para r. Entonces,

f |f(2)1du(z) = f If(@)9du) < / If@17du@) < 3 |f @)l % (Alcn, 1)),
D U:;lA(O‘n:r) Aoty 1)

n=1 n=1

donde 2, € A(a, 1)y
If(Zo)l = max [f(2)].
zeA(aty,r)
Noétese que este maximo estd bien definido ya que ningtn disco cerrado toca la frontera del disco unidad.
Esto se debe a que, si algtin punto se encuentra en la frontera, entonces p(a,, z) = 1, lo cual es imposible
porque suponemos que r < 1. Tomemos s € (0, 1) tal que s < (1 — r)/2 y, usando el lema 17, obtenemos
que, para a > —1,

[+ o] plq q/p
> (1F@)Pu @y P )" < Y (‘M f FOPA - P dA(;))
A(Znys)

n=1 2\ (A= g, 2)e+?
/p
e (1 _ |an|2)oc+2 3 q
) (—(1 NS fA s PO =1 dA(s“))

o0 q/p
s (Z fA ) IFOPA -~ [ZP)* dA(;))

’2

© qa/p
~ ( i (Z xA(an,lfTr)@)) P - |§|2)“dA(;)) S NC TP
D \n=1

Para acabar, veamos que (1v) = (111). Sea a € D tal que |a| > 1/3. Escogemos r < (1 — |a|)/4. Entonces,
tenemos que

1 3lal—1 .
A(a,r) C D (a, E(l — |a|)) c S(a*), a*= %e‘arg(a).
Finalmente, por hipétesis,
9 (2+a)q/p
1 (A(a, ) S pS@) < CA @D < c(3) T (= |ap)er, .
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Resumen: Muchos sistemas dindmicos no lineales, naturales y artificiales, exhiben
como salida observable series temporales complejas que reflejan las propiedades
de la dindmica subyacente, que normalmente no se conoce explicitamente. Por lo
tanto, el andlisis adecuado de estas sefiales es fundamental para la caracterizacién
de los sistemas que las originan.

En general, las series suelen ser no estacionarias, exhiben correlaciones de largo
alcance, y también presentan propiedades fractales o multifractales. En este trabajo,
presentamos herramientas recientes para el estudio de este tipo de sefiales y las
aplicamos para caracterizar sefiales complejas naturales (sefiales de variaciones de
temperatura en el océano) y artificiales (indices bursétiles de distintas compafiias
espaiiolas e internacionales).

Abstract: Many non-linear dynamical systems, both natural and artificial, exhibit
complex time series as observable output. These series reflect the properties of
the underlying dynamics, which are not usually explicitly known. Therefore, an
adequate analysis of these signals is fundamental for the characterization of the
systems that originate them.

In general, the series are usually non-stationary, present long-range correlations,
and also satisfy fractal or multifractal properties. In this work, we present recent
tools for the study of this type of signals and we apply them to characterize both nat-
ural complex signals (time series of pressure variations in the ocean) and artificial
signals (stock indices of different Spanish and international companies).
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Andlisis de sefiales complejas: correlaciones de largo alcance y propiedades multifractales

1. Introduccion

En este trabajo se pretende estudiar la dindmica subyacente de algunas de las series temporales presentes
en los mercados financieros, asi como otras series temporales en la naturaleza. Esto es debido a la habitual
presencia en la naturaleza de series temporales que pueden parecer aleatorias, pero que, sin embargo,
esconden una dindmica compleja (por ejemplo, los sistemas fisiol6gicos, como el cardiaco, o el cerebral;
el clima; los mercados financieros; etc.), que se refleja en la presencia de correlaciones de largo alcance o
propiedades fractales [1, 19-22].

Muchos sistemas dindmicos producen como salida series no estacionarias y, por lo tanto, son dificiles
de analizar con métodos tradicionales. Como conocemos, la funcién de autocorrelacién es itnicamente
aplicable a series estacionarias, dando como resultado un correlograma, el cual refleja las correlaciones
de largo alcance en la serie, en el caso de haberlas. Sin embargo, la funcién de autocorrelacién no puede
ser aplicada a series no estacionarias, ya que el resultado nos produce un correlograma plano, que no
aporta ninguin tipo de informacién. Ademds, la funcién de autocorrelacién es muy sensible al tamafio de
las series estacionarias. Por lo tanto, es necesario recurrir a otros métodos que puedan ser utilizados en
todo tipo de series.

En este trabajo, se presenta el método de anélisis de fluctuaciones sin tendencia (DFA, del inglés), que
estudia como se comportan las fluctuaciones de la sefial (el momento de orden 2) en funcién de la escala
de observacion de esta, originariamente introducido por Peng et al. [21]. Si las fluctuaciones escalan en ley
de potencias, el DFA proporciona como resultado un exponente, el cual determinaré la existencia o no de
correlaciones de largo alcance en la serie temporal. Igualmente, este método es generalizado mediante
el DFA multifractal (MF-DFA), el cual utiliza otros momentos de las fluctuaciones para estudiar mas en
profundidad la serie a analizar. De esta forma, cuantificamos las correlaciones de una serie y obtenemos
propiedades fractales en esta, en el caso de estar presentes. Se puede encontrar més informacién en el
trabajo de Martin Aguilar [18], donde se han estudiado otros aspectos como la influencia de la longitud de
la serie o el estudio de la funcién de autocorrelaciéon en las series de médulo y signo

2. Fractales

El concepto de conjunto fractal, dado a conocer por B. Mandelbrot, fue creado para dar cabida en la
estructura formal de la geometria a diversos objetos, denominados entonces monstruos geométricos,
cuyo comportamiento se apartaba radicalmente del mostrado por los conjuntos que estaban en la base
conceptual de esta disciplina. Pese a sus inicios en el &mbito estricto de las matemadticas, los fractales han
traspasado ampliamente las fronteras de lo abstracto para servir de modelos en multiples campos de la
ciencia [4, 15, 22].

Las propiedades que presentan frente a cambios de escala fueron utilizadas, por ejemplo, por Gutemberg
y Richter para establecer su ley de distribucién de intensidades de terremotos, y por Richardson para
establecer que los perfiles costeros poseian propiedades similares a algunas de las curvas de von Koch. La
hidrologia, la geografia, la geofisica, la ecologia y la economia han sido campos pioneros en el desarrollo
de modelos basados en los fractales. Los éxitos en estos campos y, a veces quizas, la imposibilidad de
encontrar otro &mbito mds adecuado han conducido, por un lado, a una considerable ampliacién de los
campos de aplicacién y, por otro, a incrementar enormemente la base teérica en la que se apoyan.

Un primer ejemplo de un conjunto fractal (véase el libro de Feder [11]) se encuentra en el intento de medir
la longitud de la costa de Noruega. Para responder a esta pregunta, tenemos que tener en cuenta que en la
costa nos encontramos con salientes de rios, islas, valles, etc. Esto escapa de la geometria usual y se tienen
que emplear técnicas diferentes para establecer la longitud de esta.

Un primer intento para medir la costa de Noruega podria ser medir el nimero de pasos de longitud § que
se dan, N(6), y ver la distancia total desde un extremo de la costa al otro, L = N(8) X §. Este proceso podria
ser repetido numerosas veces con diferente longitud 6.

Sin embargo, este proceso tiene numerosos problemas teniendo en cuenta a las islas o a los salientes
y entrantes de los rios. Por ello, otro segundo método seria dividir la costa en cuadrados, con lado de
longitud 6. La longitud de la costa de Noruega es bien conocida, es por ello que el resultado no deberia
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depender del método empleado. Mediante este segundo proceso, parecido al anterior, si disminuimos
d, se podria esperar un incremento proporcional al nlimero de cuadrados necesarios para cubrir toda la
costa, para asi tender el resultado a la longitud real. Sin embargo, este no es el caso, ya que al disminuir la
longitud &, la distancia aumenta segiin una linea recta, escribiendo en escala logaritmica ambos ejes.

Si se realiza una regresion lineal en este ejemplo, vemos que la recta se puede aproximar mediante
L(8) = a8' P,

con D > 1, al cual llamaremos dimensién fractal. Como este, hay numerosos ejemplos estudiados, como
la costa de Inglaterra por Mandelbrot, la costa de Australia, etc. Férmulas del tipo

y=ax

son las denominadas leyes de potencias. Para una introduccién més formal del concepto de fractal, seria
necesario introducir también conceptos como la dimensién de Hausdorff. Sin embargo, este aspecto se
aleja del contenido de este trabajo, y se puede consultar en el libro de Feder [11].

Definicion 1. Se dice que un objeto geométrico es fractal si su forma no varia independientemente de la
escala mediante la cual se observe.

La anterior definicién es general y se aplica a todos los &mbitos donde se utilicen los fractales. Sin embargo,
en la estadistica en concreto, no se comprueba de dicha forma, ya que las series temporales no pueden
llegar a ser iguales a diferente escala. Por ello, una serie temporal fractal se considera autosimilar cuando
el «<aumento» de una parte es equivalente al total, comparando propiedades estadisticas y no geométricas.

El concepto de proceso autosimilar fue introducido por Kolmogorov en 1941. Sin embargo, la definicién
era tan teérica que no fue tomada en cuenta hasta 1969, cuando Mandelbrot la introdujo en la estadistica.
Asi, decimos que un cuerpo geométrico es autosimilar si observamos la misma estructura geométrica
independientemente de la distancia a la cual miramos el cuerpo.

Definicion 2. Decimos que un cuerpo geométrico es autosimilar si se puede escribir como unién de
copias redimensionadas de si mismo, siendo el redimensionamiento uniforme en todas las direcciones
del cuerpo.

Sin embargo, los sistemas presentes en la naturaleza son més complejos y requieren de una teoria mas
extensa de fractales. Esto se debe a que posiblemente no haya un tnico exponente en el conjunto, y
este presente diversos fractales entrelazados, con diferentes dimensiones fractales. Esto nos deriva en
la necesidad de introducir el concepto de conjunto multifractal, a diferencia de los que tienen un tinico
exponente, que se denominaran conjuntos monofractales.

2.1. Multifractales

El objetivo de introducir el concepto de multifractal es el incluir en el esquema a conjuntos atin méas
complejos, que presentan leyes de escalado multiples. Pueden encontrarse aplicaciones fisicas de estos
objetos en campos como la fisica de altas energias, la meteorologia, las ciencias medioambientales y otros
muchos en los que actualmente se trabaja activamente con ellos.

Este concepto fue inicialmente introducido por Mandelbrot dentro del contexto del estudio de la turbu-
lencia y fue desarrollado y extendido por él mismo a muchos otros campos. No sera desarrollada toda
la teoria presentada en su momento, ya que difiere del tema de estudio del modelo que presentaremos
en la siguiente seccién. Se puede consultar el desarrollo completo en la tesis de Faleiro [10] y el libro de
Feder [11].

La idea principal del concepto multifractal es la posibilidad de encontrar diferentes escalados en un mismo
conjunto. Es decir, supongamos que tenemos un conjunto con dimensién fractal D, y lo podemos dividir
en diferentes subconjuntos fractales
s=J S
a
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donde cada uno delos S, tendréd dimension fractal f(«) < D. Con esto, en el capitulo 6 del libro de Feder [11]
se presenta que la medida u, en una celda de tamafio A sigue una ley de potencias anteriormente descrita,
es decir, u, = 8%, y, por tanto, la medida M del conjunto S satisface la siguiente igualdad:

My(q,8) = / p(o)) dad~/ 57059 = f p(a) dag e @+,

donde p(a) da es el ntimero de conjuntos entre S, V S,,44- D€ aqui se obtiene que, asintéticamente, la
integral es finita si se cumple que d es igual a 7(q), donde

7(q) = f(a(q) — qa(q),
siendo a(q) la solucién de

d
laa—f@) =0
a=a(q)
Finalmente, haciendo uso de la transformada de Legendre, se define como espectro multifractal a la
representacion de las siguientes unidades en los correspondientes ejes:

B(g) = %ﬂq),
(@) = aB(@) - (@),

donde f(B(q)) representa la dimensién fractal para cada uno de los momentos q. Esta gréafica nos permitird
identificar la presencia de multifractalidad. Asi, si el andlisis resulta en un espectro multifractal de una
gran amplitud, esto nos revela que existe multifractalidad en la serie, al haber més exponentes de escalado
distinto. En el caso de obtener un espectro de poca amplitud, la serie seria considerada monofractal.

Concretamente, estas férmulas anteriores serdn utilizadas en el modelo considerado en este trabajo para
calcular el espectro multifractal de las series temporales analizadas. De esta forma, se estudiard la dindmica
de estas y la complejidad presente. La interpretacion de los pardmetros anteriores se puede consultar en
el libro de Feder [11, capitulo 6].

3. Series temporales

Para describir el mecanismo que genera una determinada serie, tenemos que suponer que existe una
variable aleatoria subyacente para cada instante de tiempo. Es decir, la existencia de un proceso estocdstico.

Definicion 3. Un proceso estocdstico es una coleccion de variables aleatorias {X; : t € T}, ordenadas
segun el subindice ¢ que, en general, se suele identificar con el tiempo.

Con esto, ya se puede establecer el concepto de serie temporal.
Definicion 4. Una serie temporal es una realizacién de un proceso estocdstico {X; : t € T}.

Para cada una de las variables aleatorias del proceso estocéstico, podemos definir una funcién de proba-
bilidad con una funcion de densidad asociada. Por tanto, cada variable aleatoria tiene una media, una
varianza y covarianza para estudiar la dependencia (o independencia) de las observaciones entre si. Sin
embargo, se suele utilizar en mayor medida la denominada funcién de correlacién, definida como

COV(Xi, X})

4/ Var(X;) Var(X;) ‘

Una de las propiedades deseadas es la regularidad en el tiempo.

Pij =

Definicion 5. Se dice que un proceso estocéstico {X; : t € T} es fuertemente estacionario si la funcién
de distribucién multivariante de {X;, X;,, Xi;2, ..., Xj1k—1} €s idéntica a la funcién de distribucién de
{Xj, Xj+1, X 42, - » Xjrk—1}, para todo i, j y para todo k > 0.
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Sin embargo, este concepto es muy restrictivo si se trabaja con series reales, ya que esto es dificil de obtener.
En lugar de pedir la estacionariedad fuerte, se establece el concepto de estacionariedad débil.

Definicion 6. Se dice que un proceso estocastico {X; : t € T} es débilmente estacionario si satisface las
siguientes condiciones:

e E(X;) = u, paratodot € T;

e Var(X,) = 0%, paratodo ¢t € T;

e Cov(X;, X, ) =y(h),paratodot € T.
A partir de ahora, se dird que el proceso es estacionario refiriéndose a un proceso con estacionariedad
débil.
Un caso particular de la funcién de correlacion es la funcién de autocorrelacion, la cual estudia la depen-
dencia o independencia de una sefial consigo misma tras haberla desplazado k posiciones. Nétese que

esta inicamente tiene sentido para procesos estocdsticos estacionarios, siendo este el principal motivo
del desarrollo de este trabajo. Se define la funcién de autocorrelacién como

COV(Xi)Xl'+k)
\/Var(X;) Var(X; )

p(k) =

Una vez introducido el concepto de estacionariedad, podemos definir el concepto de ruido blanco.
Definicion 7. Decimos que un proceso estocdstico es un ruido blanco si cumple la siguientes condiciones:
* Es estacionario.

¢ Esincorrelado (tiene correlaciéon 0 entre sus observaciones).

¢ Tiene media cero.

Definicion 8. Decimos que un proceso estocéstico es un ruido blanco estricto si cumplen las siguientes
condiciones:

e Las observaciones tienen la misma distribucién.
* Las observaciones son independientes.
¢ Tiene media cero.

El concepto de estacionariedad definido anteriormente puede ser aplicado igualmente a los incrementos
de un proceso.

Definicion 9. Decimos que {X; : t € T} tiene incrementos estacionarios si, para cualquier k > 1y para
cualesquiera k puntos t,, ..., t, la distribucién de

(Xt1+c - Xt1+c—1’ rth+c - th+c—1)

no depende de ¢ € R.

4. Series temporales con propiedades fractales

Introduciremos los conceptos de ruido fraccionario gaussiano y movimiento fraccionario browniano. Los
procesos estocdsticos de este tipo poseen las propiedades fractales presentadas en la primera seccién,
y se supondra que este tipo de procesos son capaces de modelar series temporales que presenten esta
estructura fractal.

Definicion 10. Sea {X; : t € T} un proceso estocdstico estacionario. Se dice que X; es un proceso
estacionario con larga memoria, o dependencia de largo alcance, o un proceso estacionario de correlaciones
de largo alcance, si existen un ntimero « € (0, 1) y una constante c, > 0 tales que

lim Pl =1.
k—oo Cpk_a
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En el caso de procesos estocdsticos, la autosimilitud no se define como vimos en la primera seccién, ya
que este era un concepto determinista. Las series temporales llevan implicita una aleatoriedad, lo que
hace que nos fijemos en la distribucién del proceso.

Definicion 11. Sea {X; : t € T} un proceso estocdastico. Decimos que {X; : t € T} es autosimilar con
pardmetro de autosimilitud H > 0 si, para cada nimero ¢ > 0, el proceso reescalado con escala temporal
ct, c"HXx_,, tiene la misma distribucién que el proceso X;.

Esto quiere decir que, para cualesquiera momentos en el tiempo ¢, ..., t; y cualquier constante ¢ > 0,
tenemos que la distribucién de c‘H(Xctl,Xctz, «r, Xer, ) €s la misma que la distribucion de (X;,, X;,, ..., X;, )

Con estos conceptos [2, 16], la correlacién de proceso estocdstico autosimilar es de la forma siguiente,
dependiente del exponente H:

(1) ok) = % [(k + 1)*H — 2k + (k — 1)°H].

Para estudiar el comportamiento asintético de p(k), utilizamos el desarrollo de Taylor, obteniendo que

H(H -1)

(2) o(k) ~ H(2H — 1)k*H~2 = e

Por lo tanto, al ser una ley de potencias, no posee una escala caracteristica, poseyendo asi las propiedades
fractales. Definimos el exponente de la autocorrelacion y a partir del exponente de caida como

y =2 —2H,

cony € (0,2). Para el caso en que 1/2 < H < 1, tenemos que la correlacién se va a cero y

> plk) = o,

k=—o0

y, por tanto, el proceso tiene correlaciones de largo alcance. Para el caso en que H = 1/2, tenemos que las
correlaciones son cero y, por tanto, las observaciones X; son incorreladas. Para el caso en que 0 < H < 1/2,
la suma de las correlaciones es convergente y, ademas,

> plk)=0.

k=—o0

Como podemos imaginar, la aleatoriedad estd presente en todos los fendmenos que ocurren en la natura-
leza. Por lo tanto, seria deseable disponer de las herramientas necesarias para replicar esta aleatoriedad.
Una de las técnicas mds usadas para reproducir el movimiento (aleatorio) que produce una determinada
particula es el movimiento browniano.

Definicion 12. Diremos que un proceso estocéstico {X; : t € T} es un proceso de Wiener o un movimiento
browniano si cumple las siguientes propiedades:

.XO=O.

* X tiene trayectorias continuas (el conjunto de puntos donde X es discontinuo tiene probabilidad
cero).

e X tiene incrementos independientes y estacionarios con media 0.

 Para cadat > 0, la variable aleatoria X; sigue una distribucién N(0, ¢).

Supongamos ahora que tenemos un proceso Y; que es autosimilar con incrementos X; = Y, — Y,_;
estacionarios. Supongamos que los incrementos tienen media 0 y que cada X; es una variable aleatoria
normal. Por lo tanto, su distribucién estd totalmente definida por la media y las covarianzas. Se puede
demostrar que, para cada H € (0, 1), existird un tinico proceso gaussiano X;, siendo estos los incrementos
estacionarios de un proceso autosimilar Y;.
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Definicion 13. Decimos que un proceso estocdstico {X; : t € T} es un ruido fraccionario gaussiano si es
un proceso gaussiano y estd definido como los incrementos de un proceso autosimilar Y;. Se denomina
movimiento browniano fraccionario al proceso Y;, y se denota por By(¢).

Si consideramos el caso H = 1/2, tenemos que, por la férmula (1), las variables son normales e indepen-
dientes. Es decir, para H = 1/2, el proceso es un movimiento browniano. Igualmente, se puede demostrar
que, para el caso H = 1/2, el proceso es autosimilar. Para los casos H > 1/2, podemos observar en la
ecuacion (2) que las correlaciones son de largo alcance, ya que el exponente del denominador es menor
que 1. Para los casos donde H < 1/2, tenemos que las correlaciones son de corto alcance, ya que la
correlaciéon decae mediante una ley de potencias con exponente mayor que 1.

5. Técnicas de analisis de fluctuaciones

A continuacion, se introduciré el método de andlisis de fluctuaciones sin tendencia (DFA, por sus siglas
en inglés), el cual serd el modelo central de estudio de las series temporales planteadas. Este estudiara
las variaciones existentes en una serie temporal a distintas escalas, logrando un resultado mucho mas
suavizado y parecido a una ley de potencias que el logrado mediante la funcién de autocorrelacién.

Igualmente, hablaremos del concepto de multifractal, que seré utilizado para el estudio de las diferentes
dindmicas que pueden estar presentes en una sefial. Para ello, se utilizaré la teoria presentada anteriormente
y se aplicard al caso de las series temporales. De la misma forma, se describira el algoritmo utilizado. Por
dltimo se hablard de un método de generacion de series temporales a partir de su espectro de potencias.

5.1. Analisis de fluctuaciones sin tendencia (DFA)

El siguiente método que vamos a presentar es el denominado detrended fluctuation analysis (DFA),
introducido por Peng et al. [21] para el estudio de las correlaciones de largo alcance en las secuencias de
las cadenas de ADN. El método DFA es una modificacién del FA (fluctuation analysis), ya que, en ese caso,
se elimina la tendencia de la serie en cada ventana en el tiempo. Por lo tanto, es capaz de eliminar los
efectos de la no estacionariedad y es menos sensible al tamafio finito de la serie [3, 6, 16].

Al igual que el FA, en el caso de que la serie escale (es decir, sea invariante frente a cambios de escala) y
tenga las propiedades fractales, el método DFA también da como resultado un exponente que refleja las
propiedades de escalado (es decir, autosimilitud) y las correlaciones de largo alcance de la serie analizada,
en el caso de que la serie posea el escalado correspondiente. Por lo tanto, el DFA es una técnica de anélisis
de fluctuaciones (variaciones) que permite calcular de forma directa el exponente de la sefial temporal a
estudiar.

El algoritmo de aplicacién de este método es el siguiente:

Paso 1: Supongamos que queremos analizar la serie X;, con t = 1,..., N. En primer lugar, calculamos la
media de las observaciones,

X= X;.

-~
Il

Z|—
M=

1

Paso 2: Una vez tenemos la media de la serie completa, calculamos la serie acumulada (o integrada), pero
substrayendo la media en cada una de las observaciones:

i
Y =) (X -X), i=1,..,N.
=1

Paso 3: A continuacioén, se divide la serie integrada en ventanas (subconjuntos ordenados de puntos
consecutivos de la serie) de tamafio k. Para cada una de las ventanas, se calcula una regresién lineal con los
puntos que estdn en dicha ventana, lo cual representa la tendencia lineal en la ventana correspondiente:

Yo(k) = Y; — yi(k),
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donde y;(k) es el ajuste lineal de los datos para la ventana ¢. De esta forma, estamos quitdndole la tendencia
lineal en cada una de las ventanas. Con ese ajuste, eliminamos la tendencia y el ruido que pueda contener
la serie a analizar. Tras el ajuste lineal, las variaciones de los residuos serdn estudiados posteriormente.

Paso 4: Para cada una de las ventanas de tamafio k, se calcula la raiz cuadrética media de la sefial integrada,

una vez eliminada la tendencia:
2

k .
Rk = 3 Y v
j=1

Paso 5: Una vez que se ha realizado el paso 4 para toda la serie, se calcula la media de todos los F,(k) para

un determinado tamaio de ventana k:
] N
_ - 2

Paso 6: F(k) describe como se comportan las fluctuaciones (momento de orden 2) alrededor de la tendencia
local en funcién de la escala. Si la sefial tiene autosimilitud, se obtendra la relacién

(3) F(k) ~ ak?,
cuyo exponente « podrd ser calculado llevando a cabo un ajuste lineal de los datos en escala logaritmica,
log(F(k)) ~ ¢ + alog(k).

Para una serie con correlaciones (tanto de largo como de corto alcance), se debe cumplir que la fluctuacién
escale como una ley de potencias en funcién del tamafio de ventana (3). En el caso del DFA, la serie
temporal presenta anticorrelaciones si @ < 0,5; es ruidosa o no correlacionada si « = 0,5, y presenta
correlaciones de largo alcance si a € (0,5, 2). En particular, para el caso a = 1,5, la serie corresponde al
movimiento browniano presentado anteriormente.

Este nuevo método de calculo tiene una relacién con la conocida funcién de autocorrelacién. Tal y como
sefialan Holl y Kantz [16], la relacién entre la funcién de autocorrelacién y el exponente DFA viene dada
por la siguiente identidad:

s—1
F2(s) = (x?) (W(s) + Z C(r)L,(s)).

r=1

5.2. DFA multifractal

Como ya comentamos anteriormente, los conjuntos fractales son aquellos conjuntos formados por otros
subconjuntos, a su vez igualmente fractales entrelazados, pero con diferente dimensién fractal. En ese caso,
se necesita realizar un andlisis multifractal de la serie temporal para tener una descripcién completa de esta,
obteniendo un espectro multifractal que nos revelara la existencia de monofractalidad o multifractalidad
en la serie. El andlisis que se realizard estard basado en el formalismo presentado en la seccién 2, que
fue utilizado inicialmente por Kantelhardt et al. [17] en el estudio de series complejas. El método es una
simple generalizacién del DFA, cambiando los momentos de las fluctuaciones de la serie. El algoritmo es
el siguiente:

Paso 1: Supongamos que queremos analizar la serie X;, con t = 1, ..., N. En primer lugar, calculamos la
media de las observaciones,

)_(Z Xt‘

Z|
M=

t=1

Paso 2: Una vez tenemos la media de la serie completa, calculamos la serie acumulada (o integrada), pero
substrayendo la media en cada una de las observaciones

i
Y =) (X -X), i=1,..,N.
=1
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Paso 3: A continuacion, se divide la serie integrada en ventanas de tamario k. Para cada una de las ventanas,
se calcula una regresion lineal con los puntos que estdn en dicha ventana, lo cual representa la tendencia
lineal en la ventana correspondiente:

Yi(k) = Y, — y k),

donde y;(k) es el ajuste lineal de los datos que estdn en la ventana ¢. De esta forma, se quita la tendencia
lineal en cada una de las ventanas. Con ese ajuste, nos eliminamos la tendencia y el ruido que pueda
contener la serie a analizar.

Paso 4: Para cada una de las ventanas de tamaio k, se calcula la raiz cuadrética media de la sefial integrada,

una vez eliminada la tendencia:
2

k .
PRAGCE
Jj=1

Fy(k) =

&=

Paso 5: Una vez que se ha realizado el paso 4 anterior para toda la serie, se realiza la media de todos los
F,(k) para un determinado tamafno de ventana k y para cada orden q:

N/k

1/q
Fy(k) = iNi/k ) [Ff(k)]"”} ,

=1

donde, para q = 2, tenemos como resultado el exponente resultante de aplicar el método DFA. Una vez
realizado este paso, estamos interesados en conocer el comportamiento de F;(k) con respecto a q. Es por
ello que este proceso tiene que ser repetido para cada orden q.

Paso 6: Existird un escalado y la serie temporal tendra autosimilitud si encontramos la siguiente relacién:
Fy(k) ~ ak"®,
donde h(q) se obtiene, para cada q, mediante un ajuste lineal de los datos en escala logaritmica,

log(F,(k)) ~ ¢ + h(q) log(k).

En general, el exponente h(q) dependeré de q. Para series monofractales, h(q) serd independiente de gq,
ya que el escalado de las fluctuaciones serd igual para todos los tamafios de ventana y, por tanto, dar el
mismo exponente en todos los érdenes.

Una vez realizado el algoritmo completo, los resultados se suelen presentar de la misma manera que la
utilizada en la seccién 2. Para ello, para cada h(q) obtenido, calculamos la funcién

(4) 7(q) = qh(q) — 1.

Utilizando, por tanto, el procedimiento presentado en la seccién 2, tenemos que el espectro multifractal
vendra dado por
a = h(q) + qh'(q), f(@) =qla—h(@] + 1,

donde f(«) denota la dimensién del subconjunto de la serie caracterizada por «, la cual estd relacionada
con 7 de la ecuacion (4) mediante a = 7'(q).

6. Generacion de series temporales con propiedades fractales

Con los métodos anteriores se pueden analizar las diferentes series temporales presentes en la naturaleza.
Sin embargo, es necesario comprobar los resultados que se obtienen con series que tienen una dindmica
conocida [2]. Dicha comprobacién se realiza generando una serie temporal con el mismo exponente DFA,
replicando asi la dindmica de la serie temporal a analizar y, de esta forma, comparando los espectros
multifractales de ambas series aislandolas de todos los efectos exteriores a estas.
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Definicion 14. Sea x(t) una senal. La transformada de Fourier y la transformada inversa se definen, res-
pectivamente, por las expresiones

o= [ wetsta, xo= [ yoetar

Definicion 15. Se define la densidad espectral (o espectro de potencias) de una sefnal como la funcién
que representa la distribucién de la potencia de la sefial en el dominio de frecuencias de esta, calculada
mediante la transformada de Fourier de la serie. Se suele denotar por S(¢) = |#(x)|?, donde F(x) es la
transformada de Fourier de la senal x(t).

Con esas herramientas, a partir de una sefnal podemos calcular su espectro de potencias, y viceversa. La
idea del siguiente algoritmo es la creacién de una sefial cuyo espectro de potencias, calculado mediante
la transformada de Fourier, sea plano. Con eso, se modificara el espectro de potencias para que adopte
la forma que necesitamos para comparar la sefial. Una vez realizado este tltimo paso, se calculara la
transformada inversa del espectro de potencias modificado para obtener la sefial resultante con el espectro
multifractal buscado. Para ello, utilizamos el teorema de Wiener-Khinchin:

Teorema 16 (teorema de Wiener-Khinchin). Siun proceso estocdstico es estacionario, su densidad espectral
de potencias se puede expresar como la transformada de Fourier de la funcion de autocorrelacion

S(w) = f°° R(t)e 7 dr.

Demostracién. La demostraciéon se obtiene mediante una serie de igualdades. Supongamos en primer
lugar que el proceso tiene media 0 y que su covarianza es de la forma Cov(x(n), x(m)) = y(n — m). Por lo

tanto,
T T *
( f x(&)e w8 d;) ( / x(r)e—imdr)]
-T -T

lim —IE[ f f x(&)x(r)e"@¢-7) drdg] = lim — f / E[x(O)x()]e" €D drd¢

1 21 e 1
S(@) = lim 52E[1Fr(@)f] = lim 7B

T-oo 2T

R(é‘—r)e w¢-1) drd¢ = lim lim — f f R(¢ — 1)e"@C¢-Ddrd¢

T—o0o M—oo0 2
1
_ —iw({-7) — —iwt
1131)0] R(¢ —1)e drd¢ = %gr.}o 5T /:T (f_w R(7)e dr) d¢

([oo R(T)e—in df) lim —f d¢ = f R(‘L—)e—lw‘[ dr. .

Existen numerosos algoritmos para la generacién de series. Uno de ellos es el siguiente:

[ [
j: f:
g8 g8

[\&]
| 'ﬂl'_'
\ \‘
\a

Paso 1: Creamos un vector con la misma longitud que la serie y con valor 1 en todos sus puntos.

Paso 2: Multiplicamos el vector por
Re(3(f) = f~CaDcos2mu),  Im(S(f)) = f~@*~D/2 sen(2mu),

donde o es el exponente obtenido del anélisis DFA de la serie, u son ntimeros aleatorios que siguen una
distribuciéon U(0, 1) y Re(8(i)) y Im(8(i)) son la parte real e imaginaria de la transformada de Fourier,
respectivamente.

Paso 3: Calculamos la transformada inversa para obtener la serie resultante,

x(i) = F8®)].

92 https://temat.es/


https://temat.es/

Martin Aguilar

6.1. Generacion de series temporales con crossover

Mediante los métodos anteriores, generamos una sefial que escala de una tinica forma. Sin embargo, los
sistemas dindmicos reales producen series que escalan de diferente manera, generando crossovers (tamafio
de ventana en el cual se produce un cambio de pendiente en el escalado de la serie) en el espectro de
exponentes en algunas ocasiones. Por lo tanto, es necesario un nuevo algoritmo para modelar dichas
series [5].

En el caso de querer generar una serie con dos exponentes de escalado, uno de ellos para escalas menores
que el crossover y otro para las escalas de mayores que este, hacemos una diferenciacién en la definicién
del espectro de potencias. Asi, si el crossover se presenta en t,, entonces multiplicamos el espectro por

oy = 1" Sif < fo

ﬁ(as—ag)f—(zas—l)/z sif>f.
donde f, = t7! es el inverso del crossover y representa el cambio de tendencia en el espectro de potencias,
y a5 ¥ o, denotan los exponentes a corta y larga escala de la serie, respectivamente. De esta forma,
conseguimos crear un espectro de potencias que es continuo.

7. Resultados

En esta seccién, se describirdn los resultados de las diferentes series reales que hemos seleccionado para
su andlisis. En primer lugar, se han elegido series financieras debido a la disponibilidad de estas de forma
libre. Sin embargo, como veremos mds adelante, estas series no son muy largas, debido a la digitalizacién
relativamente reciente, que hace que no haya tantos datos disponibles como nos gustaria.

Por ello, se ha elegido también la serie de las diferencias de presiones entre las Azores e Islandia, ya que
dicha sefial tiene un nimero mayor de datos, aparte de suponer una aplicacién directa de estos métodos
en el &mbito de la fisica [12, 13].

7.1. Series financieras

En esta seccion se explicardn los diferentes resultados obtenidos para las compafiias analizadas. Se hacen
tres distinciones en las series analizadas: empresas en el mercado espafiol, empresas de EE. UU. e indices
bursatiles. Los datos han sido obtenidos en linea [8, 9].

Se espera una dindmica mds compleja en este Gltimo mercado, ya que es el tomado como referencia
por todos los inversores al ser la Bolsa de Nueva York (Wall Street) el mercado con mayor nimero de
transacciones, seguido de Londres y Tokyo. Al seleccionar las empresas para analizar, se han tenido en
cuenta los siguientes criterios:

* Disponibilidad de los datos: al obtener las series temporales, numerosas de ellas presentaban
numerosos huecos de cotizaciéon en algunos dias, lo cual podia inducir a errores en los anélisis.

* Diferentes sectores: se han estudiado empresas de energia, financieras, consumo y tecnolégicas.
Igualmente, también se han examinado los retornos absolutos de la serie y la volatilidad de estos.

Definicion 17. Se define el retorno (o incremento) de una serie temporal mediante la diferencia de las
observaciones. Igualmente, se define la volatilidad de una serie temporal como el logaritmo del valor
absoluto de las variaciones. Asi,

Xi
Xt—l

n=X,—X,y y Vo= log(
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15 T T T
-Series
B Retornos
ol [ Ivolatilidades| |
5 |
U 1

Bolsa de Nueva York Mercado espariol indices Bursatiles

Figura 1: Nimero de series que no escalan correctamente en cada uno de los activos financieros analizados.
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Figura 2: Andlisis multifractal de la serie de volatilidades de Repsol.

El estudio de los retornos y la volatilidad es muy importante en el &mbito financiero, al determinar estos
la viabilidad de una inversién en numerosas ocasiones. Las series seleccionadas son las siguientes:

* Empresas cotizadas en el mercado espafiol: Acciona, BBVA, Banco Santander, Endesa, Iberdrola,
Melia Hotels International, Red Eléctrica Espafiola, Telefénica, Repsol, Viscofan.

* Empresas cotizadas en EE. UU.: Apple, The Boing Company, Citigroup, Ebay, Starbucks Corporation.
« Indices bursatiles: IBEX 35, S&P 500, Dow Jones Industrial Average, Nasdaq Composite.

No se presentardn todos los resultados que se obtengan de estas, ya que muchas de ellas suelen tener
un comportamiento parecido a otras. Como resumen general, concluimos que se produce un escalado
generalizado en las series analizadas. Es notable el caso de las cotizaciones bursdtiles, ya que se produce
un escalado correcto (se obtiene un buen ajuste en la regresion lineal anteriormente expuesta) en el 80 %
de los casos. Igualmente, vemos cémo las volatilidades tienen un comportamiento peor, ya que el 40 % de
estas no escalan correctamente. La figura 1 nos muestra los resultados por mercado.

Como podemos apreciar en la figura 1, el mercado espafol presenta numerosas series que no escalan
correctamente, siendo el niimero muy parecido en los tres tipos de series. Esto puede ser debido a la
técnica de andlisis técnico que se produce en los EE. UU., el mayor volumen de negocio y la cualificacién
de los inversores.
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Figura 3: Analisis multifractal del primer tramo de la serie de volatilidades de Repsol.
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Figura 4: Andlisis multifractal del segundo tramo de la serie de volatilidades de Repsol.

Concluimos que alrededor del 40 % de las series que tienen propiedades de escalado presentan propiedades
monofractales. Asimismo, un 55 % de estas tienen caracteristicas multifractales, debido a su amplio espectro
multifractal. En el andlisis de cada una de las series temporales, se ha realizado un anélisis multifractal,
que nos revela la posible existencia de algtin crossover y la multifractalidad de la serie en cada uno de
los tramos determinados por los posibles crossover. Asi, nos podemos encontrar con la existencia de un
crossover en la serie temporal de las volatilidades de Repsol, como observamos en la figura 2, donde nos
encontramos con un cambio de pendiente alrededor del punto 2 en el grafico izquierdo superior.

Esto implica una dindmica muy compleja, ya que, en el corto plazo (en el primer tramo de la serie dado
por la figura 3), la serie temporal es multifractal, mientras que, en el largo plazo (segundo tramo dado por

la figura 4), la serie es monofractal.
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Analisis DFA con exponente: 0.80626
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Figura 5: Método DFA aplicado a la serie.
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Figura 6: Andlisis multifractal del primer tramo de la serie.

7.2. Variaciones de presion en el Océano Atlantico Norte

Procedemos ahora a describir los resultados de la serie temporal de las oscilaciones del atlantico norte,
(NAO, North Atlantic Oscilations, en inglés), siendo estos datos obtenidos de [7]. Este es un fenémeno
climatico que recoge las fluctuaciones de la diferencia de presién atmosférica entre Islandia y las Azo-
res. La NAO se descubre en los 1920s por Gilbert Walker. Siendo similar al fenémeno de El Nifo en el
océano Pacifico, la NAO es una de las mds importantes conductoras de las fluctuaciones climéticas en el
Noratldntico y climas htimedos vecinos [12, 13].

Calculamos en primer lugar el DFA de la serie y vemos su posible escalado en la figura 5. Podemos observar
un pequeiio cambio de tendencia alrededor de la escala 2 = log(100) (en escala logaritmica). En este caso,
obtenemos un exponente DFA de 1,0408 por debajo de las escalas de tamarfio 100, y un exponente DFA de
0,6627 para escalas con un tamafno mayor que 100.
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Figura 7: Andlisis multifractal del segundo tramo de la serie.

De esta forma, la serie escala correctamente con un crossover. Procedemos ahora a realizar el calculo del
multifractal. Para ello, se emplearia el método multifractal ya presentado, y se pintaria F;(s) vs g en escala
logaritmica, obteniendo un cambio de tendencia en la sefial alrededor del punto 2.

Por este motivo, realizaremos un andlisis multifractal de cada parte de la serie. Concretamente, tomaremos
los tamafios de ventana de 1 a 2 y, por otro lado, de 2 a 3,3, y calcularemos su espectro multifractal. Esto
serd realizado para el estudio por separado de ambas dindmicas presentes en la serie, y estudiar la mono-
o multifractalidad de cada una de ellas. En el primer tramo, obtenemos los resultados dados en la figura 6.

Observamos cémo la serie sigue teniendo un espectro multifractal mas amplio que la serie de control
(serie artificial generada) en ese primer tramo, teniendo esta un rango de 0,59 en comparacién con la serie
de control, la cual posee un rango de 0,05. Por lo tanto, concluimos que la serie es multifractal en el corto
plazo (para ventanas de tamafio menor que 100).

Se puede observar en la figura 7 el mismo resultado en el segundo tramo de la serie. Vemos cémo la serie
de control tiene un espectro mas estrecho que la segunda parte de la serie. Cada una tiene un rango de
0,16 y 0,36, respectivamente, indicAndonos de nuevo la multifractalidad para ventanas con un tamano
mayor que 100.

8. Conclusiones
Las principales aportaciones y conclusiones de este trabajo son las siguientes:

1. En este trabajo se ha introducido el método DFA, que mejora otros métodos previos empleados en el
andlisis de diferentes series temporales complejas, con el fin de estudiar su dindmica y las propiedades
fractales presentes en ellas. El DFA es aplicable tanto a series estacionarias como no estacionarias
y se ha relacionado el resultado que nos produce el DFA con la funcién de autocorrelacion para
series estacionarias. Igualmente, se ha introducido el DFA multifractal, wtil para analizar series mas
complejas, el cual analiza las propiedades de escala de los diferentes momentos de las fluctuactiones
de las series.

2. Se han presentado los algoritmos necesarios para generar series de control utilizando la transformada
de Fourier, asi como el espectro de potencias. Con estos algoritmos, somos capaces de generar series
con una dindmica monofractal concreta. Estas series sintéticas se usan para modelar las series reales,
y son utilizadas posteriormente como referencia para comparar con los resultados de las sefiales
reales analizadas.
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3. Los métodos DFA y DFA multifractal han sido empleados para analizar numerosas cotizaciones

bursétiles de los mercados financieros, asi como los retornos y las volatilidades de estas. Estas sefiales
son conocidas por su complejidad y sus caracteristicas fractales. Se concluye que alrededor de un 70 %
poseen propiedades fractales, y aproximadamente un 40 % son multifractales. Eso nos revela una
dindmica compleja presente en la mayoria de las series temporales. Igualmente, observamos series
con propiedades fractales distintas a pequeiias y grandes escalas temporales, con una transiciéon
entre ambas (crossover) en una escala intermedia, lo que sugiere la existencia de dos mecanismos
distintos que controlan la dindmica a corto y largo plazo.

Finalmente, se ha analizado el indice NAO, el cual mide las variaciones de presién en diferentes
puntos del Atlantico Norte. Los resultados revelan una dindmica muy compleja, presentando un
cambio de tendencia en cada estacién del afio y propiedades multifractales en cada una de ellas.
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Grafo asociado a los tamanos de las clases de
conjugacion de un grupo finito
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A la memoria de Carlo Casolo

Resumen: En el presente trabajo asociamos a los tamarios de las clases de con-
jugacién de un grupo finito G el denominado grafo primo A(G): los vértices son
los ntimeros primos que dividen a algiin tamafo de clase de G, y dos primos p
y q forman una arista si pq divide a algtin tamafio de clase. Nuestro objetivo en
este articulo es doble: por un lado, mostrar algunos resultados bésicos en esta drea
de investigacion, y por otro lado, demostrar un bonito e importante teorema de
S. Dolfi sobre la inexistencia de conjuntos independientes de tres vértices en este
grafo cuando G es resoluble; es decir, dados tres vértices en A(G), siempre existen
al menos dos de ellos conectados.

Abstract: In this paper we attach to the set of conjugacy class sizes of a finite group
G the so-called prime graph A(G): the vertices are the prime numbers that divide
some conjugacy class size of G, and two primes p and q form and edge whenever
pq divides some class size. Our objective in this note is twofold: on the one hand,
to show some basic results within this research area; on the other hand, to prove a
nice and important theorem due to S. Dolfi about the non-existence of independent
sets of three vertices in this graph when G is soluble; that is, given three distinct
vertices of A(G), there always exist at least two of them which are connected.
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Grafo asociado a los tamarios de las clases de conjugacién de un grupo finito

1. Introduccion

En el presente trabajo, todos los grupos considerados son finitos. El estudio de la relacién existente entre
ciertos nimeros naturales asociados a un grupo y su estructura es un amplio tema de investigacion
dentro de la teorfa de grupos finitos. Concretamente, los tamafios de las clases de conjugacién han tenido
una especial relevancia en las tltimas décadas. En el articulo de Ortiz Sotomayor [9] se muestra una
introduccién preliminar a esta drea, estudidndose c6mo algunas propiedades aritméticas concretas de los
tamarfios de clase controlan la estructura del grupo.

En esta linea, diversos autores estdn considerando recientemente un novedoso enfoque: grafos asociados
a los tamafios de clase de un grupo G. Uno de los grafos que mads interés estd teniendo es el denominado
grafo primo A(G), donde el conjunto de vértices V(G) son los ntimeros primos que dividen a algiin tamafio
de clase de G, y el conjunto de aristas E(G) estad formado por pares {p, q} de vértices p y q tales que su
producto pq divide a algtin tamafio de clase.

Dentro de este contexto, dos preguntas naturales que surgen son las siguientes: dado un grafo primo
asociado a los tamarios de clase un grupo G, ;qué podemos decir sobre la estructura de G? Y ;qué grafos
ocurren como grafos primos asociados a los tamanos de clase de G? Respecto a la primera pregunta
veremos que, por ejemplo, un grafo primo A(G) no contiene como vértice a un primo divisor del orden de
G siy solo si G tiene un p-subgrupo de Sylow contenido en su centro. También veremos que si dos vértices
py q no son adyacentes en A(G), entonces G tiene p-subgrupos de Sylow abelianos o g-subgrupos de Sylow
abelianos, entre otras propiedades. No obstante, el principal resultado que probaremos en este trabajo
responde a la segunda de las preguntas planteadas anteriormente. Antes de enunciarlo, recordamos que
un conjunto independiente de un grafo G es un subconjunto 7z del conjunto de vértices tal que ningtn par
de elementos de 7 son adyacentes en G.

Teorema A. Si G es un grupo resoluble y p, q y r son tres niimeros primos distintos tales que {p, q,r} C
V(G), entonces al menos dos de ellos forman una arista en A(G). En particular, A(G) no contiene conjuntos
independientes de tres vértices.

Este célebre teorema fue probado inicialmente por S. Dolfi [3, Theorem 16]. Sin embargo, algunos afios
mads tarde el mismo autor solucioné algunos errores que habia en su prueba [4]. Ademas, Dolfi [4] también
proporcioné una demostracién del mismo resultado eliminando la hipétesis de la resolubilidad del grupo,
aunque haciendo uso de la clasificacién de los grupos finitos simples. Sefialamos también que la prueba
del teorema A que presentamos en este articulo utiliza algunos razonamientos alternativos respecto de la
original dada por Dolfi [3] y corregida posteriormente [4].

El teorema A tiene importantes consecuencias. La primera de ellas es que, en cierto sentido, el grafo
A(G) tiende a poseer muchas aristas. Otras dos consecuencias inmediatas que se desprenden de dicho
resultado vienen dadas en el corolario que aparece a continuacién. Recordamos primeramente algunas
definiciones que aparecen de la teoria de grafos. Una componente conexa de un grafo G es un subgrafo #
donde todo par de vértices estdn conectados por algiin camino y no hay aristas entre J y el resto del grafo
G. El didmetro de un grafo es la maxima distancia entre dos de sus vértices. Un grafo es completo cuando
todo par de vértices estdn unidos por una arista.

Corolario B. Sea G un grupo resoluble. Entonces, el nitimero de componentes conexas de A(G) es a lo
sumo 2. Ademas,

¢ si A(G) es conexo, entonces su didmetro es a lo sumo 3;

* si A(G) es disconexo, entonces tiene dos componentes conexas que son grafos completos.

Hemos mencionado anteriormente que el teorema A es cierto sin la hipétesis de la resolubilidad de G
debido al trabajo de Dolfi [4], luego el corolario B se cumple realmente también para cualquier grupo G.
Sin embargo, este hecho ya era conocido [3, Remark 8, Theorem 17] incluso antes de publicarse el trabajo
de Dolfi [4].

Recordemos que, dado un grafo G, el grafo complementario G es el grafo que tiene el mismo conjunto
de vértices que Gy dos vértices forman una arista en G si y solo si no forman una arista en . En otras
palabras, es el mismo grafo pero con las aristas intercambiadas.
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Asi pues, el principal teorema de Dolfi [4] puede reescribirse como sigue: para cualquier grupo G, el grafo
A(G) no contiene ciclos de longitud 3. Recientemente, en el trabajo conjunto entre Dolfi, Pacifici, Sanus y
Sotomayor [5], se ha probado que dicho teorema admite una versién mucho mads general: el grafo A(G) no
contiene ciclos de longitud impar. Este tipo de grafos se llaman también grafos bipartitos, es decir, grafos
cuyos conjuntos de vértices pueden dividirse en dos conjuntos independientes disjuntos de tal forma que
toda arista une a un elemento de cada conjunto. Observemos que estos subconjuntos de vértices (llamados
cliques) inducen subgrafos completos en A(G), luego dicho teorema nos dice que el grafo A(G) contiene
dos cliques disjuntos cuya unién es V(G). Por tanto, el segundo caso del corolario B se corresponde con la
situacién de dos cliques no conexos entre si, mientras que en el primer caso existe alguna arista entre
ambos cliques. Como consecuencia directa de los razonamientos anteriores, podemos afirmar que los
grafos de la figura 1 no son posibles grafos A(G) para ningtn grupo G.

{ @
P
(%)
P r "
N '
S/ VY .
(a) El grafo complementario (b) Consta de dos componentes conexas, (c) Es un conjunto indepen-
es un ciclo de longitud 5. pero una no es completa. diente de tamario 3.

Figura 1: Grafos que no ocurren como A(G) para ningtn grupo G.

Finalmente, destacamos que en el articulo recopilatorio de Lewis [8] puede encontrarse una excelente
coleccidon de resultados, aparte de los aqui presentes, sobre diversos grafos asociados a diferentes conjuntos
de ntimeros naturales relativos a un grupo. Notemos que dicho trabajo fue publicado en 2008, por lo que
muchos resultados que han sido probados en esta tltima década no aparecen en él.

La estructura del articulo es la siguiente: en las secciones 2 y 3 exponemos algunos resultados previos
genéricos de la teoria de grupos y especificos de tamanos de clase, respectivamente. Dichos resultados
serdn necesarios para demostrar el teorema A en la seccién 4, mientras que la tltima seccién la dedicamos
a la prueba del corolario B.

Notacion. Utilizaremos notacién y terminologia estdndar del contexto de la teoria de grupos finitos, las
cuales siguen principalmente los libros de Doerk y Hawkes [2] y Isaacs [6]. No obstante, recordamos a
continuacion los principales conceptos que apareceran frecuentemente. Para un grupo G, sea x° la clase de
conjugacién de un elemento x € G, es decir, x® = {x9| g € G} = {g”'xg | g € G}. El tamafio de este conjunto
lo denotaremos por |x¢|. El conjunto de primos divisores de un niimero natural n lo denotaremos por 7(n).
En particular, 7(G) es el conjunto de primos divisores del orden de G. Para un ntimero primo p, escribiremos
Syl, (G) para denotar al conjunto de p-subgrupos de Sylow de G. Usaremos Z(G) para referirnos al centro
de un grupo G. Si H y K son subconjuntos de G, entonces el centralizador y normalizador en K de H los
denotaremos por Cx(H) y N (H), respectivamente. Escribiremos (H,, H, ..., H,) para referirnos al menor
grupo que contenga a los subgrupos H;, H,, ..., H,. Si N es un subgrupo normal de G, escribiremos N < G.
Finalmente, usaremos la notacién < y < para la inclusion e inclusién propia de subgrupos, mientras que
C y C seran inclusién e inclusién propia de subconjuntos, respectivamente.

2. Preliminares de grupos
Comenzamos esta seccion recordando de manera breve algunos conceptos y propiedades bdsicas de la
teoria de grupos.

Dado un grupo G, la célebre identidad de Dedekind afirma que, si U, V'y W son subconjuntos de G tales
que V C U, entonces UNVW = V(U N W).
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Diremos que un subgrupo H es caracteristico en G, y escribiremos H car G, si $(H) = H para cualquier
automorfismo ¢ de G. Es fécil ver que todo subgrupo caracteristico es normal ya que la conjugacién es un
caso particular de automorfismo de un grupo. Ademds, si H, car H, < G, entonces H; < G.

Dados dos elementos a, b € G, definimos el conmutador de a'y b como [a, b] := a~'b~'ab. Si A y B son
dos subgrupos de G, entonces [A, B] :=([a, b] | a € A, b € B) < G. En particular, G’ := [G, G] es el subgrupo
derivado de G, el cual es caracteristico en G. Notemos que a € Cg(b) es equivalente a[a,b] =1,y G =1
si'y solo si G es abeliano. Analogamente, se define G® := [G’, G'] y, en general, G® := [GU~D, G(-D]. Es
facil ver que un grupo es resoluble si y solo si existe un ntimero natural n tal que G = 1. Un par de
sencillas propiedades de los conmutadores que serdn ttiles son las siguientes.

Lema1([2, A - Lemma 7.4 (a-c)]). Sean A y B dos subgrupos de un grupo G y N un subgrupo normal de
G. Entonces,

1. [A,B] =[B,A] <(A,B);

2. [A,BI[N/N =[AN/N,BN/N].
Sea P un p-subgrupo de Sylow de G para un primo p. Definimos el subgrupo p-radical O,(G) de G como
la interseccion de todos los conjugados de P en G. Claramente, O,(G) es un p-subgrupo normal de G.
De hecho, es el mayor p-subgrupo normal de G, ya que cualquier otro p-subgrupo normal de G estara

contenido en todos los conjugados de P por el segundo y el tercer teorema de Sylow. De manera anéloga,
definimos el subgrupo O,/(G) como el mayor subgrupo normal de G cuyo orden es no divisible por p.

Un grupo es nilpotente si es el producto directo de sus subgrupos de Sylow. El subgrupo de Fitting F(G) de
G es el producto de los subgrupos p-radicales de G para cada primo p. Como todos ellos son normales
en Gy tienen interseccidn trivial, en particular forman un producto directo, luego F(G) es un subgrupo
nilpotente y normal en G. Sea N un subgrupo nilpotente y normal en G. Observemos que O,(N) es el
tnico p-subgrupo de Sylow de N por el segundo teorema de Sylow, luego O,(N) car N < G. Se sigue que
0,(N) < 0,(G) para cada primo p, luego N < F(G) y por tanto F(G) es el mayor subgrupo normal y
nilpotente de G.

La interseccién de todos los subgrupos maximales de G es el subgrupo de Frattini ®(G) de G, el cual es un
subgrupo caracteristico de G. Las principales propiedades del subgrupo ®(G) son las siguientes.

Lema 2. Si G esun grupo, entonces se cumplen las siguientes propiedades:

Si H £ G tal que G = H®(G), entonces G = H.

(Argumento de Frattini) Si N < G y P € Syl, (N), entonces G = NNg(P).
®(G) es un subgrupo nilpotente. En particular, ®(G) < F(G).
SiNJGyUK<XG tal que N < ®(U), entonces N < ®(G).

Si N < G, entonces ®(N) < ®(G).

Si G es p-grupo y ®(G) = 1, entonces G es abeliano.

oA WD

Demostracién. 1. Supongamos por reduccidn al absurdo que H < G, luego existe un subgrupo maximal M
de G tal que H < M. Pero ®(G) < M por definicion, luego H ®(G) < M < G, lo cual contradice la hip6tesis
G = H®(G).

2.Sea x € G. Entonces P* < N* = N porque N es normal en G. Como |P*| = |P|, entonces vuelve a ser
un p-subgrupo de Sylow de Ny, por el segundo teorema de Sylow, existe y € N tal que P* = P?. Asi,
xy~! € Ng(P). Como x = (xy~!)y y x era arbitrario, concluimos que G = Ng(P) N.

3. Si P € Syl, (®(G)), como ®(G) es normal en G, entonces por el argumento de Frattini tenemos que
G = ®(G)Ng(P). Por el punto 1 deducimos que G = Ng(P), luego P es normal en G y, en particular,
en ®(G), para cada primo p. La tltima afirmacién se debe a que F(G) es el mayor subgrupo normal y
nilpotente de G.

4. Supongamos que N £ ®(G), por lo que existe un subgrupo maximal M de G tal que N £ M. Entonces,
M < MN £ Gy, por maximalidad de M, deducimos que G = MN. Por tanto, usando la hip6tesis N < ®(U)
y la identidad de Dedekind, tenemos que U = UN G = U N MN = N(U n M). Consecuentemente,
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U=NUnM)<®U)UNM),luego U = U N M por la propiedad del punto 1. Asi, N < U < M, lo cual es
una contradiccion.

5. Como ®(N) car N < G, entonces ®(N) < G. Aplicando el punto 4 con Ny ®(N), obtenemos la tesis.

6. Sea M un subgrupo maximal arbitrario de G. Entonces, M es normal en Gy |G : M| = p. Se sigue
que G/ M es abeliano, luego usando el lema 1 (2) deducimos [G/M, G/ M] = [G,GIM /M = 1. Por tanto,
G’ < M, para todo M maximal de G. Se sigue que G’ < ®(G) = 1, luego G es abeliano. ]

La estructura de los normales minimales resolubles de un grupo G serd utilizada frecuentemente en la
prueba del principal teorema del trabajo. En este sentido, el sencillo resultado que viene a continuacién es
fundamental. Es una de las razones por las cuales imponemos la hipétesis de resolubilidad del grupo en el
teorema A.

Lema 3. Sea N un subgrupo normal minimal resoluble de un grupo G. Entonces, N es abeliano y |N| es
una potencia de primo.

Demostracién. Como N es resoluble, entonces existe un niimero natural n tal que N = 1. En particular, el
subgrupo derivado N’ < N. Pero N’ car N < G, luego N’ < G. Como N es normal minimal de G, deducimos
que N’ = 1y N es abeliano. En particular, N es nilpotente. Si p y g son dos primos divisores de |N|, entonces
0, (N) y O4(N) son subgrupos de Sylow de N tnicos. Luego son caracteristicos en N < G. Se sigue que
ambos son normales en Gy, por la minimalidad de N, deducimos que solamente uno de ellos puede ser
igual a N. Por tanto, |N| es una potencia de primo. L]

El subgrupo de G generado por sus normales minimales es el subgrupo socle Soc(G). Como dos normales
minimales distintos tienen interseccion trivial, es facil ver que Soc(G) es el producto directo de un sub-
conjunto de normales minimales de G. En particular, si G es resoluble, el subgrupo Soc(G) es abeliano por
el lema 3. De hecho, se cumplen las siguientes importantes igualdades, que serdn de mucha utilidad en
la demostracién del teorema A. La prueba utiliza técnicas elementales pero no es inmediata, luego sera
referida.

Lema 4 ([2, A - Theorem 10.6 (c) (ii)]). Sea G un grupo resoluble. Entonces,

F(G/®(G)) = F(G)/ ®(G) = Cg,0(c)(F(G) / ®(G)) = Soc(F(G) / ®(G)).

Una situacion significativa que aparecerd en numerosas ocasiones en el resto del trabajo es la siguiente.
Diremos que un subgrupo A de un grupo G es complementado en G si existe un subgrupo H tal que G = AH
con AN H = 1. En particular, si un p-subgrupo de Sylow de G es complementado por un subgrupo normal
de G, diremos que G es p-nilpotente.

A continuacidn, presentamos algunos resultados preliminares que serdn necesarios para el resto del
trabajo. Para agilizar la lectura, algunas de las pruebas seran referidas. El siguiente resultado se le atribuye
a Gaschiitz y nos da una condicién suficiente para que un subgrupo normal abeliano sea complementado.
Aunque es un resultado clésico en la teoria de grupos, incluimos su corta demostracion.

Lema 5. Si A es un subgrupo abeliano normal de un grupo G tal que A n ®(G) = 1, entonces A es
complementado en G.

Demostracion. Sea H un subgrupo de orden minimo dentro del conjunto no vacio {T < G : G = TA}.
Como A es abeliano y normal en G, entonces H N A es centralizado por A y normal en H. Por tanto,
HnA <AH = G. Supongamos que H N A no estd contenido en ®(H). Entonces, existe un subgrupo
maximal M de Htalque HN A ;{ M, luego M < M(H n A) < H. Por maximalidad de M en H, tenemos
que H = M(HNA). Como HNA < A, entonces G = HA = M(H N A)A = MA con |M| < |H]|, lo cual
contradice la minimalidad de H. Deducimos que H N A < ®(H) y usando el lema 2 (4) obtenemos que
HNALAN®G) =1. n

El préximo resultado también proporciona una condicién suficiente para que un subgrupo normal sea
complementado. Se trata del célebre teorema de Schur-Zassenhaus.

Teorema 6 ([2, A - Theorem 11.3]). Sea A un subgrupo normal de un grupo G tal que |A| y |G/A| son
coprimos. Entonces, A es complementado en G.
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En particular, el teorema de Schur-Zassenhaus determina una condicién suficiente para que un grupo G
sea p-nilpotente. La siguiente proposicién también va en esta linea y es un resultado cldsico de Burnside.

Proposicion 7 ([6, Theorem 9.13]). Sean G un grupo y P un p-subgrupo de Sylow de G. Si P < Z(Ng(P)),
entonces G es p-nilpotente.

Como aplicacién del teorema 6 también mostramos la siguiente interesante propiedad del subgrupo de
Frattini.

Lema 8. Sea G un grupo. Entonces, n(®(G)) C (G / ®(G)).

Demostracion. Por reduccién al absurdo, supongamos que existe p € 7(®(G)) ~ (G / ®(G)). Por el primer
teorema de Sylow, existe P € Syl, (®(G)). Como |G| = |G/ ®(G)| - |2(G)|, entonces por 6rdenes también
P € Syl, (G). Sabemos que ®(G) es un subgrupo nilpotente por el lema 2 (3), luego P es un subgrupo
caracteristico de ®(G), el cual es normal en G. Deducimos que P = Op(G). Aplicando el teorema 6
obtenemos que G = PH para cierto subgrupo H de G tal que P n H = 1. Pero entonces G = PH < ®(G)H.
Utilizando el lema 2 (1), deducimos que G = H, lo cual es imposible. [

Lema9. SeaG un grupo.

1. Si H es un subgrupo de G tal que G = | J HY, entonces G = H.
geG

2. SiG=AUBconA y Bsubgrupos de G, entonces G =A o G = B.
Demostracion. 1. Se sigue de unos sencillos argumentos de conteo [6, Corollary 4.16].

2. Supongamos que A < Gy B < G. Entonces, |G : A| > 2y |G : B| > 2, de donde deducimos que
|A| < |G|/2y|B| £ |G|/2. Como posiblemente coincidirdn en algunos elementos, ademaés del elemento
identidad, obtenemos que |G| < |A| + |B| < (|G]/2-1)+ (|G]/2—-1)+1 = |G| — 1, lo cual es una
contradiccion. L]

Cerramos esta seccién con un resultado clasico de accién coprima.

Lema 10 ([2, A - Proposition 12.5]). Supongamos que P y Q son subgrupos de un grupo G de tal forma
que Q acttia por conjugacion sobre P. Si |P| y |Q| son coprimos, entonces P = [P, Q] Cp(Q).

3. Preliminares de tamarios de clases de conjugacion

Comenzamos esta seccién presentando unas propiedades elementales. Recordemos que [x®| = |G : Cg(x)|
para cualquier elemento x € G por el teorema de la 6rbita-estabilizador.

Lema1l. Sea G un grupo. Entonces, se cumplen las siguientes propiedades:

1. Si N < G, entonces |xN| divide a |xC| para todo x € N.
2. Si N < G, entonces |(xN)¢/N| divide a |xC| para todo x € G.

3. Si Ny M son subgrupos normales de G tales que M NN = 1, entonces 7(|x°|) U z(|y°|) € 7(|(xy)°])
paratodox e Ney € M.

4. Si Ay B son dos subgrupos de Gy g € G, entonces C4(B)Y = C44(BY).
5. Siun primo p no divide a |x®|y P € Syl, (G), entonces x € Cg(PY) para algiing € G.

Demostracién. Los dos primeros apartados se corresponden con el lema 5 del articulo de Ortiz Sotoma-
yor [9]. Por tanto, nos centramos en la prueba de los apartados 3, 4 y 5.

3.Sea g € Cg(xy), con x € Ney € M. Entonces, xy = (xy)? = x99, luego x~'x9 = y(39)~!. Como
My N son normales, entonces x 'x9 = y(39)"' € MNN = 1, luego x = x9 e y = y9. Deducimos que
g € Cg(x) n Cs(y) vy, por tanto, Cg(xy) = Cg(x) N C(y), ya que la otra inclusién es evidente. Como
consecuencia, obtenemos que Cg(xy) < Cs(x) < G, luego por transitividad |x°| = |G : Cg(x)| divide a
|G : Cg(xy)| = |(xy)°| y, andlogamente, |y®| divide a |(xy)C|. La inclusién de conjuntos del enunciado
queda probada.
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4.Sea x € C4(B)Y, luego x = c9 para cierto ¢ € C4(B). Como c € A, entonces x = ¢/ € AY. Ademads, para
cualquier b € B, se cumple que [x, b?] = [¢9,b9] = [c,b]9 = 1 ya que ¢ € C4(B). Por tanto, x € C,44(BY).
Reciprocamente, si x € C44(BY), entonces x € A%y [x, b9] = 1 para todo b € B. Asi, x = a9 para cierto
a€ Ayl =][a% b9 = [a,b]d. Por tanto, [a,b] = 1y a € C4(B), luego x = a9 € C4(B)’.

5. Observemos que |G| = |x%| - |Cs(x)|. Por tanto, como p no divide a |x®|, necesariamente la mayor
potencia de p que divide a |G| es exactamente la misma que la que divide a |C5(x)|. Deducimos por el
primer teorema de Sylow que Cg(x) tiene un p-subgrupo de Sylow R, y, por érdenes, obtenemos que
R € Syl, (G). Ademds, por el segundo teorema de Sylow, R = PY para algin g € G, luego P9 < Cg(x) y
X € Cg(Pg) |

Como hemos comentado en la introduccién, una de las primeras situaciones a estudiar es cuando A(G)
no posee cierta arista. El siguiente resultado proporciona informacién estructural de G en este contexto.
Cabe destacar que fue demostrado por Itd en 1953 [7], mucho antes de conocerse la nocién de grafo primo
asociado a los tamafos de clase.

Teorema12. Sean G un grupoy p,q € V(G). Si {p, q} ¢ E(G), entonces (salvo intercambio de p y q) G es
p-nilpotente con p-subgrupos de Sylow abelianos.

Demostracién. Tomamos P € Syl, (G), Q € Syl;(G)y g € G. Si |g°| es no divisible por p, entonces por
el lema 11 (4) y (5) tenemos que g € Cg(P") = Cg(P)" para cierto h € G. Si p divide a |g©|, entonces q
no divide a dicho tamaiio de clase, ya que {p, g} ¢ E(G), luego anilogamente g € C(Q¥) = C5(Q)¥ para
cierto k € G. Por tanto,
6= co®u | co@r.
heG keG

Observemos que el nimero de conjugados en G de un subgrupo H < G coincide con |G : Ng(H)|. Ademas,
el elemento trivial estd en todos los términos de la unién anterior, luego por un argumento de conteo
obtenemos que

Gl < (ICc(P)| = DG : Ng(Cs(P))| + (ICc(Q) = 1) |G : Ng(Ca(Q))] + 1.

Dividiendo por |G| a ambos lados, tenemos que

1 < JCcP) —1 + ICc(Q)] -1 + L

~ ING(Ce(P))|  ING(Ce(Q))I G

Denotemos n; = |[Ng(Cg(P))| y ny = [INg(Cg(Q))|. Si Co(P) < Ng(Cg(P)) y C(Q) < Ng(Cg(Q)), entonces

1 1 1 1 1 G G . e s .
1<s—=—+4+5——+=,luego 16 + 1G] < 1, lo cual es claramente una contradiccién pues ambas fracciones
2 m 2 ny, |G| n ny

son indices de subgrupos. Consecuentemente, podemos suponer, por ejemplo, que C5(P) = Ng(Cs(P)).
Asi, P < Ng(P) < Ng(Cs(P)) = Cg(P), donde la segunda inclusion se da debido al lema 11 (4). Por tanto,

P es abeliano y G es p-nilpotente por la proposiciéon 7. (]

Ejemplo 13. Enla figura 1 (c) vimos que A(G) no puede constar solamente de tres vértices aislados, para
ningtn grupo G. Sin embargo, si que puede constar solamente de dos vértices aislados. Sea G un grupo
simétrico de grado 3. Es facil comprobar que los tamanos de clase de G son {1, 2, 3}, luego A(G) esta
formado por los vértices 2 y 3, los cuales no son adyacentes. Ademads, esto es un ejemplo de un grupo que
satisface las hipoétesis del teorema 12. Mds concretamente, G es 2-nilpotente.

Otra situacion clave a analizar es cuando un primo p divisor del orden de G no es vértice de A(G), en otras
palabras, cuando todos los tamafios de clase de G son no divisibles por p. El siguiente lema caracteriza
esta propiedad.

Lema14. Sean G un grupo, p € n(G) y P € Syl, (G). Entonces, p & V(G) siy solo si P < Z(G).

Demostracion. Si P < Z(G), entonces claramente P < C(x) < G para todo x € G, luego |x¢| = |G : Cg(x))
divide a |G : P|, de donde deducimos que p no divide a ningtin tamafio de clase de G. Reciprocamente, si
p ¢ V(G), entonces usando el lema 11 (4) y (5) tenemos que cada x € C5(P9) = C5(P)Y con g € G. Asi,

G = |J Cx(P)? y usando el lema 9 (1) obtenemos que G = Cg(P), luego P < Z(G). ]
geG
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El resultado posterior nos da una condicidn suficiente para que A(G) posea un clique.

Lema15. Sea G un grupo tal que G/ F(G) es abeliano. Entonces, existe g € G tal que 7(|g®|) contiene a
todos los primos que dividen a |G / F(G)).

Demostracion. Observemos que G es claramente resoluble. Razonamos por induccién sobre |G|. Suponga-
mos en primer lugar que ®(G) # 1. Observemos que F(G/ ®(G)) = F(G) / ®(G) por el lema 4. Por tanto, el
grupo cociente G := G/ ®(G) cumple que G/F(G) = (G/®(G))/ (F(G)/ ®(G)) es isomorfo a G/ F(G) por
el tercer teorema de isomorfia, siendo este dltimo grupo abeliano por hipétesis. Aplicando la hipotesis
de induccion, tenemos que para cierto elemento g € G se cumple que 7(G/F(G)) = (G /F(G)) esta

contenido en 7r(|g ) € 7(|g°|), donde la tltima inclusién es en virtud del lema 11 (2).

Por tanto, podemos suponer que ®(G) = 1. Usando el lema 4, podemos afirmar que, para ciertos normales
minimales N, ..., N, de G, se da que F(G) = Soc(G) = N; X --- X N,. Ademas, al ser G resoluble, entonces
también son resolubles todos los N; anteriores, luego son todos abelianos por el lema 3. Luego F(G) es
abeliano y, por el lema 5, tenemos que G = F(G)H para cierto subgrupo H con F(G) N H = 1. Veamos
que para cada i € {1,...,r}, existe 1 # x; € N, tal que Cy(x;) = Cy(lN;). Sea 1 # x; € N;. Claramente,
Cu(N;) < Cy(x;). Por otra parte, sea h € Cy(x;). Entonces, 1 # x; € Cy,(h) y este subgrupo es centralizado
por F(G), ya que F(G) es abeliano. Ademads, Cy,(h) es normalizado por H, debido al lema 11 (4) y a
que H es abeliano, ya que G/F(G) = HF(G)/F(G) es isomorfo por el segundo teorema de isomorfia
a H/(H N F(G)) = H. Asi, Cy,(h) es normal en F(G)H = Gy 1 # Cy,(h) < N;. Por minimalidad de N;,
deducimos que N; = Cy,(h), por lo que h € Cy(N,) y, por tanto, Cy(x;) < Cy(N;), luego queda probada la
igualdad de ambos subgrupos.

Finalmente, considerando los elementos 1 # x; anteriores, tomamos g := (X, ..., X,) € N; X --- X N, = F(G).
Por ser F(G) abeliano tenemos, usando la identidad de Dedekind, que

Cs(9) = Cs(9) N G = Cg(9) N F(G)H = F(G)(Cs(9) N H) = F(G) Cy(9).
Ademas,
Cu(9) < Cu(x)) N --- N Cxlx,) = Cx(N)) N --- N Cy(N,) < C(F(G)) < HN CG(F(G)) = HNF(G) =1,
donde la tltima igualdad es por el lema 4. Deducimos que |g¢| = |G : Cs(g)| = |G : F(G)|. n

Cuando razonemos en la demostracién del teorema A con cocientes del grupo sobre normales minimales
nos serd de mucha utilidad el siguiente resultado.

Lema16. Sea M un subgrupo normal minimal de un grupo G y sea p un primo tal que p € V(G)\V(G |/ M).
Si M es abeliano y Z(G) = ®(G) = 1, entonces o bien M € Syl,, (G), o bien |M| es no divisible por p y
Cum(P) =1 con P € Syl, (G). En este tltimo caso, p € 7(|xC|) para todo 1 # x € M.

Demostracién. Supongamos que M & Syl,, (G). Como ®(G) = 1, por el lema 5 tenemos que G = MH
para cierto subgrupo H de G tal que M N H = 1. Observemos que G/M = HM/M =2 H/(HNM) = H. Si
p & n(G /M), como |G| = |M| - |[H| y [M| es una potencia de primo por el lema 3, entonces necesariamente
M € Syl, (G), lo cual no puede suceder. Luego p € 7(G/M). Asi, por hipdtesis, p € 7(G/ M)~ V(G/M)y
por el lema 14 deducimos que H = G/ M tiene un p-subgrupo de Sylow central, digamos B.

Supongamos que M es un p-grupo. Sea P := BM. Tenemos que M N B, < M N H = 1, y por 6rdenes
deducimos que P € Syl, (G). Ademds, M < Ng(P) ya que M < Py, claramente, H < Ng(P) pues B < Z(H)
y M es normal en G, luego P < MH = G. En virtud del lema 2 (5) obtenemos que ®(P) < ®(G) = 1, luego P
es abeliano por el lema 2 (6). Se sigue que B conmuta con M, luego B, < Cg(H) N Cg(M) < Z(G) = 1, por
lo que P = M, lo cual es una contradiccién.

Por tanto, M tiene orden no divisible por p. En este caso tenemos que B € Syl,, (G). Observemos que Cy(R)
es un subgrupo normal de G = MH, ya que M es abeliano y B es central en H (lema 11 (4)). Como M es
normal minimal de G, entonces o bien M = Cy;(B), o Cy,(B) = 1. El primer caso implicaque B, < Z(G) = 1
y, como R € Syl, (G), esto contradice nuestra hipotesis p € V(G). Por tanto, Cy(R) = 1.

Seal # x € M. Si p ¢ 7(|x®|), entonces por el lema 11 (5) tenemos que x € C5(B?) N M = Cp(B’) para
cierto g € G. Aplicando el lema 11 (4) obtenemos que X9 e Cp(B? )9_1 =Cy(B)=1luegox =1, 1a
contradiccion final. n
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Finalizamos la secci6én con la proposicién 18, la cual es fundamental para demostrar el teorema A. Se
trata de una unificacién de los dos apartados del siguiente resultado. La demostracién de este requiere de
técnicas més avanzadas, por lo que serd referida.

Proposicion 17.  Sean G un grupo y p,q € V(G) tales que {p, q} & E(G). Sean P € Syl, (G) y Q € Syl, (G).
Sea M un subgrupo normal de G.

1. Si1l # |[M| = t" cont primo, Cy(P) = 1y M es abeliano y complementado en G, entonces
04(G) = QN Cs(M) < Z(Cs(M)).

2. Si M = 0,/([G, P]) es normal minimal de G y Q no es normal en G, entonces

a) G:= G/ Cg(M) cumple que G/F(G) v F(G) son ciclicos, P < F(G) y QNnFG) =1, y
b) G=0Q-T, dondeT=(x € G|qe n(°)).

Demostracion. El apartado 1 se sigue del trabajo de Casolo et al. [1, Proposition 3.1], mientras que el
segundo apartado es exactamente lo que muestran Dolfi et al. [5, Proposition 2.5]. [

Proposicién 18.  Sean G un grupo y p, q € V(G) tales que {p, q} € E(G). Sean P € Syl, (G) y Q € Syl, (G).
Supongamos que M es un subgrupo normal minimal abeliano de G tal que p ¢ V(G/M), |[M| es no
divisible por p y M es complementado en G. Entonces, 04(G) = Q N Cg(M) < Z(Cg(M)).

Ademas, si Q no es normal en G, entonces
1. G=G/ Cs;(M) cumple que G/F(G) y F(G) son ciclicos, P < F(G) v QNFG) =1, vy
2.G=0-T, dondeT:=(x€G | qe n(x°)).

Demostracion. En primer lugar, observemos que M es complementado por hipétesis, luego existe H < G
tal que G = HM con H N M = 1. Asi, H es isomorfo a G/ M por el segundo teorema de isomorfia. Notemos
que p € 7(G/ M), ya que |G| = |H| - [M| y M tiene orden no divisible por p. Como estamos suponiendo
que p ¢ V(G/M), entonces H tiene un p-subgrupo de Sylow R central por el lema 14. Como M tiene
orden coprimo con p, entonces, en particular, By € Syl, (G). Pero P es conjugado en G a R por el segundo
teorema de Sylow, luego podriamos trabajar desde el principio con R en lugar de P, ya que el enunciado
no depende de la eleccién del p-subgrupo de Sylow. Por tanto, salvo conjugacién, podemos suponer que el
p-subgrupo de Sylow central de H es P. Deducimos que C,(P) es centralizado por M (por ser M abeliano)
y normalizado por H, ya que P < Z(H) y podemos aplicar el lema 11 (4). Como M es normal minimal de G,
entonces o bien Cy(P) = M, o Cp(P) = 1. En el primer caso obtenemos que P < Z(G) ya que G = HM,
pero esto y el lema 14 nos llevan a la contradiccion p ¢ V(G), ya que P € Syl, (G). Por tanto, Cp(P) = 1. En
virtud del lema 3, |[M| es una potencia de primo, luego podemos aplicar la proposicién 17 (1) y obtenemos
que 04(G) = Q N Ce(M) < Z(Ca(M)).

Por otra parte, como p ¢ V(G/M), de nuevo por el lema 14 tenemos que PM/M < Z(G/M), luego
1=[G/M,PM/M] =[G PIM/Mporellemal (2) y[G,P] < M. Pero [G,P] <(G,P) = Gporellema1 (1)
y M es normal minimal de G. Como p es vértice de A(G), entonces, en virtud del lema 14, obtenemos
que 1 # [G, P] y deducimos que M = [G, P], luego trivialmente M = O,/([G, P]) ya que p no divide a |M]|.
Luego si Q no es normal en G, entonces estamos en disposicién de aplicar la proposicién 17 (2), lo que
nos proporciona las afirmaciones 1 y 2. [

4. Prueba del teorema A

Demostracion del teorema A.  Sean p, q, r tres vértices cualesquiera del grafo A(G), con p, q y r nimeros
primos distintos. Nuestro objetivo es demostrar que existe alguna arista entre ellos. Observemos que
cualquier subgrupo o grupo cociente de G es claramente resoluble. Trabajaremos por contraejemplo
minimal, esto es, supongamos que {p, q, r} es un conjunto independiente de A(G) pero todo grupo G,
tal que |Gy| < |G|y {p, q, r} C V(G,) cumple que {p, g, ¥} no es un conjunto independiente de A(G,). Sean
P € Syl, (G), Q € Syl; (G) y R € Syl, (G). Dividimos la demostracién en una serie de pasos.

TEMat, 4 (2020) e-1SSN: 2530-9633 109



Grafo asociado a los tamarios de las clases de conjugacién de un grupo finito

Paso 1. Si 1 # N es un normal de G tal que {p, q,r} C 7(G/N), entonces {p,q,r}NV(G/N) & {p,q,r}.

Por reduccién al absurdo, supongamos que se da la igualdad entre ambos conjuntos, esto es, que {p, q, r}
son vértices de A(G/N). Por minimalidad de G, tenemos que dos de ellos son adyacentes en G/ N, es
decir, existiria xN € G/ N tal que, por ejemplo, pq € 7(|(xN)¢/N)) C 7(]x®|), donde la tltima inclusién se
debe al lema 11 (2), lo cual contradice nuestras hip6tesis. Por tanto, como {p, q,r} N V(G /N) es siempre
un subconjunto de {p, g, ¥} y no son iguales, la inclusion es estricta.

Paso 2. Podemos suponer ®(G) = 1. En particular, todo subgrupo normal en G y abeliano es complemen-
tado en G.

Supongamos que ®(G) # 1. Observemos que 7(®(G)) C n(G/ ®(G)) debido al lema 8 y, como ademas
sabemos que |G| = |G/ ®(G)| - |®(G)|, entonces 7(G) = n(G/ ®(G)) U 7(®(G)) = n(G/ ®(G)). Por tanto,
{p,q,r} C (G / ®(G)). Por el paso 1, podemos suponer sin pérdida de generalidad que p ¢ V(G / ®(G)). Asi,
P®(G)/ ®(G) < Z(G/ ®(G)) por el lema 14, luego P ®(G) es normal en Gy claramente P € Syl, (P ®(G)).
Aplicando el lema 2 (1) y (2) deducimos que G = P ®(G) N;(P) = PNg(P) = Ng(P), luego P es normal en
G. Por el teorema 6 tenemos que G = PH para cierto subgrupo H de G tal que P n H = 1. Consecuente-
mente, H actda por conjugacion sobre Py |H| = |G : P| es coprimo con |P|. Por el lema 10 se sigue que
P =[P,H]|Cp(H), luego G = [P, H| Cp(H)H. Como P®(G) / ®(G) < Z(G/ ®(G)), obtenemos en particular
que 1 = [P®(G)/ ®(G), HP(G)/ ®(G)] = [P, H] ®(G)/ ®(G), donde la tltima igualdad se debe al lema 1
(2). Asi, G = [P,H|Cp(H)H < ®(G)Cp(H)H = HCp(H) por el lema 2 (1) y, por tanto, |G| = |H| - |Cp(H)|-
Por 6rdenes, necesariamente P = Cp(H), por lo que H < G. Ademds, G = PXx Hpues PN H = 1.

Como p € V(G) por hipotesis, necesariamente Z(P) < P por el lema 14. Escogemos x € P ~ Z(P), el
cual claramente verifica que 1 # |x¢| = |xP| = [P : Cp(x)|, por lo que p € 7(|x®|). Por otro lado, por
6rdenes, cualquier g-subgrupo de Sylow Q, de H es un g-subgrupo de Sylow de G. Deducimos por el
lema 14 que q € n(]yH|) para algtin y € H, pues si Q, < Z(H) entonces Q < Z(G) y obtendriamos la
contradiccién q ¢ V(G) de nuevo por el lema 14. Aplicando el lema 11 (1) obtenemos que q € 7(|y°|),
luego pq € 7(|(xy)®|) por el lema 11 (3). Esta contradiccién implica que necesariamente ®(G) = 1.

Finalmente, como ®(G) = 1, aplicando el lema 5 con cualquier subgrupo normal abeliano de G obtenemos
la Gltima afirmacién.

Paso 3. Podemos suponer que Z(G) = 1.

Supongamos que Z(G) # 1y consideremos el grupo cociente G/ Z(G). Claramente, {p, q,r} C ©(G/ Z(G)),
ya que de otra forma por érdenes tendriamos que Z(G) contendria un ¢-subgrupo de Sylow de G con
t € {p,q,r}, lo cual es una contradiccién por el lema 14. Nuevamente por el paso 1, podemos suponer
que V(G /Z(G)) no contiene a alguno de los primos {p, g, r}. Sin pérdida de generalidad, supongamos que
p & V(G/Z(G)).

Observemos que Z(G) es complementado en G por el paso 2, esto es, G = Z(G) L para algin L < G con
Z(G)NL = 1. Pero entonces L es claramente normal en Z(G)L = G, luego G = Z(G)X L. Como L es isomorfo
a G/ Z(G) por el segundo teorema de isomorfia y p ¢ V(G /Z(G)), entonces por el lema 14 tenemos que
L tiene un p-subgrupo de Sylow central, digamos L. Sea Z,, el p-subgrupo de Sylow de Z(G). Entonces,
claramente Z, X L, € Syl, (G) es central en G, contradiciendo nuestras hipétesis.

Paso 4. A lo sumo uno de los subgrupos contenidos en {P, Q, R} es normal en G.

Por reduccidn al absurdo, supongamos que Py Q son ambos normales en G. Como {p, q} ¢ E(G), entonces
pq no divide a ningtin tamafo de clase de G. Asi, si g € G cumple que p € 7(|]g°|), entonces g no divide
a dicho tamario de clase, luego por el lema 11 (5) obtenemos que g € C5(Q) pues Q es normal en G. Si
p no divide a |g€|, entonces, andlogamente, g € C5(P). Deducimos que G = C5(P) U Cs(Q). Notemos
que ambos subgrupos son propios en G; de otra forma, tendriamos que p o g no son vértices de A(G)
por el lema 14. Pero G no puede ser unién de dos subgrupos propios por el lema 9 (2), lo cual es una
contradiccion.

Paso 5. G tiene a lo sumo dos normales minimales distintos.

Supongamos que N;, N,, N; son tres normales minimales distintos de G. Al ser G resoluble, entonces por el
lema 3 cada uno de ellos es un s;-grupo abeliano para ciertos primos s;, con 1 <i < 3.

110 https://temat.es/


https://temat.es/

Sotomayor

Sit € {p,q,r}~ 7(G/N;) para algin i, entonces por 6rdenes necesariamente N; es un ¢-subgrupo de Sylow
de G. Usando el paso 4, deducimos que existe como maximo un i € {1, 2, 3} tal que 7(G/ N;) no contiene a
algtn primo de {p, q, r}. Por tanto, sin pérdida de generalidad, podemos suponer que tanto 7(G/ N;) como
7(G/N,) contienen a {p, q, 7} y, por el paso 1, podemos asumir que V(G/N;)y V(G/N,) no contienen a
alguno de dichos primos.

Supongamos en primer lugar que V(G /N,) y V(G / N,) no contienen al mismo primo, digamos q. Entonces,
por el lema 14 tenemos que G/ N; X G/ N, tiene un g-subgrupo de Sylow central. Consideremos ahora
el homomorfismo ¢: G — G/N; X G/ N, con ¢(g) = (gN;, gN,) para todo g € G, el cual cumple que
ker(¢) = N; N N, y, por el primer teorema de isomorfia, G/ ker(¢) = Im(¢) < G/N; X G/ N,. Por tanto,
G/ (N;nN,) es isomorfo a un subgrupo de dicho producto directo. Como claramente N; "N, = 1, entonces
G = G/ (N, N N,) también tiene un g-subgrupo de Sylow central, es decir, ¢ ¢ V(G) por el lema 14, lo cual
es una contradiccion.

Podemos por tanto suponer que p ¢ V(G/N;)y q € V(G/N,). Distinguimos ahora varios casos posibles.
Si N; es un p-grupo y N, es un g-grupo, entonces por el lema 16 deducimos que P = N; y Q = N,, lo cual
contradice el paso 4. Si |N;| es coprimo con p y |N,| es coprimo con g, entonces por el lema 16 obtenemos
que p € 7(|x°|) y q € n(|y®|) paratodo 1 # x € N, y1 # y € N,. Utilizando el lema 11 (3) obtenemos
la contradiccién pq € 7(|(xy)®|). Finalmente, supongamos que N; = Py N, tiene orden no divisible por
q. Entonces, por érdenes y por el paso 4 tenemos que necesariamente {p, q,7} C 7w(G/N;). Asimismo,
V(G / N3) pierde a alguno de dichos primos por el paso 1, digamos ¢ € {p, q, r}. Ademads, ¢ no divide a |Nj|
por el lema 16 y el paso 4. Si t # g, entonces por el lema 16 nuevamente podemos encontrar elementos en
N, y N; tales que el tamafo de clase en G del producto de ambos es divisible por tq, contradiccién. Luego
podemos afirmar que t = qy, por tanto, G/ N, X G/ N; tiene un g-subgrupo de Sylow central. Repitiendo
el argumento del parrafo anterior, deducimos que G también tiene un g-subgrupo de Sylow central, lo
cual no puede ocurrir por el lema 14 y las hipétesis del teorema.

Paso 6. F(G) no es normal minimal de G.

Supongamos que F(G) es un normal minimal de G, luego es un ¢-grupo abeliano para algtin primo ¢ por
el lema 3. Observemos que F(G) es complementado en G por el paso 2, es decir, existe H < G tal que
G = HF(G) con F(G) n H = 1. Por tanto, Cx(F(G)) = C5(F(G)) N H = F(G) n H = 1, donde la pendltima
igualdad se debe al lema 4.

Supongamos que alguno de los primos {p, g, ¥} no estd contenido en (G / F(G)). Entonces, por 6rdenes
deducimos que F(G) es un t-subgrupo de Sylow de G, con t € {p, q, r}. Podemos asumir sin pérdida de
generalidad que t = p, luego F(G) = P. Si 1 # x € H cumple que p ¢ 7(|x€|), como P < G, entonces por
el lema 11 (5) obtenemos que x € H N C5(P) = Cy(P) = 1, lo cual no puede ocurrir. Luego p € 7(|x°|)
para todo 1 # x € H. Por hipétesis, deducimos que q y r no dividen a |x®| para todo x € H. Ademads,
H es isomorfo a G/ F(G) por el segundo teorema de isomorfia, luego existe una biyeccién entre |xH|y
|(x F(G))®/F(©)| para todo x € H. Como este tltimo tamario de clase divide a |x®| por el lema 11 (2),
deducimos que {q,r} N 7(|xf|) = @ para todo x € H. Asi, H =~ G/F(G) tiene un g-subgrupo de Sylow
central y un r-subgrupo de Sylow central por el lema 14. Deducimos que {q, 7} N"V(G / F(G)) = @. Aplicando
el lema 16 llegamos a que {q, r} C 7(|y®|) para todo 1 # y € F(G), lo cual es una contradiccion.

Por tanto, {p, q,r} C 7(G/F(G))y, por el paso 1, podemos suponer que, por ejemplo, p no pertenece a
V(G /F(G)). En virtud del lema 16 tenemos ademads que ¢t # p. Aplicando la proposicién 18 con las aristas
{p, @} y{p, r} obtenemos que O4(G) = QN Cx(F(G)) y 0,(G) = RN C(F(G)). Pero Cx(F(G)) = F(G) debido
al lema 4 y es un ¢-grupo normal minimal, luego podemos asumir, por ejemplo, que O,(G) = 1Y, por
tanto, Q no es normal en G. Si denotamos G = G/ C;(F(G)), entonces la proposicién 18 (1) nos dice que
G/ F(G) es ciclico con Q N F(G) = oq(é) = 1. Pero |G| = |G/ F(G)| - |[F(G)| y, por 6rdenes, deducimos que
q € 7(G/F(G)). Ademis, G = G/ C5(F(G)) = HC4(F(G)) / C5(F(G)) es isomorfo a H/ Cy(F(G)) = H por
el segundo teorema de isomorfia, luego H/F(H) es ciclico con q € 7n(H / F(H)).

Supongamos que O,(G) = 1 también. Entonces, R tampoco seria normal en G y, nuevamente, la proposi-
cién 18 (1) nos proporcionaria que r € (H / F(H)). Aplicando el lema 15 tenemos que gr divide a |gf| para
algtin g € Hy, como H es isomorfo a G / F(G), por el lema 11 (2) obtenemos que qr € 7(|(g F(G))®/F(©)|) C
7(]g€)). Por tanto, {q, r} € E(G), una contradiccién con nuestras hipétesis.
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Consecuentemente, 1 # 0,(G) y, como F(G) es normal minimal de G, necesariamente tenemos que
F(G) = 0,(G). Aplicando el segundo apartado de la proposicién 18 con la arista { p,_q} y recordando que

Cs(F(G)) = F(G), obtenemos que G/F(G)=G=Q-T,dondeT=(x€G | q e 7t(|EG|)). Observemos que
T # 1 claramente, pues de otra forma G = Q = F(G) y, por otro lado, tenfamos por la proposicién 18 (1) que
QNF(G) = 1, 1o cual es una contradiccion. Escogemos un generador 1 # X = x F(G) de T, el cual verifica que
q € 7(|(x F(G))®/F(©))), y por el lema 11 (2) deducimos que q € 7(]xC|). Entonces, por hipétesis r ¢ 7(|xC|).
Por el lema 11 (5) y la definicién de 0,(G), obtenemos que x € C;(RY) £ C5(0,(G)) < Co(F(G)) = F(G),
lo cual es claramente una contradiccion.

Paso 7. F(G) = P X N con Py N normales minimales abelianos de G, q € V(G/N)y q coprimo con |N]|.

Por los pasos 5y 6 junto con el lema 4 obtenemos que F(G) = Soc(G) = N; X N, con N, y N, normales
minimales distintos de G. Ademas, por el lema 3, ambos son abelianos y, por tanto, también lo es F(G). En
virtud del paso 4, necesariamente {p, q, r} estd contenido en 7(G/ N;) o 7(G/ N,).

Supongamos primeramente que {p,q,r} C 7(G/N,) pero, por ejemplo, p ¢ 7(G/N,). Entonces, por
6rdenes, N; = P, y por el paso 1 tenemos que {p, q, r} no estd contenido en V(G/N,). Recordemos que,
por el primer teorema de isomorfia, podemos ver G = G/ (N; N N,) como un subgrupo de G/N; X G/ N;.
Si p es el primo no contenido en V(G/N,), entonces por el lema 14 tenemos que G/ N, X G/ N, tiene
un p-subgrupo de Sylow central, y por el mismo lema llegariamos a la contradiccién p ¢ V(G). Por
tanto, podemos suponer, por ejemplo, que q € V(G /N,). Ademds, si N, fuese un g-grupo, entonces por el
lema 16 tendriamos que N, = Q, lo cual contradice el paso 4. Por tanto, |N,| es coprimo con q y tenemos la
estructura de F(G) deseada.

Supongamos ahora que {p, q, r} estd contenido en 7(G/ N;) y 7(G / N,). Nuevamente, el paso 1 nos lleva a
que {p, q, r} no esta contenido en V(G /N;) ni en V(G / N,). Distinguimos ahora una serie de casos.

SiV(G/N;)yV(G/N,)no contienen al mismo primo, digamos p, entonces razonando como en el segundo
parrafo deducimos que G (el cual es isomorfo a un subgrupo de G/ N; X G/ N,) tiene un p-subgrupo de
Sylow central, lo cual es imposible.

Por tanto, podemos suponer que p € V(G/N;)y q & V(G/N,). Claramente no puede darse que N; sea un
p-grupo y N, sea un g-grupo, por el lema 16 y el paso 4. Si |N;| es coprimo con py |N,| es coprimo con g, el
lema 16 nos dice que todo elemento de N; tiene tamafio de clase divisible por p y todo elemento de N,
tiene tamano de clase divisible por q. Usando el lema 11 (3) podemos encontrar un elemento cuyo tamafio
de clase en G es divisible por pq, lo cual contradice nuestras hipétesis. Por tanto, por el lema 16, podemos
asumir que N; = P € Syl, (G) y q € V(G /N,) con q coprimo con |N,], lo cual es la estructura de F(G) que
buscédbamos.

Paso 8. Contradiccion final.

Por el paso 7 tenemos que F(G) = P X N con P y N normales minimales abelianos de G, q ¢ V(G/N)yq
coprimo con |N|. Notemos que R no es normal en G por el paso 4. Aplicando la proposicién 18 (2) con
Gy Nylaarista {q, r}, obtenemos que G/ C5(N) = (RC5(N)/ Cg(N)) - (T/Cg(N)), donde T/ Cg(N) es el
grupo generado por los elementos x C;(N) de G/ C5(N) (con x € G) tales que r € 7(|(x Cg(N))C/ M),
Por el lema 11 (2) tenemos entonces que r € 7(|x®|). Aplicando las hipétesis del teorema llegamos a
que p ¢ 7(|x®)) y, por el lema 11 (5), obtenemos que x € Cg(P) ya que P es normal en G. Por tanto,
T/Cg(N) < Cg(P)Cg(N)/Cg(N)y, entonces, G/ Cg(N) = (RCg(N)/ Cg(N)) - (Ca(P) Co(N) / Co(N)). Asi,
tenemos que G = RCg(P) C5(N). Usando la proposicién 18 con Gy Ny la arista {p, g} obtenemos que
P =PNCy(N) < Z(C;(N)), luego todo elemento de C;(IN) conmuta con P, esto es, Cg(N) < C;(P) y, como
G = RC;(P)Cg(N), deducimos que G = R C(P). En consecuencia, Cp(R) centraliza a R y es centralizado
por Cg(P), luego Cp(R) < Z(G) = 1.

Podemos aplicar la proposicion 17 (1) con Gy Py la arista {q, r}, ya que P es complementado en G por
el paso 2, con lo que obtenemos que 04(G) = Q N C5(P). Como G = RCq(P), por 6rdenes, cualquier
g-subgrupo de Sylow Q, de C;(P) lo serd también de G. Por el segundo teorema de Sylow, Q, = Q" para
algiin u € G, luego Q* < C5(P) y, por el lema 11 (4), obtenemos que Q < CG(P“_I) = Cg(P) pues P I G.
Por tanto, O4(G) = Q N C5(P) = Q, y esta tltima contradiccion con el paso 4 finaliza la prueba. L]

Observemos que la hipétesis de la resolubilidad del grupo no ha sido necesaria hasta el paso 5, luego los
argumentos de los pasos 1 a 4 son validos para grupos no resolubles también.
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5. Prueba del corolario B

Demostracion del corolario B.  El nimero de componentes conexas de A(G) es claramente menor o igual que
dos, pues en otro caso podriamos encontrar tres vértices, cada uno en una componente conexa distinta,
que formarian un conjunto independiente, lo cual contradice el teorema A.

Supongamos ahora, por contradicciéon, que el didmetro es de longitud al menos 4. Esto significa que
existiria un camino de la forma p-q-r-s-t para ciertos primos, de tal forma que no existe otro camino més
corto que una p con t. Entonces, {p, r, t} seria un conjunto independiente de tamafo 3 y tendriamos una
contradiccién de nuevo con el teorema A.

Finalmente, supongamos que A(G) es disconexo. Por la primera afirmacién del corolario, tenemos que
A(G) estd formado por dos componentes conexas 7, y 77,. Supongamos que alguna de ellas no es completa,
esto es, que existen p y q en (por ejemplo) 7, tales que {p, q} ¢ E(G). Sear € 7, arbitrario. Entonces, {p, q, r}
es un conjunto independiente de tamafio 3, lo cual no puede ocurrir. Esto finaliza la demostraciéon. =
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