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Sobre TEMat

TEMat es una revista de divulgacién de trabajos de estudiantes de matemadticas publicada sin dnimo de
lucro por la Asociaciéon Nacional de Estudiantes de Matematicas. Se busca publicar trabajos divulgativos
de matemadticas, escritos principalmente (pero no exclusivamente) por estudiantes, de todo tipo: breves
resefias, introducciones a temas de investigacién complejos, o articulos explicando las bases e incluso
algin pequefio resultado de trabajos desarrollados por estudiantes.

TEMat persigue el doble objetivo de dar visibilidad a la calidad y diversidad de los trabajos realizados por
estudiantes de matematicas en los centros espafoles a la vez que permite a los estudiantes publicar sus
primeros articulos, familiarizdndose asi con el proceso de redaccién, revisiéon y correccién que va asociado
a la actividad investigadora.

Se contemplan para su publicacion articulos escritos en castellano de todas las dreas de las matematicas,
incluyendo algebra, andlisis, ciencias de la computacion, combinatoria, educacién matemadtica, estadistica,
geometria, teoria de nimeros y cualquier otra drea de las matematicas (puras y aplicadas), asi como
aplicaciones cientificas o tecnolégicas en las que las matemaéticas jueguen un papel central.
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Carta del presidente de la ANEM

Seguimos pasando por tiempos dificiles. Esto, sin embargo, no ha sido impedimento para que TEMat
saque su quinto volumen, consoliddndose como una revista tinica en el panorama internacional y siendo
uno de los proyectos de mayor envergadura e importancia de la ANEM.

Cada vez es mayor el interés por TEMat y ejemplo de ello son los articulos enviados este afio, asi como la
publicacién, a finales de 2020, del primer volumen de TEMat monogrdficos con los articulos de la Escuela-
Taller de Andlisis Funcional, que seguro que serd el primero de muchos y presagio de otros proyectos que
seguirdn haciendo crecer esta increible iniciativa.

La pandemia nos ha demostrado que es fundamental defender la investigacién cientifica abierta y tenemos
que hacer que el estudiantado pueda introducirse a la misma de cara a su futuro profesional. Creemos
firmemente que la educacion y la investigaciéon son cimientos indispensables de nuestra sociedad y que
las matemadticas son un pilar fundamental para el desarrollo de un ecosistema cientifico de calidad.

No podria finalizar sin agradecer a todos los miembros del Comité Editorial la gran cantidad de horas
dedicadas para que este increible proyecto siga viento en popa, asi como, por supuesto, a los autores
y revisores de los articulos sin los cuales nada de esto existiria. Gracias por todo el esfuerzo para que
podamos disfrutar de esta edicién. Y esperamos, que si no lo habéis hecho ya, os apuntéis a enviar vuestros
articulos a TEMat o a revisar los de vuestros compafieros para que esta gran apuesta siga adelante.

Alfonso Mérquez Martinez,
presidente de la ANEM.

Sevilla, mayo de 2021.
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Teoria de nudos y homologia de Khovanov

& David Torregrosa Belén Resumen: Una de las preguntas que nos planteamos en teoria de nudos es deter-
Universidad de Alicante minar si dos nudos son equivalentes. Para intentar responder a esta cuestion es
david.torregrosa@ua.es util considerar invariantes de nudos. La primera parte de este articulo consiste

en una introduccioén a la teoria de nudos y al polinomio de Jones, un invariante
que supuso un importante avance en la forma de estudiar esta teoria y construy6
puentes con otras ramas de las matematicas y la fisica. La segunda parte estd
dedicada a la homologia de Khovanov. Se trata de un refinamiento del polinomio
de Jones que da lugar a un invariante homoldégico.

Abstract: One of the questions asked in knot theory is whether or not two knots
are equivalent. Knot invariants are a useful tool in order to give a possible answer
to this question. This paper starts with an introduction to knot theory and the
Jones polynomial, an invariant that entailed a great advance in the study of this
theory and built connections with other branches of mathematics and physics. The
second part of the paper is devoted to Khovanov homology. This is an homological
invariant, obtained by means of the Jones polynomial but which enlarges the
information given by it.

Palabras clave: teoria de nudos, equivalencia de nudos y enlaces, invariantes de
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Teoria de nudos y homologia de Khovanov

1. Introduccion

La teoria de nudos es un drea de la topologia de baja dimensién dedicada al estudio de nudos y su
clasificacién. Comencemos viendo qué va a ser para nosotros un nudo.

Toma una cuerda con dos extremos, entreldzala entre si y, una vez hayas concluido, une los extremos.
El resultado es un nudo. Considera ahora que tenemos dos nudos. Clasificar nudos hace referencia a
responder preguntas del tipo: ;podemos tomar el primer nudo y transformarlo en el segundo sin cortar la
cuerda? Si la respuesta a esta pregunta es afirmativa, es posible cambiar poco a poco y continuamente
la forma del primer nudo y obtener el segundo, y diremos que ambos nudos son equivalentes. Estas
ideas se formalizardn en la seccién 2. Ademads, se introducird el concepto de invariante de nudo, que
nos ayuda a determinar, en algunos casos, cuando dos nudos no son equivalentes. Entre estos invariantes
destaca el polinomio de Jones, al que le dedicamos la seccién 3. El polinomio de Jones puede refinarse para
obtener un invariante més potente, la homologia de Khovanov. Esta se presenta en la seccion 4, en la cual
comenzamos introduciendo las nociones bdsicas de la teoria de homologia. Por dltimo, en la seccién 5 se
presenta una comparativa entre el polinomio de Jones y la homologia de Khovanov.

2. Nudos e invariantes de nudos

Comenzamos esta seccién formalizando matemadticamente las definiciones de nudo y equivalencia de
nudos. Matemadticamente, un nudo es la imagen de un embebimiento de la circunferencia en R3. Equiva-
lentemente, tenemos la siguiente definicion:

Definicién 1. Un nudo K C R3 es un subconjunto de puntos homeomorfo a una circunferencia.

Otro objeto de estudio en la teoria de nudos son los enlaces. Los enlaces generalizan los nudos al poder
considerar mas de una componente conexa. Asi, un enlace es la unién disjunta de un ntimero finito de
nudos. En particular, un nudo es un enlace.

En el libro de Burde, Zieschang y Heusener [4] se puede encontrar una definicién de la equivalencia de
nudos y enlaces en virtud de embebimientos. Sin embargo, habitualmente se trabaja con nudos y enlaces
de una manera combinatoria haciendo uso de diagramas de nudos. Los diagramas son proyecciones, con
algunas restricciones (sin puntos triples ni puntos de tangencias), de nudos o enlaces sobre el plano, en las
que en los puntos dobles hemos realizado un borrado del trozo de cuerda que queda debajo al proyectar;
estos puntos se denominan cruces del diagrama. Al trozo de cuerda que pasa por debajo del cruce lo
denominamos paso inferior; el que queda por arriba es el paso superior.

%8

(a) Nudo trivial. (b) Anillos de Borromeo.

Figura 1: Ejemplos de diagramas de nudos y enlaces.

Dado un enlace!, siempre es posible obtener un diagrama del mismo. La posibilidad de trabajar por
medio de diagramas vino dada por el matematico aleméan Reidemeister, quién demostr6 que la relacion
de equivalencia para enlaces puede ser expresada por medio de ciertos movimientos realizados sobre sus
diagramas. A estos movimientos los denominamos movimientos de Reidemeister y se pueden visualizar
en la figura 2.

1En este articulo trabajaremos tinicamente con nudos y enlaces déciles, que son aquellos que se pueden ver como poligonos
enroscados en R3.

2 https://temat.es/
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Figura 2: Movimientos de Reidemeister.

Definicion 2. Diremos que dos diagramas son equivalentes si se pueden obtener el uno del otro realizando
un ndmero finito de movimientos de Reidemeister R,, R, y R3.

El siguiente teorema relaciona equivalencia de nudos y enlaces con equivalencia de diagramas.

Teorema 3 (Reidemeister). Sean D y D' diagramas de dos enlaces L y L, respectivamente. Entonces, L y
L' son equivalentes si y solo si D y D' son equivalentes como diagramas.

En particular, de este teorema deducimos que, dado un enlace, todos sus diagramas son equivalentes.
Dados dos enlaces que son equivalentes, decimos que son el mismo enlace. Por tanto, a partir de ahora
cuando hablamos de nudo o enlace nos referimos a su clase de equivalencia.

Ahora que ya estamos familiarizados con el concepto de equivalencia de nudo nos podemos hacer
la siguiente pregunta: jexiste algtin algoritmo que nos permita conectar dos diagramas por medio de
movimientos de Reidemeister? La respuesta es, en general, negativa. Este hecho complica el determinar si
dos nudos son equivalentes. En su lugar, hacemos uso de invariantes de nudos y enlaces que nos ayudaran
a determinar si dos nudos o enlaces no son equivalentes.

Definicion 4. Dado un nudo (enlace) L, diremos que un valor o propiedad i(L) es un invariante de nudos
(enlaces) si se verifica que para cualquier nudo (enlace) L' equivalente a L tenemos que i(L) = i(L).

En virtud del teorema 3, se cumplird que si una propiedad de un diagrama se conserva al realizar movi-
mientos de Reidemeister, entonces serd un invariante de nudos y enlaces. De esta manera somos capaces
de calcular invariantes de nudos y enlaces a partir de diagramas.

Encontramos ejemplos de invariantes de muy distintos tipos: el nimero minimo de cruces que puede
tener un diagrama de un nudo, considerando todos los posibles diagramas del nudo (crossing num-
ber); si los arcos del diagrama pueden ser coloreados por tres colores siguiendo unas ciertas normas
(tricoloreabilidad); algebraicos, como el grupo fundamental del complementario de un nudo; invariantes
polinémicos...

En 1984, el matematico neozelandés Vaughan Jones descubri6 un nuevo invariante que supuso una
revolucion en la teoria de nudos. El trabajo de Jones [7] sobre ciertas dlgebras de von Neumann, estudiadas
en andlisis funcional, le llev6 a descubrir este nuevo invariante polinémico que recibe el nombre de
polinomio de Jones.

El polinomio de Jones tiene una relevancia doble. Por una parte, dentro de la teoria de nudos, por su
sencillez conceptual y puesto que permite distinguir gran cantidad de nudos de su imagen especular: el
nudo dado por la imagen del nudo inicial en un espejo. En la figura 3 podemos encontrar un ejemplo de
nudo y su imagen especular. Por otro lado, generé un vinculo entre la teoria de nudos y la geometria y la
fisica cuantica. Todo esto llevé a Jones a ser galardonado con la Medalla Fields en 1990. Mds informacién
acerca del descubrimiento del polinomio de Jones se puede encontrar en el articulo de La Gaceta de la
RSME [1].

3. El polinomio de Jones

El polinomio de Jones es un invariante de nudos y enlaces orientados.

Definicion 5. Un nudo o enlace orientado es aquel en el que hemos asignado un sentido de recorrido a
cada una de sus componentes conexas. Este sentido queda representado en el diagrama por medio de

TEMat, 5 (2021) e-1SsN: 2530-9633 3
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D AD

(a) Trébol a izquierda. (b) Trébol a derecha.

Figura 3: Diagramas del nudo trébol (izquierda) y su imagen especular (derecha). Estos diagramas no son
equivalentes.

flechas. Dos enlaces orientados serdn equivalentes si son equivalentes entre si de acuerdo a la definicién
de equivalencia de enlaces no orientados y, ademads, se conserva la orientaciéon de sus componentes
conexas.

Poco después del descubrimiento por parte de Jones de este invariante, se encontré una forma axiomaética
de definir el polinomio de Jones a partir de diagramas de nudos. Para introducirla necesitamos fami-
liarizarnos primero con una nueva notacién. Consideremos un diagrama de un enlace orientado L, y
fijémonos en un cruce de dicho diagrama. Vamos a asignar un signo a dicho cruce de la siguiente manera.
Nos acercamos al punto de cruce por el paso inferior siguiendo la orientacion fijada. Ahora, miramos
la orientacién del paso superior. Si va de izquierda a derecha, asignamos al cruce el signo «+»; si por el
contrario va de derecha a izquierda, le asignaremos el signo «—». A partir de esto, fijado un cruce de un
enlace orientado L, si dicho cruce tiene signo «—», convenimos L = L_ y haciendo los correspondientes
cambios en el cruce, de acuerdo a lo que se muestra en la figura 4, construimos los enlaces L, y L,. Por el
contrario, si el cruce tiene signo «+», convenimos L = L, y construimos los enlaces L_ y Ly,

AR

Figura 4: Dado un diagrama de un enlace L y fijado un cruce del mismo, empleamos esta notacién para
designar a los diagramas obtenidos al hacer la correspondiente modificacién sobre dicho cruce.

Ahora ya podemos dar la siguiente definicién desde la perspectiva de la teoria de nudos del polinomio de
Jones.

Definicién 6. El polinomio de Jones? de un nudo o enlace orientado L es el polinomio de Laurent en la
variable q, V;(q), que satisface las siguientes reglas:

(JP1) Vx(q) = 1, donde V;(q) es el polinomio del nudo vacio.
(JP2) El polinomio de Jones del nudo trivial serd V,(q) = g + q~ .
UP3) ¢*vi_(@) —q*%, (@) = (@— OV, (@).

Esta version del polinomio de Jones aqui introducida se conoce formalmente como polinomio de Jones
aumentado.

En la siguiente seccién veremos que el polinomio de Jones es un invariante de enlaces orientados.

Ejemplo 7. Vamos a calcular el polinomio de Jones del trébol a izquierda. Denotamos al polinomio como
Vz(q). Para ello consideramos el siguiente diagrama del nudo orientado, con la orientacién indicada por la
flecha, y con los cruces numerados como vemos en la siguiente imagen.

2Por motivos practicos, la definicién del polinomio de Jones que usaremos se corresponde a la usada por Asaeda y Khovanov [2] y
es diferente a la de la mayoria de libros de texto.

4 https://temat.es/
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2

Nos fijamos en el cruce que hemos numerado con el namero 1. De acuerdo a la figura 4, a este nudo le
corresponde la notacién de L_. Los nudos que denomindbamos L, y L, en este orden, son los siguientes.

[ AN
\

2 2

El axioma (JP3) nos da la relacién

(1) Vi@ — 7V, (@) = (= 7 NV, (@)

paralos polinomios de Jones de los nudos considerados. Si conocemos los polinomios de 1, y V7, podremos
obtener el polinomio de Jones del trébol a izquierda. Pasemos a calcularlos.

Si realizamos un movimiento R, al diagrama del nudo L, y posteriormente un R, al Ginico cruce restante,
el cruce 2, obtendremos un diagrama del nudo trivial. Al ser L, equivalente al nudo trivial y el polinomio
de Jones un invariante de nudos, tenemos, por medio de (JP2), que V; (q) = q + q!. El diagrama L,
corresponde a un diagrama del conocido como enlace de Hopf, que vamos a denotar por K. Para calcular
su polinomio de Jones volvemos a hacer uso de (JP3), pero ahora nos fijamos en el cruce 3. El enlace K se
corresponde con el que ahora denotaremos por K_ segtin las relaciones de la figura 4. Los otros enlaces a
considerar son los que denotamos por K, y K, y que representamos a continuacion.

2 2

Realizando un movimiento R, en el cruce 2 al enlace K;;, vemos que se trata del nudo trivial. Tendremos
que %, (@) = q + q~!. Por otro lado, si realizamos un movimiento R, en K, obtenemos el enlace formado
por una unién disjunta de dos nudos triviales. El lector puede comprobar que el polinomio de Jones de
este enlace serd Vg, (q) = (q + q~1)? (pista: partir de un diagrama del nudo trivial al que se le ha realizado
un movimiento R; y buscar aplicar (JP3)). En definitiva, de (JP3) tenemos que

Ve (@) — a7 %%, (@) = (@— 9 D%, (@)

y despejando obtendremos que V7, (q) = Vx_(q) = q %+ q* +q? + 1. Finalmente, ya podemos despejar
V;_(q) de (1). Obtenemos asi el polinomio de Jones del trébol a izquierda,

Vi @=%_(@=-q°+q°+q3+q".

Ejemplo 8. Calcular el polinomio de Jones del trébol a derecha, observar que es diferente al del trébol
a izquierda y concluir que, puesto que el polinomio de Jones es un invariante de nudos, son nudos no
equivalentes.

TEMat, 5 (2021) e-1SsN: 2530-9633 5



Teoria de nudos y homologia de Khovanov

3.1. El polinomio corchete

Kauffman [8] introdujo una nueva forma de calcular el polinomio de Jones. La idea de Kauffman permite
simplificar el cdlculo del polinomio de Jones de un enlace partiendo de uno de sus diagramas y trabajando
con diagramas mds sencillos, obtenidos al hacer desaparecer cruces del diagrama original. De esta manera,
se facilita el computo del polinomio de Jones. Estudiamos a continuaciéon el enfoque de Kauffman.
Comenzamos definiendo el polinomio corchete.

Definicién 9. Sea D un diagrama de un enlace L. Definimos su polinomio corchete® (D) como el polinomio
de Laurent en la variable q definido por las siguientes reglas:

(BRI) (@)= 1.
®R2) (DU (")) =(q+q7XD).

68 (5) = (<) -a>C),
w51 ()= (O -a{ <)

Esta version del polinomio corchete de Kauffman se conoce como corchete de Kauffman aumentado.
(BR2) nos relaciona el polinomio corchete de un diagrama D del enlace L con el corchete resultante de
anadir un nudo trivial sin enlazar al diagrama D. En particular, tomando D = @, se tiene que <©> =
q+q.

(BR3) y (BR3’), por su parte, nos relacionan diagramas que tinicamente se diferencian en un un entorno
de un cruce en el cual toman las formas ahi indicadas.

Noétese que el polinomio corchete, a diferencia del polinomio de Jones, se define para diagramas (tampoco
interviene la orientacion), no para enlaces. Esto es porque no es un invariante de nudos, no se conserva
por movimientos de Reidemeister. Sin embargo, estudiar la manera en la que el polinomio corchete se
comporta al realizar estos movimientos nos permitird obtener a partir de €l el polinomio de Jones.

Lema10. Al realizar un movimiento de Reidemeister de tipo R, se dan las siguientes igualdades entre los
polinomios corchete de los diagramas que intervienen:

(0)=-¢0)
00)=a ()

Observacion 11.  Noétese que la igualdad (2) se da cuando el cruce estudiado tiene signo «—» al darle una
orientacion cualquiera, mientras que en (3) tiene signo «+».

Demostracién. Haremos la demostracion para la igualdad (2), la otra se deja como ejercicio.

Partimos de </\Q>, y haciendo uso de (BR3) obtenemos que

() =0)-a00).
Finalmente, aplicando (BR2) al segundo sumando tenemos que

POV =O)-aaraH (D) == ))). .

Ejemplo 12. Prueba que el polinomio corchete es invariante por movimientos de tipo R; y que al realizar
un movimiento de tipo R, la relacién entre los diagramas es

(50 =-a00)-

3A pesar de que el nombre que usamos es el mismo que el que usa Kauffman, no se trata del mismo polinomio; de hecho, este
polinomio no es invariante por los movimientos R,.
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Los siguientes resultados nos relacionan el polinomio corchete de un diagrama D de un enlace orientado
L con el polinomio de Jones de L.

Teorema 13. Definimos el polinomio f[L] para un enlace orientado L como f[L] = f[D], siendo D un
diagramade L y

(4) fID] = (-1)*-q"+~2"- (D),

donde n, y n_ son el nimero de cruces positivos y negativos segun la orientacion de D, respectivamente,
y el corchete se calcula para el diagrama D obviando la orientacion. Entonces, f|D] es un invariante de
enlaces orientados.

Demostracion. Este resultado se obtiene demostrando que f[D] es invariante por movimientos de Reide-
meister. Para ello basta combinar los resultados obtenidos en el lema 10 y el ejemplo 12. L]

Al probar que es un invariante de enlaces orientados, podemos definir el polinomio f para enlaces
orientados en lugar de diagramas. Con el siguiente teorema demostramos que el polinomio de Jones es un
invariante de nudos y enlaces.

Teorema 14. El polinomio f es el polinomio de Jones:

FIL] = Vi ().
Demostracién. El polinomio f es un polinomio de Laurent, necesitamos ver que verifica los axiomas del
polinomio de Jones.

Comprobar (JP1) y (JP2) es inmediato. Nos centramos en ver (JP3), esto es, probar que, dado un diagrama
de un enlace orientado L y fijado un cruce cualquiera del mismo, se verifica que

(5) PfIL-1 =g 2f[Ls] = (@ — 7D f[Lo],
de acuerdo a la notacién dada en la figura 4.

Supongamos que el nimero de cruces positivos y negativos de L, es n,(Ly) = py n_(L,y) = s. Entonces,
como L_ y L, coinciden con L, salvo en el cruce en cuestion, sus niumeros de cruces de cada signo son
n(L)=pn_(L_)=s+1,n,(Ly)=p+1lyn_(Ly)=s.

Sustituyendo en (5), de acuerdo a la definicién del polinomio f dada en (4) y haciendo uso del nimero de
cruces positivos y negativos en cada enlace, se llega a que (5) es equivalente a

(6) — (L) —q L) = (@ — g N Lo),

donde ahora ya no se esta considerando la orientacion de los enlaces.

Por tltimo la ecuacion (6) es cierta al corresponderse a la expresion
—q~'(BR3’) — (BR3). n

Corolario 15. El polinomio de Jones es un invariante de nudos y enlaces orientados.

3.2. Suma de estados

Al utilizar los axiomas (BR3) y (BR3’)para el cdlculo del polinomio corchete de un diagrama, estamos
reduciendo el célculo a obtener el corchete de dos diagramas con un cruce menos. El proceso de hacer
desaparecer un cruce de un diagrama de una de las maneras indicadas en (BR3) o (BR3’)recibe el nombre
de suavizado del cruce y le asignamos la notacién de acuerdo a la definicién siguiente.
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Definicion 16. Sea L un nudo o enlace, consideramos un diagrama D del mismo. Si nos fijamos en un
cruce de D:

S
N

e Diremos que hemos realizado un 1-suavizado del cruce si sustituimos el cruce X por ><

e Diremos que hemos realizado un 0-suavizado del cruce si sustituimos el cruce X por

El resultado de realizar un suavizado de todos los cruces de un diagrama es una unién disjunta de nudos
triviales que se conoce como estado del diagrama. Dado un diagrama D con n cruces podemos obtener
2" estados. Aplicando (BR3) o (BR3’)a cada uno de los cruces de un diagrama, podremos simplificar el
polinomio corchete de D como la suma de los corchetes de cada estado, facil de calcular, multiplicando
cada uno por una potencia de q segin el nimero de 1-suavizados realizados para obtener dicho estado.

Sea y el conjunto ordenado de cruces de D. Podemos asociar cada estado de D con un vértice a del cubo
n-dimensional {0, 1}|7f | asociando a un vértice un 0 si hemos realizado un 0-suavizado yun 1 en el caso de
un 1-suavizado. A dicho estado lo denotaremos por s,.

Cada estado consta de un nimero distinto de nudos triviales; denominamos |s,| a este nimero para
cada estado. Por (BR2), sabemos que el polinomio corchete de una unién disjunta de k nudos triviales es
(q + g~ k. Por tanto, obtendremos la siguiente expresion para el corchete de D:

v) (Dy= > (=D'aq=(q+q s,
aefo,1}lx!

donde r, es el nimero de 1-suavizados realizados para obtener el estado s,: 1, = Zie{l,...,lxl} a;.

Ejemplo 17. Vamos a ver algunos estados del trébol a izquierda, que dibujdbamos en la figura 3a. El
numero de cruces del trébol es 3. Por tanto, los posibles estados del trébol vendran determinados por
los vectores {(a;, oy, a3) : a; € {0,1}, i = 1,2, 3}, donde las componentes del vector se corresponden a la
enumeracion de los cruces que vemos en las imégenes de la figura 5.

IQ 3
@2 2 2 2
Figura 5: Estados correspondientes a las elecciones de suavizados determinadas por los vectores (0, 0, 0),
(1,0,0),(0,1,1)y (1,1, 1), ordenados de izquierda a derecha.

4. Homologia de Khovanov

La homologia es un recurso empleado en topologia algebraica que nos permite asociar a espacios topo-
légicos un conjunto de grupos abelianos los cuales son invariantes topolégicos, es decir, se conservan
por homeomorfismos. De esta manera, su célculo resulta de gran utilidad para determinar cudndo dos
espacios son homeomorfos o no.

Simplificadamente, la obtencién de los grupos de homologia de un espacio topolégico se puede resumir
en tres pasos.

1. Obtencién de los grupos de cadenas. En primer lugar, se asocia al espacio topolégico una familia
de grupos {C,},,cz llamados grupos de cadenas. Existen distintos procedimientos para generar estos
grupos segun el tipo de homologia empleada: simplicial, singular, celular...

2. Definicién de los homomorfismos borde. Para cada n € Z el n-ésimo homomorfismo borde J,, sera
un homomorfismo entre el (n+1)-ésimo grupo de cadenas y el n-ésimo, de manera que se cumpla
que la composicién 9,,_,9, es el homomorfismo nulo para todo n. La sucesién de grupos de cadenas

8 https://temat.es/


https://temat.es/

Torregrosa Belén

y homomorfismos bordes forman lo que se conoce como un complejo de cadenas, representado
por el siguiente diagrama:

On On-1
(8) T A

Generalmente suprimiremos los subindices cuando quede claro a qué homomorfismos nos referimos.
La igualdad que se verifica entonces es 8% = 0.

3. Grupos de homologia. La igualdad 6> = 0 que verifican los homomorfismos borde nos asegura que
Im(9,) C Ker(d,_,) para todo ny, al estar trabajando con grupos abelianos, podemos definir para
cada n el n-ésimo grupo de homologia como el cociente

_ Ker(d,-1)
" Im(d,)

Estos grupos son isomorfos para espacios homeomorfos.

Para el lector que quiera profundizar, una introduccién muy visual a la homologia se puede encontrar en
el libro de Hatcher [6].

Khovanov [9] adapté la idea de la homologia para espacios topoldgicos a enlaces orientados. La homologia
definida por Khovanov tiene como pieza fundamental al polinomo de Jones. La idea es expresar este
polinomio a partir de los grupos del complejo de cadenas del que partimos para calcular los grupos de
homologia. Esto lo logramos introduciendo el concepto de rango de un grupo abeliano libre que veremos
a continuacion. Este proceso de expresar nimeros naturales o polinomios a partir de propiedades de
espacios vectoriales o grupos abelianos se conoce como categorificacién. Uno de los ejemplos cldsicos es
la expresion de la caracteristica de Euler de un espacio topolégico a partir de sus grupos de homologia.

En lo que resta del articulo expondremos una introduccién a la homologia de Khovanov siguiendo un
enfoque combinatorio presentado por Viro [12]. Otro acercamiento a esta teoria de homologia, pero que
requiere de la introduccién de mds conceptos algebraicos, es el presentado por Bar-Natan [3]. El primer
paso para ello pasa por introducir algunas definiciones de dlgebra conmutativa.

Definicion 18. Un grupo abeliano A esta finitamente generado si existen elementos a,, a,, ...,a, € A
tales que cualquier elemento a € A se puede expresar como a = Zirzl n;a; para algunos n; € Z.Sea0 € A
el elemento neutro. Si el hecho de que Zirzl n;a; = 0 implica que n; = 0 paratodo 1 <i < r, diremos que
A es libre o estd libremente generado por q, ..., a,. En este caso, al conjunto de elementos qay, ..., a, se

les denomina sistema libre de generadores o base de A.

Ejemplo 19. Sean D un diagrama de un enlace y sq,, Sq,, --- » S¢, Un conjunto de estados de D. Entonces,
denominamos grupo abeliano libre generado por los estados sq,, S, -+ » Sq, @

C ={nySq, + NpSq, + ... + NS & Ny, .o,y EZY.
Definicion 20. Si A es un grupo abeliano libre finitamente generado por un sistema libre de r generadores,
decimos que A tiene rango r y lo denotamos por rk(A) = r.
Ejemplo 21. El rango del grupo abeliano libre C generado por sg, Sq,, ..., Sq, €8 Tk(C) =r.

Volviendo a nuestra homologia para nudos, sea K un enlace orientado y D un diagrama del enlace. La
categorificacion del polinomio de Jones de K propuesta por Khovanov consiste en generar una familia
de complejos de cadenas {Ci'j(D)}(i, j)ezz, donde al diagrama D le asociamos grupos libres finitamente
generados que dependerdn de un par de enteros i y j, de manera que los rangos de estos grupos cumplan
la igualdad

9) k(@) = Y. (—1)ig/ tk(C¥(D)),
Lj

donde rk(C*/(D)) denota el rango del grupo C*/(D). La eleccién de estos grupos depende del diagrama.

Una vez obtenidos estos grupos, definiremos unos homomorfismos entre ellos que nos permitan construir
una serie de complejos de cadenas. Los grupos de homologia resultantes de estos complejos serdn
invariantes de nudos.

TEMat, 5 (2021) e-1SsN: 2530-9633 9



Teoria de nudos y homologia de Khovanov

4.1. Grupos de cadenas

Vamos a ver qué grupos de cadenas asociamos a un diagrama de nudo. Haciendo uso de las expresiones (4)
y (7), podemos expresar el polinomio de Jones de un enlace orientado K a partir de uno de sus diagramas
D como

(10) %{(Q) = Z (_l)n_+r“qra+n+—2n_ (q + q_1)|5a| ,

aef0,1}lx1

donde recordamos que n_ y n, son, respectivamente, los nimeros de cruces negativos y positivos de D,

|s,| es el nimero de nudos triviales que conforman el estado s, y 1, = Zi el i

Cada término del sumatorio de la parte derecha de la expresion (10) corresponde a un estado del diagrama
de D. Asociar un grupo de cadenas a cada estado de D no es conveniente, dado que queremos que un
grupo de cadenas afecte a una tinica potencia de g, lo que no conseguiriamos en este caso. Para lograr este
objetivo, introducimos una propiedad adicional a los estados para obtener lo que denominamos estados
mejorados.

Definicion 22. Sea D un diagrama de un enlace. Decimos que un estado mejorado, que denotaremos con
S, es un estado s de D en el cual adicionalmente hemos asignado un signo positivo o negativo a cada uno
de los nudos triviales que forman s.

Observacion 23. Fijado « € {0, 1}|7f | asociado al estado S, encontramos 2lsal estados mejorados.

La importancia de esta nueva definicién es que nos permite expresar el factor (q + g~")1%«! a partir de
monomios que dependen de los estados mejorados como sigue. El teorema del binomio de Newton nos
dice que

|Sq|
(1) (q+ q—l)lsa| — Z (|SI:|>q|sa|_kq_k'

k=0

Interpretando k en cada estado como el niimero de nudos triviales con signo negativo, entonces |s, | —k sera
el nimero de nudos triviales con signo positivo en ese estado y (lsgl) es el nimero de estados mejorados
con ky |sq| — k nudos triviales negativos y positivos, respectivamente. Este hecho demuestra que

(12) (q+ q—l)lsal — Z qT(S"‘),
Sq

donde el sumatorio se realiza para todos los estados mejorados del estado s, y 7(S,) es la diferencia entre
nudos triviales positivos y negativos, que seria el término |s,| — 2k correspondiente.

Sustituyendo la igualdad (12) en (10) obtenemos la siguiente expresién para el polinomio de Jones del
enlace K a partir del diagrama D:

(13) VK(CI) — Z(_l)n_+r(S)qr(S)+n+—2n_+T(S),
S

donde el sumatorio es para todos los estados mejorados del diagrama D. Obsérvese que los términos n, y
n_ dependen del diagrama orientado D, mientras que el nimero de 1-suavizados del estado mejorado,
que a partir de ahora denotamos por r(S), y 7(S) variardn en funcién del estado mejorado S.

Introducimos la siguiente notacién para los exponentes de la expresion (13). Sea S un estado mejorado del
diagrama D; escribimos

i(S) =n_+r(S), JjS) =r(S)+ ny —2n_+ (S).

Entonces, si denotamos por C*/(D) al grupo abeliano libre generado por los estados mejorados de D con
i(S) =iy j(S) = j, podemos expresar el polinomio de Jones de K en funcién de los rangos de estos grupos
de acuerdo a la expresién

(14) K@= 2 ¢ > (=1irk(CHD)).

Jj=—0c0 i=—0c0
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4.2. Paso del complejo de cadenas a la homologia

En el apartado anterior obtenemos para un diagrama de nudo D los que serdn nuestros grupos de cadenas,
los grupos {C"/(D)}; jez- Para poder definir la homologia de Khovanov trabajaremos con una familia de
complejos de cadenas de la forma

(15) ... — CEY(D) —= CY (D) —> CHYI(D) — ...

para cada j € Z. En esta seccién definimos homomorfismos 8 : C»/(D) — C™*1J(D) para cada i, j € Z que
verifiquen 6 = 0 y nos permitan definir los grupos de homologia de nuestras cadenas.

Observacion 24. Hay que notar que los indices del complejo de cadenas (15) del que obtendremos la
homologia de Khovanov son crecientes, a diferencia del que introduciamos en (8). Esto se debe a que, en
realidad, la homologia de Khovanov no es propiamente una homologia, sino una cohomologia. Atn asi,
por coherencia con la nomenclatura habitual usaremos el término homologia para referirnos a ella. Para
conocer mads sobre la diferencia entre homologia y cohomologia remitimos al lector interesado nuevamente
al libro de Hatcher [6].

Para definir el homomorfismo d: C*/(D) — C™*"J(D) basta dar la imagen para los generadores de C*/(D).
Sea S un generador de C*/(D). Podemos expresar su imagen por 0 como

a(S)=D.(S : DT,

T

donde T son generadores del grupo C'*'J/ y (S : T) es un ntimero entero que depende de los estados
mejorados Sy T. Al valor (S : T) lo denominamos nidmero de incidencia de Sy T. Los nimeros de
incidencia son los valores que nos faltan por determinar para acabar de definir el homomorfismo d. A
continuacién, daremos unas normas, en forma de propiedades, para determinar el valor de los ntimeros
de incidencia de dos estados y lo ejemplificaremos calculando todos los ntimeros de incidencia cuando S
es un estado mejorado del trébol a izquierda. Las dimensiones de este documento nos impiden realizar
un cdlculo completo de la homologia de este nudo. El lector interesado podra encontrar el calculo de la
homologia de Khovanov completa del trébol a derecha (con algunas diferencias de notacién) en el trabajo
de fin de grado de Rivera Bustos [11].

Sean dos estados mejorados Sy T cuyo ntimero de incidencia (S : T) es distinto de cero; entonces diremos
que S es incidente a T. De ahora en adelante, nos centraremos en establecer unas condiciones para
descartar aquellos estados no incidentes. La primera de estas condiciones se desprende de la definicién
del homomorfismo borde, segtin la cual, para que un estado S sea incidente a uno T, requerimos que, si S
pertenece al grupo de cadenas C>/(D), el estado T debe pertenecer al grupo C+J(D).

Propiedad 25. Para que un estado (mejorado) S sea incidente a un estado (mejorado) T necesariamente
debe cumplirse que i(T) = i(S) + 1 y j(S) = j(T).

Observacion 26. Sean r(S) y r(T) el nimero de 1-suavizados de S y T, respectivamente. Del hecho de que
i(T) =i(S) + 1, deducimos que r(T) = r(S) + 1. Ademads, como j(S) = j(T), de lo anterior deducimos que
o(T) =1(S) - 1.

Recordemos que la obtencién de un estado (mejorado) implicaba la eleccién de un 0- o 1-suavizado a
cada uno de los cruces del diagrama, que representabamos en cada caso como un vector « € {0, 1}14]. La
observacién 26 nos dice que el nimero de 1-suavizados para todo T € C*1J(D) es mayor que el de S en
una unidad y nos permite imponer la siguiente restriccién para los niimeros de incidencia.

Propiedad 27. El niimero de incidencia (S : T) con S € C*(D) y T € C*"I(D) serd 0 cuando no se
cumpla que la eleccion de 0- y 1-suavizados de cada uno de los estados (mejorados) coincide en todos los
cruces del diagrama D salvo en uno, en el cual en S serd un 0-suavizado y en T un 1-suavizado. A dicho
cruce lo denotaremos por x(S : T).

TEMat, 5 (2021) e-1SSN: 2530-9633 11



Teoria de nudos y homologia de Khovanov

La sustitucién de un 0-suavizado por un 1-suavizado que comentamos en la propiedad 27 puede provocar
una de las dos modificaciones siguientes en los nudos triviales de los estados:

0 = OO
OO = O

donde el cruce que se altera es x(S : T). Es decir, o bien uno de los nudos triviales del estado se divide en
dos, o bien dos nudos triviales se unen para dar lugar a una tinica componente conexa. El resto de nudos
triviales de los estados no se verdn afectados, lo que nos conduce a la siguiente observaciéon sobre los
nameros de incidencia.

Observacion 28. Si S es un estado incidente a T, i. e, (S : T) # 0, entonces el nimero de nudos triviales de
Sy T difiere en 1. Se cumple, aplicando la notacién que empledbamos en la seccién 3.2 ahora a estados
mejorados, que |T| = |S| £ 1.

Ademds, imponemos una ultima restriccién en forma de propiedad a los ntimeros de incidencia. En este
caso es resultado de la asignacion de signos a los nudos triviales de los estados mejorados.

Propiedad 29. Dados dos estados mejorados S 'y T, S no serd incidente a T a no ser que los nudos triviales
comunes, es decir, aquellos que no se ven afectados por la modificacién del suavizado del cruce x(S : T),
compartan signoen Sy T.

Recogemos todos los casos posibles que se deducen de las restricciones que hemos impuesto para que
dos estados sean incidentes en la siguiente propiedad.

Propiedad 30. Sean S € C*(D) y T € C**VJ(D). Entonces, S es incidente a T si se encuentran en uno de
los siguientes casos:

1. |T| = |S| -1, los dos nudos triviales de S que se unen para dar lugar a uno en T tienen signo positivo
v el nudo trivial resultante tiene signo positivo.

2. |T| = |S|—1, los dos nudos triviales de S que se unen tienen signo opuesto y el nudo trivial resultante
en T tiene signo negativo.

3. |T| = |S| + 1, el nudo trivial de S que se divide en dos en T tiene signo negativo y los dos nudos
triviales resultantes de la division tienen signo negativo.

4. |T| = |S| + 1, el nudo trivial de S que se divide en dos en T tiene signo positivo y los dos nudos
triviales resultantes de la division tienen signo opuesto.

Demostracion. La prueba de esta propiedad es consecuencia de las observaciones 26 y 28. (]

En definitiva, las propiedades 25, 27 y 29 determinan cudndo dos estados son incidentes o no y nos
permiten dar una definicién completa del homomorfismo 9.

Ejemplo 31. Sea S el estado mejorado obtenido a partir del estado del trébol a izquierda correspondiente
a las elecciones de suavizados dada por el vector (0, 0, 0), que ya obteniamos en el ejemplo 17, y en el
que le hemos asignado un signo «+» o «—» a cada uno de los tres nudos triviales, y que representamos
en la parte superior de la figura 6. Por la propiedad 27, los posibles estados a los que S es incidente son
aquellos cuyo vector de suavizados tiene la forma {(a;, oy, 3) : oy + @, + a3 = 1,; €{0,1},i = 1,2,3}. En
la figura 6 hemos enumerado con letras todos estos posibles estados mejorados.

La propiedad 29 nos reduce el nimero de posibles estados a los que nuestro estado mejorado S es incidente.
Observando en cada caso el nudo trivial que queda invariante, podemos comprobar que el nimero de
incidencia (S : T) serd 0 cuando T es uno de los estados a), c), €), g), j) v 1). De esta manera, S no es
incidente a estos estados mejorados.

Con ayuda de la propiedad 30, podemos determinar por completo a qué estados mejorados es incidente S.
Observamos que en nuestro caso se cumple que siempre |T| = |S| — 1. Estudiamos entonces qué estados
mejorados cumplen las condiciones 1 o 2 de la propiedad 30. Comprobamos que solo los estados d) y h)
verifican una de estas dos condiciones. Concluimos que S es incidente Ginicamente a los estados mejorados

d) y h).
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Figura 6: Estado mejorado del trébol a izquierda definido por el vector de suavizados (0, 0, 0), un nudo
trivial con signo positivo y dos negativos. Denotados con letras, los posibles estados mejorados incidentes
a él. De acuerdo a las propiedades, el estado incial solo es incidente a d) y h).

Definicién 32. Denotando por S € C*/(D)y T € C**J(D) a los generadores de sus respectivos grupos,
definimos el homomorfismo 3 : C%/(D) — C'*4J(D), dando la imagen para los generadores, como

a(S)=D.(S : DT,
T

donde (S : T) = 05si Sno es incidente a T. Si S es incidente a T, el ntimero de incidenciaes (S : T) = (=1)},
donde [ es el niimero de 1 que quedan a la derecha de la posicion del cruce x(S, T) en el vector a que se asocia
con el estado S (o bien T, pues serd el mismo ntimero), esto es, el cardinalde {i € y : i > x(S : T), a(i) = 1}.
El niimero de incidencia dependerd, por tanto, de la elecciéon en el ordenamiento de los cruces.

Ejemplo 33. Retomando el ejemplo del trébol a izquierda orientado de acuerdo al ejemplo 7, vamos a
calcular el homomorfismo 8 : C*~7(D) — C*~7(D). Observamos que el nimero de cruces negativos de
nuestro diagrama es n_ = 3y el de positivos, n, = 0. De aqui deducimos que los tnicos estados mejorados
con i = 3 son aquellos cuyo vector de suavizados es (0, 0, 0). Por tanto, el grupo de cadenas C>~/(D) es
el grupo abeliano libre generado por los estados mejorados con vector de suavizado (0, 0, 0) y las tres
mejoras posibles de asociar una etiqueta positiva a un nudo trivial y dos negativas a los restantes. Uno de
estos estados mejorados es el estado S del ejemplo 31 y, puesto que los otros dos casos son simétricos, nos
centraremos en calcular los niimeros de incidencia para el generador S.

Para calcular el homomorfismo que nos proponemos, necesitamos por tanto conocer los niimeros de
incidencia de los estados a los que S es incidente. Vemos en el ejemplo 31 que estos estados son los que
enumeramos con d) y h) en la figura 6, y que denotamos ahora por T y Tj,, respectivamente.
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Calculamos primero (S : T;). Tenemos en cuenta que el cruce x(S : Ty) es el cruce 1. Como el vector de
suavizados asociado a S es (0, 0, 0), vemos que no tenemos ningin 1 a la derecha de la primera posicién.
Tendremos que (S : Ty) = (—1)° = 1. El cruce x(S : T},) es el cruce 2. Tampoco hay unos a la derecha de la
segunda posicién en el vector de suavizados de S. Concluimos que igualmente (S : T;,) = 1.

En definitiva, la imagen de S es
a(S) = Ty + Tj,.

El homomorfismo 3 : C*~7(D) — C*~7(D) quedara determinado por la imagen de S junto con la de los
otros dos generadores de C>~7(D). De manera similar, se comprueba que las imagenes de estos otros
generadores son las siguientes. Para el generador S’, que se obtiene de realizar la asignacién de signo de
sus nudos triviales de manera que coincide con rotar los signos de S una posicién en sentido horario, la
imagen por el homomorfismo borde serd

(S =T+ Ty,

El generador S”, que se obtiene de realizar la asignacién de signo de sus nudos triviales de manera que
coincide con rotar los signos de S una posicién en sentido antihorario, la imagen por el homomorfismo
borde sera

AS") =T+ Ty

Proposicién 34. El homomorfismo 8 verifica que 6* = 0.
Demostracion. Una demostracién de este hecho se puede encontrar en el articulo de Viro [12]. [

Como consecuencia, dado un enlace orientado K y un diagrama D del mismo, ya podemos asegurar que,
paracada j € Z,

(16) . — CFLi(D) =28 Chi(D) =23 CiHLI(D) — ...
es un complejo de cadenas y podemos calcular sus grupos de homologia.

Definicién 35. Sea K un enlace orientado y D, uno de sus diagramas. Llamamos grupos de homologia de
Khovanov del diagrama D, y los denotamos por H*/(D) con i, j € Z, a los grupos de homologia obtenidos
de los complejos de cadenas (16):

Ker(3: CH(D) —» Ci*bi(D))
Im(3: Ci-Li(D) — Chi(D))’

HY(D) =

Ejemplo 36. Vamos a calcular uno de los grupos de homologia de nuestro diagrama del trébol a izquierda:
el grupo H>~7(D). Este grupo es el grupo cociente

Ker(d;_7)

3,—7 _
H>(D) = Im@z,—?),

donde 35 _; es el homomorfismo borde d;_; : C*>~7(D) — C*~"(D) y 8, _; es el homomorfismo borde
8y _7: C>77(D) — C>~7(D). Es evidente que, puesto que n_ = 3, el grupo C>~7(D) es el grupo nulo, con lo
cual 9, _; = 0y, con ello, Im(d, ;) = 0. El homomorfismo J; _; lo estudidbamos en el ejemplo 33, donde
lo definfamos dando la imagen de los generadores de C>~7(D).

Ahora, nos preguntamos qué forma tienen los estados mejorados R € C*>~7(D) que verifiquen d; _,(R) = 0.
Para ello, expresamos R en funcién de los generadores de su grupo de cadenas: existirdn niimeros enteros
t,t' y t" de manera que podemos expresar R como R = tS +t'S" 4+ t"S”. Asi, la imagen de R por d; _; queda

05 _7(R) = ta(S) + t'3(S") + t"a(S").
Recurriendo a los célculos realizados en el ejemplo 33,
03 7(R)=tTy+T)+t'(M+T) +t"(+ Ty =+ )T, + (' + ") + (t +t")Ty,

por lo que la tinica solucién a la igualdad d; _,(R) = 0 se obtiene sit = t' = t” = 0. De aqui deducimos que
Ker(d;_;) = 0, con lo cual el grupo de homologia H>~7(D) es también el grupo nulo: H>~7(D) = 0.
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Obsérvese que, en un principio, hemos definido los grupos de homologia de Khovanov en funcién de un
diagrama D. A continuacién enunciamos el teorema principal de esta seccion. Este importante resultado
dado por Khovanov [9] nos permite definir los grupos de Khovanov para nudos y enlaces y comprobar que
son invariantes de nudos.

Teorema 37. Sean D y D' dos diagramas de nudos o enlaces que se diferencian en un tinico movimiento
de Reidemeister. Entonces, sus respectivos grupos de homologia de Khovanov son isomorfos.

Corolario 38. Sea K un nudo o enlace orientado. Sus grupos de homologia de Khovanov, que denotamos
como {H"(K)}; jez, son invariantes de nudos y enlaces.

En definitiva, la homologia de Khovanov se basa en el polinomio de Jones para construir un nuevo
invariante de nudos y enlaces. La gran importancia de esta teoria de homologia, que veremos en la
proxima seccidn, es que no se limita a darnos la misma informacién que el polinomio de Jones, sino que
ademads nos aporta nueva informacién sobre los nudos y enlaces para los que la calculemos.

5. Conclusion

Debido a su estrecha relacién con el polinomio de Jones, podria parecer que la homologia de Khovanov es
el mismo invariante de nudos que el polinomio de Jones, es decir, nudos con el mismo polinomio de Jones
tienen los mismos grupos de homologia de Khovanov. Sin embargo, este no es el caso. La homologia de
Khovanov resulta ser un invariante de nudos y enlaces orientados mds fuerte que el polinomio de Jones.

Existe una extension del concepto de rango, que definiamos para grupos abelianos libres finitamente
generados, a grupos abelianos finitamente generados no necesariamente libres, como es el caso de los
grupos de homologia de Khovanov. Asi, se puede demostrar que la expresién que obteniamos para los
grupos de cadenas en (14) puede ser reescrita por medio de los grupos de homologia de Khovanov
quedando

(17) %(@= D, ¢ ), (~1)rk(H"Y).

Jj=—00 i=—00

De esta expresion deducimos que nudos con los mismos grupos de homologia de Khovanov tendran
el mismo polinomio de Jones. Sin embargo, el reciproco no es cierto, convirtiendo a la homologia de
Khovanov en un invariante mds fuerte que el polinomio de Jones. Algtin ejemplo de nudos con mismo
polinomio de Jones y distinta homologia de Khovanov se puede encontrar en el articulo de Bar-Natan [3].
Otro avance de la homologia de Khovanov es el hecho de que permite caracterizar el nudo trivial. No
habr4 otros nudos o enlaces cuyos grupos {H"/ }i,jez sean isomorfos a los del nudo trivial. Sin embargo, es
desconocido si esto es cierto para el polinomio de Jones. Atin asi, y a pesar de su mejora, la homologia de
Khovanov sigue sin ser un invariante de nudos completo. Podemos encontrar nudos no equivalentes que
comparten los mismos grupos de homologia.

En 2011, el fisico y también ganador de una Medalla Fields Edward Witten impartia una charla en el
Institute of Advanced Studies de Princeton titulada Knots and Quantum Theory [13]. En ella hablaba, entre
otras cosas, de la homologia de Khovanov y reflexionaba sobre la diferencia que existe en matematicas
entre saber que «algo» es verdad y saber «por qué» es verdad. A pesar de que sabemos que la homologia de
Khovanov es una herramienta computable, ttil y potente para estudiar la equivalencia de nudos y enlaces
orientados, y de los muchos resultados surgidos sobre ella, atin no somos capaces de entender realmente
la naturaleza de esta teoria y sus implicaciones tanto para la teoria de nudos y la topologia como para la
fisica cudntica, como menciona Witten en su ponencia.

Por tltimo, para concluir este articulo, recogemos la cita original de Edward Witten antes mencionada:

Unfortunately, it is not easy to explain to someone who does not work in mathematics or
physics or an allied field the differencie between knowing «what» is true and knowing «why» it
is true. Yet the beauty of the «<why» answer is much of the reason that people do mathematics.
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Funciones armoénicas en R”

1. Introduccion

En el presente trabajo profundizaremos en las propiedades bdsicas de las funciones armoénicas, es decir,
aquellas que satisfacen que Au = 0, donde A es el operador de Laplace

n
82
= _Z=:6_

Entre ellas se encuentran la propiedad de la media y el principio del méximo. En este tltimo se ha basado
la definici6n relativamente reciente de soluciones viscosas para operadores no lineales més generales.

Tras caracterizar el operador de Laplace mediante sus propiedades de invarianza, a lo largo de la seccion 3
caracterizaremos las funciones arménicas via la propiedad del valor medio y terminaremos con el lema de
regularidad de Weyl, que refleja el carécter eliptico de A.

La seccién 4.1 debe considerarse independiente del resto del trabajo. La razén de incluirla ha sido para
completarlo con algunos resultados (unos actuales y otros no tanto) que, aunque cldsicos, no se suelen
incluir en los contenidos estdndar sobre este tipo de materia. Es aqui donde usamos las funciones de
Bessel y algunas de sus propiedades. Puesto que nuestro objetivo es fundamentalmente expositivo, no
incluiremos las pruebas de estas propiedades (algunas nada triviales).

2. El operador de Laplace

El operador de Laplace o laplaciano es quizas el operador diferencial més importante de todos los opera-
dores en derivadas parciales, no solo por sus aplicaciones sino por el papel que juega en fenémenos maés
generales. Esta definido por

R

Ao

Aqui, V = (8/9x,,0/9x,, ... 5/6xn) denota el operador gmdlente y V2 =V .V, el producto interior formal.
Recuérdese también que si V= (4, %,..., V,) es un campo de vectores de clase C! en una region Q C R”,

la divergencia de V se denota formalmente por V- I7y se define como V - V = 32 + 3—2 +..+ aV” . Asi,
formalmente,
2 2 2
Au=Vu=V-(Vu) = -(a—u,a—u,...,au):a—z 6_1: ...+5L2[.
axl axZ axn axl axZ 5xn

La electrostética proporciona un marco fisico en el que presentar el operador de Laplace: de acuerdo con
las ecuaciones de Maxwell, un campo electrostético Eenel espacio (un campo que representa la fuerza
sobre una unidad de carga posmva) esté relacionado con la densidad de carga f por la ecuac1on V-E= f
y también satisface que V x E=0 (en n dimensiones, V X E denota la matriz antisimétrica (— - %)l J).

La tltima condicion significa que, al menos localmente, E=-Vu para alguna funcién u llamada potenczal
electrostdtico. Asi se tiene que —Au =V - E= fv, por tanto, el laplaciano relaciona el potencial con la
densidad de carga.

2.1. Propiedades de invarianza

Una de las propiedades fundamentales del laplaciano es que conmuta con traslaciones y rotaciones y
genera el anillo de operadores diferenciales con esta propiedad. De aqui que aparezca en procesos fisicos
cuya fisica subyacente sea homogénea (independiente de la posicién) e isotrépica (independiente de la
direccion).

Los operadores diferenciales que consideramos en esta seccién son de la forma

() Lul(x) = D ag(x)0"u(x),

ja|<m
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donde m = 1, 2, ... es un entero positivo, a = (a;, @, ..., a,) € NiJ es una n-tupla de enteros no negativos,
la] = lay| + |aa| + .. + ||, ag € C*(R") y

alely
U= o a
axl axZ A aXnn
L tiene orden m si a, # 0 para algtin a con |a| = m. Si para cada ¢ € R" denotamos &% = & &7 .- &5,

a tales operadores se les puede asociar el polinomio con coeficientes variables P(x, §) = Zla‘ o Qa(X)EF

(lamado simbolo de L) y, formalmente, (1) se escribe como L = P(x, 3). En caso de que las funciones a,
sean constantes y P(§) = ), a,£%, el operador con coeficientes constantes asociado se denota por
|ax|<m

L=P©)= Elalgn a,0%.
Que el operador definido en (1) conmute con traslaciones y rotaciones significa que L{u o ] = L[u] o ¢

para toda traslaciéon o rotacion 3 en R". De hecho, que L sea invariante por traslaciones equivale a que
presente coeficientes constantes. En efecto, si 7,(x) := x + y denota la traslacion por y € R", entonces

[Luwor)]() = 3} aa()[0*wo )| = 3 aa()[(@*u) o 5](),

lajl<m |t|<m

mientras que

[Cw o)) = 3 [aq o)) [ o 7]().

laj<m
Esto implica que a, = a4 o 7, para todo y € R" y, por tanto, a,(x) = a, es constante si |a| < m.
De igual forma, que L conmute con rotaciones significa que L[u o ¢g] = L[u] o ¢ para toda O € o,, donde

¢ denota la accién del grupo ortogonal o, (aquel formado por todas las matrices cuadradas O de orden n
tales que OTO = I) en R", dada por go(x) = O(x), x € R™.

El hecho aludido anteriormente de que el laplaciano genera el anillo de los operadores diferenciales que
conmutan con traslaciones y rotaciones es el contenido del siguiente teorema.

Teorema 1. Sea L un operador diferencial en derivadas parciales en R" como en (1). Entonces, L conmuta
con traslaciones y rotaciones si y solo si L es un polinomio en A, esto es, L = Zj ajAJ, donde la suma es

finitay a; € R.

Demostracion. Un operador L = P(d) = Elal < 9a0 con coeficientes constantes (por lo dicho antes, ahora
este es el caso general) conmuta con rotaciones si

(2) L(uego) = (Lu) e g0
para todo O € o,,. Pero siw € R", para u = e, donde e, (x) := e**, tenemos que

(Ley) 0 90 = (P(w)ey,) 0 9o = P(w)[e, © 9o

L(ey © 90) = L(eoT(w)) = P(OT(@))eo (0
= P(0T(w))[e, ° ¢0]

ya que, como se puede comprobar facilmente, e, o 9o = €pr(y). Asl, que L sea o,-invariante equivale a
decir que P(O"(w)) = P(w) para todo O € o, y @ € R" (basta con evaluar (2) en x = 0), esto es, P debe ser
radial. Puesto que la accién de o, conserva la descomposicién homogénea de polinomios, podemos, sin
pérdida de generalidad, suponer que P = B, es homogéneo de grado s. Esto implica que B(§) = c|¢|* con s
par (B es un polinomio) y, por tanto, el polinomio original es de la forma

|m/2|

P(&) = Y alélP* =Q(15P)

k=0
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con
|m/2] )
Q=Y a.
j=0
Asi, L=Q) =" /2] gyl

Para el reciproco serd suficiente probar (2) para L = A. Si O = (o; j)ij € 0, es ortogonal, entonces

e 9")( ) = Z ope - 0w)

y, de igual forma,

0*(uo 90)
P NZI ek 3 a - (06)

sik=1,2,..,n. Por tanto,

_x 52(u°§’o)
[Ao )] (x) = ), Z Ojkoeka (O( ) = Z Zojkoek (O( )

k=1 6xk k,j=1 je=1

Y9 ea L (O ))—Z Z(O(x» 81 (0(x)) = [(8u) o go](x). .
£=1

T
Oeoy, Js

Puesto que el laplaciano conmuta con rotaciones, conserva la clase de las funciones radiales, sobre la que

se reduce a un operador diferencial ordinario conocido como la parte radial del laplaciano.

Proposicién 2. Si u(x) = f(r), donde r = |x| es una funcién C? radial en R" \ {0} (f : (0, +c0) — R es C?
en (0, +0)), entonces

su) = ')+ P g,
Demostracién. Puesto que 0r/dx; = x;/r, tenemos que
_niﬁ/ _n " - _ 1 " (l’l—l), -
2w =3, 5o [Fro] = X 5 e )+ (5 )f(r)] 7o)+ =2

Corolario 3. Si u(x) = f(r) es como en la proposicién anterior, entonces u satisface la ecuacion Au = 0 en
R" \ {0} si y solo si

a+blnr sin=2,

a+br* " sin>2,

f(r)={

donde a, b € R son constantes.

Demostracion. Por la proposicién 2, Au = 0 significa que f"(r) + @ f'(r) = 0, por lo que, tras multiplicar
por el factor integrante r*~!, tenemos que %[r"‘1 f'(N] = 0. Asi, f'(r) = cr'=", y el corolario se deduce sin
mas que integrar tomando b = ;= paran >2yb=csin=2. "

3. Propiedades basicas de las funciones armoénicas

Una funcién u € C%(Q) se dice armoénica en un abierto Q € R" si Au = 0en Q.

Sea Q ¢ R" un abierto acotado que suponemos con frontera regular y positivamente orientada, esto es,
de modo que 1 es una hipersuperficie regular orientada por su normal unitaria exterior 1. Recordamos
el teorema de Gauss [18] (véase también el libro de Flores y Sadarangani [6, teorema 6.37]).
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Teorema 4 (teorema de Gauss o de la divergencia). Si Ve C(Q) n C(Q), entonces

fv-ﬁdx=f V-ids
Q 80

donde dx es el «elemento diferencial de volumen» y dS, el «elemento diferencial de drea».

Teorema 5 (identidades de Green). Si Q C R" es un dominio acotado con frontera regular y u, v son dos
funciones C? yC1 en ), respectivamente, entonces

(3) f vozudS = f (vAu + Vu - Vu)dx.
o) Q
Si ademds v € C3(Q),
(4) f (Vojzu —udzv)dS = / (VAu — uAv)dx.
30 Q
Demostracién. (3) no es mds que el teorema 4 aplicado al campo V = vVu. Ahora (4) se sigue de (3)

restando tras intercambiar u y v. L]

Corolario 6 (teorema integral de Gauss). Si u es una funcion arménica en Q, entonces

/ ozudS = 0.
aQ

Demostracion. Basta tomar v = 1 en (3) o (4). n

3.1. La propiedad del valor medio

Si do denota la medida de Lebesgue invariante por rotaciones en $"~! = dB,, (la esfera y la bola unidad,
respectivamente) normalizada de modo que o($"!) = 1, el siguiente andlogo multidimensional del
lema 4.4.10 del libro de Berenstein y Gay [3] (véase también la proposicién 2.6 del trabajo de Macid
Medina [15]) demuestra que el laplaciano de una funcién C? se puede recuperar a partir de sus medias
esféricas.

Proposicién 7. Si u € C%(B,,), entonces

(5) Au(0) = rlir(g i—’; / u@$) — u(0))do($).

sn—1

Demostracién. Atendiendo al desarrollo de Taylor, para¢ € $" " 'y0 <r < 1,

u(r$) = u(0) + rvu(0) - ¢ + ; (Fu(0)$) - ¢ + o(r?),

donde Hu(0) denota la matriz hessiana de u evaluada en x = 0. Integrando,

| u@@do@)—um>+r§] S0 400+5 3 Zeo]  ghdo© o
sn- J.k J

Snl

(6)

r2 n 52

=u(0) + = > Z (O)f . {f do($) + o(r?) = u(0) + ;—nAu(O) + o(r?)

yaque,sij=1,2,..,nyj#k,

) f §do(¢) =0,
Sn—l

®) Fdo@©) =~
gn—1

©) ¢Sk da($) = 0.

Sn—l
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Para ver esto, obsérvese que la funcién

Q(x) = fsn_l (¢ - x)*do(¢) = /S.n_l <,Z; ij>2 do(¢)

n

(10)

-

1

( Q}Zda(g“))sz+2 >, ( gjgkda(g))xjxk
Sn—l Sn—l

J 1<j<k<n

es radial puesto que, para toda transformacién ortogonal O € o,,,

Q(0x) = f € (0x)do(0) = f ((070)- %) do(¢)
sn-1 s

n—-1

_ f ¢ -0 do(0) = Q)
Sn—l

porque o es invariante por rotaciones. De la expresion (10), (9) es evidente (los coeficientes de los monomios
mixtos x;x; para j # k deben anularse). Ademds, como para cada 1 < i < j < n la transformacién

T;j($1 oo s i oes G ooer §) = (G ooe 5 Gy wov5 &y -5 §) PTESETVA 12 Medida o, tenemos que

f ¢ do(¢) = f Gdo@)=..= [ do©)
Sn—l Sn—l Sn—l

y, por tanto,
2 d = 2 d — 2 d _ nety _
n /Sn_lé} a($) kzz:l fsn_l $2do($) /S-H I[2do(¢) = o(S" 1) =1

paratodo j = 1,2, ..., n. Esto prueba (8). El razonamiento para ver (7) es similar: basta considerar la funcién

o) = c-xda(o:Z( g;«da(o)x,-,
gn—1

sn-1 j=1

que, por la misma razén, también es radial. Puesto que Q es lineal y Q(0) = 0, tenemos que Q = 0'. Ahora
(5) se sigue haciendo r — 0% en (6) (recuérdese que o($"1) = 1). n

Ejemplo 8. Sin = 2, (5) se reduce al lema 4.4.10 en el libro de Berenstein y Gay [3]. En notacién compleja,
z = re'¥ se reduce a

27
ot X i6 de
Au(0) = rlir(% 2 /(; (u(re®) — u(0)) o
Para n = 3, la medida do en coordenadas esféricas

X =sengcosH,

y =sengsen b, 002, 0<¢p<m,
Z = COs @,
tiene la expresion
1 x 4 :
ax dy dz sen @
do(6,9) = —det| 35 33 38 |= dode.
CO=mdE g OE|T am OV
9 dp Op

La identidad (5) se convierte asi en

d 21
Au(0) = rlirg}r % A sen @ (/0 u(rsen @ cos 6, rsen@senb,rcosg) d@) de.

!Esto también es consecuencia inmediata de que la funcién ¢ — ¢ j es impar en sn-l,
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El siguiente teorema establece que el valor de una funcién arménica en un punto coincide con su valor
medio sobre cualquier esfera centrada en dicho punto.

Teorema 9 (del valor medio). Sea u una funcién armonica en un abierto Q C R". Si x € Q y ademds
0 < r < dist(x, 8Q), entonces

1 1
U = oy 4 u0ase = f|< s = fm )

Aqui, w, = 21"?/T(n/2) denota el 4rea de la esfera unidad en R" (véase el libro de Flores y Sadarangani [6,
ejercicio 4.28), aunque alli w,, denota el volumen de B,,) y T, Ia funcién de Euler

(11) I'(p) =f tP=le=tdt, p> 0.
0

Demostracion. Primero obsérvese que la segunda igualdad se sigue de la primera haciendo el cambio de
variables { — x+r¢, que la tercera es otra forma de reescribir la segunda (do = dS/w,,) y que, componiendo
con una traslacién, podemos suponer que x = 0. Para probar la primera usaremos el teorema integral de
Gauss (corolario 6). Si

n

1
o) = - 4 s

entonces
1 1
00 =5 [ VD) = oo [ sundsen o
“n Jig=1 2o Jygi=r
Esto implica que © es constante y, por tanto,
1
u(0) =000) =0(r) = — f u(r$) ds($). L]
“n Jg=1

Integrando en r, podemos enunciar la siguiente version del teorema 9 en volumen.

Corolario10. Si Q, u y r > 0 son como en el teorema 9, entonces

u(x) = wn ” f u(x+y)dy = n u(x + ry)dy.
lylsr

n nJy<1

Demostracion. El resultado sigue sin més que multiplicar la relacion

n

u(x) = - f u(x + 92 dS(0)
[$1=1

por ¢"~! e integrar para 0 < ¢ < 1 tras aplicar la generalizacion de la férmula de integracién en polares

) f o(x) dx = f o=l ( f v(e{)dS@)) de,
|x|<r 0 [$l1=1

vélida, por ejemplo, para cualquier funcion continua v [8, theorem 2.49]. La ultima igualdad se obtiene
realizando el cambio de variables y — ry. L]

Observacion 11. (a) Notese que el factor n/w, en el corolario 10 coincide con 1/|B,| (el volumen rn-di-
mensional de B,,). Esto sigue de (12)conv =1yr = 1.

(b) Puesto que do = dS/w,, la férmula (5) muestra que para funciones C? el reciproco del teorema 9
también es cierto. De hecho, bastaria con que a cada x € Q corresponda una sucesion de radios
0 <5 <dist(x,09Q2), j = 1,2,.., tales que 5, — 0 cuando j — oo para los que

(13) u(x) = wi f ux +50)dSQ), j=1,2,..
I$1=1

n
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El siguiente resultado es el andlogo arménico del teorema 1.2.4 del libro de Hérmander [13] (véase también
el trabajo de Macid Medina [15, teorema 1.10]).

Corolario 12. Sea u una funcion armonica en un abierto Q C R". Para todo compacto K C Q y todo
entorno abierto U C Q de K existe C > 0 (que solo depende de K y U pero no de u) tal que

sup |ul < Cllullziwy-

Demostracion. Sea § < dist(K, dU)/2. Si xy € Ky |x — xy| < &, por el corolario 10 tenemos que

n
@, 0"

n n
ux)| £ — u(x+y)|dy < fu dy = ———||u . L]
ol < 25 /y e nay [ Wolay = e

Observacion 13.  El corolario 12 muestra que, para sucesiones de funciones armonicas, la convergencia

uniforme en compactos es equivalente a la convergencia en L} ., es decir, en L' sobre compactos. Otra

forma de decir esto es que las correspondientes topologias sobre el espacio de funciones arménicas
coinciden. De hecho, jcualquier topologia «medianamente razonable» que se considere en el espacio de
funciones arménicas implica convergencia uniforme en compactos!?

3.2. Elreciproco del teorema del valor medio

El siguiente teorema muestra que la hipdtesis de regularidad en la observaciéon 11(b) puede relajarse
sustancialmente.

Teorema 14. Supongamos que u sea continua en un abierto Q C R" y que
(14) u(x) = f u(x +r¢)do(¢)
I$1=1

para todo x € Q y todo 0 < r < dist(x Q). Entonces, u € C*®(Q) y es arménica en Q.

Demostracién. De acuerdo con la observacion 11(b), basta probar que u € C®(Q). Sea ¢ € C(B,,) radial
tal que an $pdv =1y ¢(x) = Pp(]x|) conp € C*(0,1). Para cada € > 0 suficientemente pequefio, sean
Pe(x) = e "P(x/e) y Q, = {x € Q| dist(x, Q) > €}. Entonces, si x € Q,, la funcién y — ¢.(x — y) tiene
soporte en Qy

i $u(x) = f u(y)pu(x — y)dy = f u(x — )0 dy = e f u(x — y)$(y/e) dy
Q Q

lyl<e

1
_ f u(x — ey dy = f e"-1¢(e>( [ u(x—€e§)d5(§))d9
lyl<1 (1 70 Kl=1

= wpu(x) f o"19(e) de = u(x) f () dy = u(x).
0 By,

Puesto que ¢ € C®, u = u * ¢, también lo es en Q, (no es dificil ver que es licito derivar bajo el signo
integral y que 0%(u*¢,) = u+(9%¢,) para todo a € IN [8, proposition 8.10]). Como ¢ > 0 es arbitrariamente
pequeiio, concluimos que u € C*(Q). [

Corolario 15.  Si u es una funcién armonica en Q, entonces u € C*(Q).
Demostracion. Consecuencia inmediata de los teoremas 9 y 14 aplicados sucesivamente. n

Corolario 16. Si {u;} es una sucesién de funciones armonicas en  que converge uniformemente en
compactos de Q a una funcion u, entonces u es armonica en Q.

Demostracion. Puesto que cada uy satisface las hipotesis del teorema 14, u también. (]

2Qtra manifestacion de la elipticidad de A.
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3.3. El principio del maximo

Teorema17. Sea Q2 un dominio en R". Si u es una funcién armonica en Q y
supu(x) = A < +o0,
XeN

entonces u(x) < A para todo x € Q o u(x) = A para todo x € Q.

Demostracién. La prueba sigue un razonamiento de conexidad en la linea de la demostracién del teore-
ma 2.10 del trabajo de Macid Medina [15]. Claramente, se verifica que el conjunto U := {x € Q | u(x) = A}
es relativamente cerrado en Q. Pero por el teorema del valor medio, si x, € U entonces u(x) = A para todo
x en cualquier bola cerrada centrada en x, y contenida en (, y, por tanto, U también es abierto. Como Q
es conexo, U = @, conloqueu <AenQ,0U = Q, en cuyo casou = A en Q. [

Corolario 18. Si Q C R" es acotado y u es una funcién armonica en Q continua en (2, entonces

maxu(x) = maxu min u(x) = min u({).
mixu(x) = méxu(¢) y - minuGo = min ul)

Demostracion. El maximo se alcanza en algiin punto de Q: si esto sucede en un punto interior, u es
constante en la componente conexa que lo contiene (teorema 17); por tanto, el mdximo también se alcanza
en 0Q. La igualdad entre los minimos sigue de la de los maximos sin mas que reemplazar u por —u. =

Corolario 19 (teorema de unicidad). Sea Q acotado y u, v dos funciones arménicas en Q continuas en Q.
Siu=vendQ, entonces u =v en Q.

Demostracion. Las funciones u — vy v — u son armoénicas en 2 y se anulan en Q. Por el corolario 18, u = v
en Q. L]

Observacion 20. Como hemos visto, la propiedad del valor medio es caracteristica de las funciones
armonicas, pero el principio del maximo y sus corolarios siguen siendo validos para ecuaciones en
derivadas parciales més generales.

El siguiente resultado generaliza el teorema de Liouville cldsico relativo a funciones enteras de variable
compleja [17, theorem 10.23; cf. 1, 7, 15].

Teorema 21 (Liouville). Toda funcién armaénica acotada u en R" es constante.

Demostracion. Six € R" yr > |x|, por el corolario 10 tenemos que

[ uxenay- [ u(y)dy‘
|yl<r ly|<r

n _ n|D,|
ool [ av =Tl 522

r

n
W, M

[u(x) — u(0)|

(15)

IA

donde D, denota la diferencia simétrica de las bolas B,(x) y B,(0). Pero como D, esta contenido en el anillo
esférico A, == {y | r — |x| < |y| < r + |x|} (figura 1),

r+|x|

3

Dl <l = [ dy=on [ omtdp= 220 4 - 0=
Ay r—|x|

lo que implica que®

o) — ()] 5 LR DT (1 + @) - (1 - M)" —0.

rn r

Por tanto, u(x) = u(0) para todo x € R" y u es constante. n

3Como es usual en analisis, para dos cantidades A y B, A < B significa que A < CB para alguna constante C > 0 sin especificar.
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Figura 1: Diferencia simétrica D, C A,.

Observacion 22. Cabe sefialar que la misma demostracién del teorema 21 permite relajar su hipétesis:
basta suponer que u sea positiva [1]. En efecto, puesto que u es positiva ahora se puede prescindir del
valor absoluto en (15) de la siguiente forma:

n
W, M

n

| wenar- [ ) = 55 [ uoie
yl<r lyl<r Lo ™ I,

n n
| upydy= f u(y) dy - f u(y) dy
@pl jﬁ:r Wnl < [yI<r+]x| [yl<r—I|x| )
R AT ST )

rn

[u(x) — u(0)]

Corolario 23. Toda funcién arménica positiva en R? \ {0} es constante.

Demostracién. Siu es armonica y positiva en R? \ {0}, la funcién z — u(e?) es armonica positiva en R? ~ C
y, atendiendo a la observacién 22, u es constante. L]

El anélogo al corolario 23 es falso cuando n > 2: por el corolario 3, la funciéon u(x) == |x|>~" es positiva y
armonica en R \ {0}*.

3.4. El problema de Dirichlet en la bola. El niicleo de Poisson

Uno de los problemas fundamentales en teoria del potencial donde aparece el operador de Laplace es el
problema de Dirichlet: si Q C R" es un dominio acotado con frontera regular y f es una funcién continua
en 0Q, encontrar una funcién u arménica en Q y continua en Q tal que u = f en 9Q.

En esta seccién estudiaremos este problema en el caso particular, pero importante, de la bola unidad
B,,. Si la solucién al problema de Dirichlet existe entonces, el razonamiento en el libro de Rudin [17,
sections 5.22-5.24], con las modificaciones apropiadas a dimensiones superiores, permite ver que existe
una funcién P definida en B,, X $"~! (el niicleo de Poisson) tal que

(16) u(x) = f P Of @) do(?), x € B,
Sn—l

Por la propiedad de la media (teorema 9), debemos tener que P(0,¢) = 1 para todo ¢ € $"~1.

4Que este es esencialmente el tinico contraejemplo es consecuencia de un teorema debido a Bocher [1] (véase también el
trabajo de Crespo Pérez [4, corolario 5.24]) que implica que cualquier funcién arménica positiva en R \ {0} (n > 2) es de la forma
u(x) = a + b|x|?>~" para ciertas constantes a, b > 0.

26 https://temat.es/


https://temat.es/

Crespo Pérez

Figura 2: Simetria de médulos.

Supongamos que u es armdnica en B, y sea x € B, \ {0}. Por el corolario 3, tenemos que la funcién
_ 2— - -

v(y) = W)= |xP"|y— 2", donde w(y) = [y—x[*"", es arménica en B, \{x}y, ya que [{ x| = ||x|¢ — |

si ¢ € $"~1 (como queda ilustrado en la figura 2),

2—n

v(§)=w(§)—‘|x|§—% = w()—|¢ —x[2" =0

para¢ € S"7L.Si0 < ¢ < I_T‘xl (para que B(x,¢) C B,) y aplicamos la identidad de Green (4) en
Q. = B"\ B(x,¢), tenemos que

f ud;vds = / (udzv — vizu)dS
gn—1 T gn—1

v=0en Sn—1

= / (uAv — vAu)dx + f (ud;zv — vozu)dS
Q; 8B(x,e)

= f (udzv — vozu)dS
Au=Av=0en Q, OB(x.€)

= / (udzw — wdzu)dS — (2 — nw,u(x),
I 8B(x,e) =0t

v—w armonica en B,

a que, como |w| = 27" en dB(x, €),
yaq

f wdzu dS| S 27 "S(OB(x,€)) = wye —— 0
8B(x,e) -0+

/ udzw dS = (2 - n)al‘"/ u dS = (2 — n)w,u(x)
8B(x,e) 8B(x,e)

por la propiedad de la media y d;w(y) = 95 ly — xF"=2—-n)y—x/'™"
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Consecuentemente, si n > 3, (16) es valido con

P(6,¢) = 57— 05Q) = 51— ([(Vsly = )] = kP [(V,ly = x/x2 ")) - e
= (1€ = %7 = %) = <P = /x| = ) - ¢
= (1€ = %7 = %) = [Pl — /| = /1) - ¢
= (€ = x| =) = I¢ = x| = x/lxP)) ¢

_ A= xPP 1=
= ¢ —x|7"((¢ —x) = (|x*)¢ =x))- ¢ = = .
Aqui hemos usado que 3;v(¢) = Vo({) - i, la identidad Vy, |y — a|* = x|y — a|*"*(y — a) (valida para
todo a € R" y x € R) y que la normal exterior a $"~' en ¢ € $""! es 7i; = {. Nétese que, como se habia
observado anteriormente, P(0,¢) = 1si [{| = 1.

Resulta que esta misma expresion es vilida en dos dimensiones (n = 2), es decir, en notacién compleja,

ioy _ 1=z iy
P(z,e") = P (lz] < 1) [15, secci6n 2.3].

Con el ntcleo de Poisson a nuestra disposicién podemos resolver el problema de Dirichlet en B,,.

Teorema24. Seaf e C(S" Dy

f P(x,Hu(¢)da($) six e B,,
Sl’l—l

fx) six e § L

P[f1(x) =

Entonces, P|f] es arménica en B,, y continua en B,,.

La demostracién de este teorema es estdndar y se basa en las siguientes propiedades del nticleo de Poisson
(ver el libro de Axler, Bourdon y Ramey [1]):

e P(x,¢) > 0y esarmoénica en x € B, para todo ¢ € $"~! (esto sigue de la propia construccion de P
ya que v es armoénica en B, \ {x}).

* Jsn1 P(x,§)do($) = 1 para todo x € B,,.
* Para cualquier {; € $"'ytodo§ >0, f,_ P(x,¢)do(¢) —— 0.
[$=Sol>6 x=¢o

4. La propiedad del valor medio revisada

En la observacién 11(b) se apuntaba que la propiedad (13) es suficiente para concluir que una funcién
u € C?(Q) es armoénica en Q. Siguiendo la demostracion del teorema 11.13 del libro de Rudin [17] veremos
que, como en el teorema 14, la hip6tesis de regularidad sobre u puede relajarse.

Teorema 25. Si u es continua en Q y satisface (13), entonces u es arménica en (.

Demostracién. Supongamos que B(a,r) C Qyseav = P[ la extension armonica de u| 9B &

u|6B(a,r)]
B(a, r) dada por el teorema 24. Probaremos el teorema viendo que u = v en B(a, r).
Supongamos que w = v — u es positiva en algin punto de B(a, ) y consideremos E C B(a, r) el conjunto
donde w toma su valor méaximo. Puesto que E es compacto, contiene un punto x mas alejado de a.
Claramente, x € B(a,r) ya que w = 0 en 0B(a, r) y, por tanto, existe j tal que B(x, ) C B(a,r) en donde
u(x) es el promedio de u sobre dB(x, ;). Ahora bien, como v es arménica en B(aq, r),

mw=f wx + 1) do(?),
[$1=1

pero w(x + 1¢) < w(x) para todo |{| = 1y, por continuidad, w| = w(x), lo que contradice nuestra

8B(x,r})
eleccion de x. Asi v —u < 0 en B(a, r). De forma similar v — u > 0 en B(a, r) (basta razonar con —u en lugar
de u). n
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Observacion 26. Notese que la demostracion del teorema anterior proporciona un principio del méximo
para la clase de funciones que satisfacen (13), es mds, permite ver que el teorema 25 sigue siendo valido si
u tiene la propiedad del valor medio para un solo radio, ya que tales funciones satisfacen el principio del
maximo.

4.1. Generalizaciones

Sorprendentemente, para que una funcién continua u en R” sea armdnica, basta que (14) se verifique
para dos valores distintos de r (y todo x € R") siempre que estos radios no estén relacionados de una
manera muy especial. Mds precisamente, si

T

' W, ) 3 ny s 2\(n-2)/2

in(@) = "= f eleesfsen"~1 6do = F<§>(E> Jin-2)2(2),
nJo

donde T es la funcién de Euler definida en (11) y J,, la funcién de Bessel de primera especie y orden v
definida, por ejemplo, mediante la férmula de Schlémilch [20] (J, satisface la ecuacion diferencial (20)° y
en la ecuacién (21) se puede consultar su desarrollo en serie de potencias)

(17) mﬂgﬁ+%ﬂ= i.u@ﬂ Z€C, t #0.
v

Sea
Hy, =1{z21/Z, > 0 j,(z1) = jn(z2) = 1}

el conjunto de cocientes positivos de ceros de la funcién j, — 1. Se debe a J. Delsarte [5] que, si (14) se
verifica parar =, yr =1, yn/r, &€ H,, entonces u es arménica en R" [21-23]. El desarrollo asintético de
las funciones de Bessel se puede usar para demostrar que, para n > 1, H,, es finito y, de hecho, H; = {1} [5],
por lo que en dimensién 3 es suficiente con dos radios distintos. El caso n = 1 es especial: j;(z) = coszy
el conjunto de cocientes excepcionales es H; = Q* (racionales no negativos). Que el conjunto excepcional
es no vacio para todo n > 1 sigue siendo una cuestién abierta [23].

También existen versiones locales de este teorema [2, 19]: si u es continua en B(0, r) y satisface (14) para
r=n,nn/n &€ Hy)yx € B(O,r) tal que |x| + 5 < r, entonces u es armonica en B(0, r) siempre que
n+n<r.

A este respecto hemos de mencionar el problema de un radio de Littlewood resuelto por W. Hansen y
N. Nadirashvili: sea u continua y acotada en el disco unidad abierto ID C C y supongamos que para cada
z € D existe un radio r = r(z) < 1 — |z] tal que

1 (7 .
(18) u(z) = > f u(z + r(z)e'%) do.

;Debe u ser armonica en ID? La respuesta resulta ser NO [12]. Por otro lado, la condicién sobre un radio
que se obtiene al reemplazar el promedio de linea por el de drea sobre el disco de radio r(z) SI que implica
armonicidad [11]. Este tdltimo resultado se puede extender a funciones definidas en dominios acotados de
R” (v a otros no acotados también) incluso relajando la hipédtesis de acotacién sobre u a que esta admita
una mayorante armonica, es decir, que |u| < h para alguna funcién arménica positiva h. Recopilaciones
sobre estos y otros resultados relacionados se pueden encontrar en los trabajos de Hansen [9] y Netuka y
Vesely [16].

SLégicamente llamada ecuacién de Bessel.
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Observacion 27. 1. Sin embargo, si u es continua en D y tiene la propiedad de un radio (18), entonces u
es armonica en D. Para ver esto, sean M = maxguyE = {z € D | u(z) = M}el conjunto de puntos de
D donde u alcanza su méximo. Como en la demostracién del teorema 25, puesto que E es compacto,
E N dD # @, por lo que méxy u = méaxgp u. Asi, u = P [u|sp].

2. Aunque la respuesta al problema de Littlewood es negativa, para el caso del plano es afirmativa si se
imponen condiciones adicionales a r, a saber, si r es una funcién estrictamente positiva en R? tal
que, para alguna constante M > 0,

(19) r(z) <|z|+ M siempre que |z|> M,
entonces cualquier funcién continua y acotada u en R? que satisfaga (18) debe ser constante. jLa
conclusién es falsa si la condicién (19) se reemplaza por r(z) < 4|z| + M [10]!

En la recta (n = 1), el promedio (18) podria reemplazarse por (f(x — r(x)) + f(x + r(x)))/2. Con
r(x) = 27, la funcién u(x) = sen x muestra que el resultado anédlogo es falso en una dimension.

Por tltimo, cabe sefialar que ya en R® no se sabe si existe un analogo de este resultado.
Para ver coémo aparecen las funciones de Bessel, consideremos n = 2 y uy(z) = €% (z = x + iy). Entonces,

e
. u (Z + re16) do= — 1(y+rsen6) do = ey eirsen@@
0 - 21

T

— u()(Z)/ e —e“e de — uo(Z)/ ( Z J, (r)eU/G) de _]O(V)uo(z)

V=—00
por (17).

Noétese que u, es una autofuncién del laplaciano; més precisamente, satisface la ecuacién de Helmholtz
Au + x*u = 0 con x = 1. Es mds, si u es cualquier solucion de esta ecuacion y

1 T
ow) = > f u(rel®) de,
-n

de la demostracién del teorema 2.4 en el trabajo de Macid Medina [15] tenemos que

de 1 K
vO=5 [ B =5 /| s

K2 r T Kz r
- _ - i0 __=
=2 | 9( f_ nu(ee )de)de ; fo 00(e) de.

Esto quiere decir que O satisface la ecuacion diferencial ordinaria

d / de
dr(d)+x ro=0

y, por tanto, la funcién ¥(t) = O(t/x) satisface que®

2y 14y
VTR +¥=0.

Esta dltima es la ecuacién de Bessel de orden cero, de la que sabemos que solo tiene a los multiplos de J,
como soluciones acotadas para t — 0%. Puesto que O (y por ende ¥) estd acotada cerca de 0y Jy(0) = 1,
deducimos que O(r) = J(xr)©(0) = Jy(xr)u(0), es decir,

L f u(rei®) o = Jy(kr)u(o).

6Con el cambio de variables r = t/x, d/dr = xd/dt y rd/dr = td/dt, por lo que

d( d)+1<2r Ki(d)+1€t xt d2+li+1
dr \" dr T Tdr\'d - de2 " tdt ’
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Ademas, como la ecuacion de Helmholtz es invariante por traslaciones, también se tendra que
T

% u(z + re'®) do = J(xru(z)
—Tt

paratodoz € Cyr > 0.

Siguiendo la demostracién del teorema 9, un razonamiento andlogo prueba que en n dimensiones, si u es
solucién de la ecuacién de Helmholtz y

o) = f; )0

entonces
de 1 1
D= [ V@ = o [ sumase) = o [ suwas
_ W, B 1w,
Kl_l nl=r (3) con v=1 |x|<r
_x_ f (dx = ——5 f n 1(f r)d (;))d
=— — u(x)dx = — — o u(r¢)ds <
@l o wpr" 1 Jy Kl=1
Kz " n—1 KZ ' n—1
s ol S ur$)do(§) Jde = ——== | ¢"0(e)de,
0 [g1=1 0
por lo que

d n—ld@ 2.n—1n
E(F dr)+7<r 0 =0.

Siv = (n— 2)/2, con el cambio de funcién ¥(r) = r’©(r) esta ecuacion se transforma en

Yy 1dy [,
— - - )w=o,
dr2 + r dr +<K r2

que, a su vez, con el cambio de variable independiente ¢t = xr se reduce a

2 2
(20) d—g’+1d—gl+(1—’:—2>w=o.

Como antes, esta es la ecuacion de Bessel de orden v y, por tanto, ¥ (que es continua en ¢ = 0) debe ser
proporcional a J,. Deshaciendo los cambios y ajustando la constante de proporcionalidad vemos que

) (n-2)/2
00) =1+ 1 (2) r5,0000) =T(3)(2) Jne2y2()O0) = ju(1)6(0)
ya que
had (=D Z\V+2k
@ 1= 3 morkanz)

y, por tanto, (Z)V J,(r) = 1/T(v + 1) cuando r — 0.

;
Consecuentemente, hemos probado que si u es solucién de la ecuacién de Helmholtz (que sigue siendo
invariante por traslaciones), entonces

@) / u(x + r¢) do(¢) = ju(eru(x)
[$1=1

paratodo x € R*yr > 0.

Reciprocamente, de (21) vemos que

[o9)

Nk 2k
jn(z)=r(§)’§%(§) :
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Asi, j,(0) = 1, j,(0) = 0y jn(0) = —1/n. Ahora la ecuacion (5) implica que, siu € C? satisface (22), entonces

2

Au(x) = 2n &

dr2 o jn(Kr) u(x) = —KZM(X).

Por tanto, y como ocurre con la propiedad del valor medio para funciones armoénicas, al menos para
funciones C?, (22) caracteriza las soluciones de la ecuacién de Helmholtz.

Observacion 28. Sir > 0 es un cero de j, — 1, sigue inmediatamente de (22) que cualquier solucién de la
ecuacion de Helmholtz con x = 1 satisface (14) en circunferencias de radio r pero no es arménica, esto es,
la propiedad del valor medio para un solo radio no implica armonicidad. De igual forma, sir/r, € H,, es
decir, /1, = z;/2, > 0 con j,(z;) = j.(z,) = 1, parax = z;/r, = Z,/1 tendremos que j,(xkn) = j,(xn) =1
y cualquier solucién de la ecuacién de Helmholtz con pardmetro « satisface (14) para circunferencias de
radios r; y 1,. Puesto que x # 0, tal solucién tampoco es arménica.

5. Ellema de Weyl

La seccion 2.5 del trabajo de Macid Medina [15] estd, como aqui, dedicada al aspecto de regularidad para
las funciones armoénicas. Maci4d Medina prueba el teorema 30 para el caso del plano R? pero, como bien
indica en la observacion 2.37, no hay nada particular en la prueba que no permita su generalizaci6én al
caso multidimensional. Para otra prueba ligeramente diferente pero esencialmente equivalente, véase el
libro de Jost [14, corollary 1.2.1]. Como en el trabajo de Macid Medina [15], empezamos recordando las
definiciones pertinentes.

Si u es armoénica en un abierto Q C R" y p € C(Q2), de (4) (con v = ¢),

(u, Ap) = / u(x)Ap(x)dv(x) = / e(x)Au(x) dv(x) = 0.
Q Q

Esta condicién tiene sentido incluso para funciones que no sean continuas en £, como, por ejemplo, si

u € Lj,.(Q) es localmente integrable. Esto sugiere la siguiente definicion.

Definicion 29. Una funcién localmente integrable u en un abierto 2 de R" se dice arménica en sentido
débil o que satisface la ecuaciéon Au = 0 en sentido débil si

(u, Ap) = f u(x)Ap(x)dv(x) =0
Q

para toda funcién ¢ € C(Q).

Obsérvese que no sigue de la definicion 29 que si u € L}, .(Q2) es arménica en sentido débil lo sea en el
sentido usual (para ello u debe ser al menos C2).

Este hecho se recoge, y es parte de un resultado més general, en el siguiente teorema.

Teorema 30 (Weyl). Siu e LIIOC(Q) y Au = 0 en sentido débil, entonces u es armonica, esto es, Au = 0 en
sentido cldsico en Q.

Para ser mds precisos, en la conclusién se debe entender que u es arménica tras posiblemente ser modifi-
cada en un conjunto de medida nula.

Demostracion. Sean Q,y ¢ como en la demostracién del teorema 14. Sip € C°(Q), entonces px¢, € C°(Q2)
YU = ux p. € C*(Q).
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Por (4) se tiene que

f At (P dox) = [ u()AP() du(x)

Q

( f u)Pex ) dv(y)) Ag(x) dv(x)
0

I
S 55— 55—

( / $e(x — ¥)Ap(x) dv(X)) u(y) do(y)
Q

f ( f $(X)Ap(x +y) dv(X)) u(y) do(y)
Q \YQ

f u(y) (Ay f $e(X)p(x +y) dv(X)) du(y)
Q Q

- f u()A () do(y) = 0,
0

ya que la funcién

20 = f $.(0p(x + ) du(x)
0

es C(Q) y u es armonica en sentido débil en Q. Por tanto, u, es armdnica en sentido clasico en Q.

Por dltimo observemos que, para § > 0 suficientemente pequefio, como consecuencia de la demostraciéon
del teorema 14,

Us = U ¥ Ps = (U ) & g = Uk (Pe * Ps) = Uk (Ps * Pe) = (U * Ps) * b = Us * P = Us

en Qe s (2 decrece con €) y, puesto que u; — u en L},.(©2) cuando ¢ — 0, del corolario 12 (o la
observacién 13), u, converge uniformemente en subconjuntos compactos de (2 a una funcién u, que, por
el corolario 16, es arménica en Q y coincide con u en casi todo punto. n
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Resumen: El principal objetivo es obtener una férmula cerrada para los productos

infinitos de la forma

00 k

I(-%)

n=1 h
donde z € Cy k > 2. Esto nos permitird, por ejemplo, obtener algunos productos
infinitos como

() T0-5) o D0+5)

n=1 n=2 n=1

Abstract: The main goal is to obtain a closed-form for infinite products of the form
IT{1-%)
n=1 h

where z € C and k > 2. It will allow us, for example, to obtain some infinite
products such as

() O0-5) o O0+5)

o
n=1 n=2 n=1
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Algunas férmulas cerradas para productos infinitos y su relacién con la funcién zeta de Riemann

1. Introduccion

El problema de Basilea consiste en la obtencién de una férmula cerrada para la suma de los reciprocos de
los niimeros naturales al cuadrado,

- 1 11

Z —2 = — + ? + 3— + .
Es un famoso problema de teoria de nimeros que tardé6 muchos afios en ser resuelto, hasta que en 1735

Leonhard Euler encontré que la suma anterior vale 2/6. Hoy en dia es natural relacionarlo con la funcién
zeta de Riemann ¢, definida de la siguiente manera:

(s

Uz) = Z % para Re(z) > 1.

n=1

De este modo, se tiene que {(2) = 7w?/6. Es mas, todos los valores pares de esta funcién pueden ser
expresados mediante los nimeros de Bernoulli [2] como

(1 @n

Cm) =G

B,,, neN.

En cambio, para valores impares no se conoce una férmula cerrada. Por ejemplo,

1 1
{3)=1 tatgat-= =1,2020569...,
conocida como la constante de Apéry, debida al matemdtico Roger Apéry, no dispone actualmente de una
formula cerrada conocida. Apéry demostré en 1978 que esta constante era un nimero irracional [1], pero
a dia de hoy no se sabe si es trascendente.

El principal objetivo de este articulo es presentar un problema similar relacionado con productos infinitos
en vez de series. Asi pues, nos preguntamos si es posible obtener una férmula cerrada para los productos
infinitos de la forma

O ﬁ(u%)

donde k > 2. Un producto infinito es convergente si uno de sus factores es nulo (entonces diremos que
converge a 0) o si su sucesion de productos parciales converge a un valor no nulo.

Para las propiedades elementales de los productos infinitos se puede consultar el libro de Rao et al. [5]. En
él se demuestra el siguiente resultado, aplicable a una sucesion arbitraria de ntimeros complejos {a, };2;,
que justifica que el producto infinito (1) es convergente:

(e (e
Z la,| < 0 = H(l +a,) converge.

n=1 n=1
Lo anterior motiva a hacerse la siguiente pregunta: ;existe una férmula cerrada para los siguientes productos
infinitos:
a 1 = 1 - 1
- - — — )2
H(1+n2>’ H<1 n3> © H(1+n4>'
n=1 n=2 n=1

;Habrd una férmula cerrada para cada uno de ellos, o solo para los valores pares de k, como en el caso de
las series? La respuesta es que se puede obtener una férmula cerrada para cada uno de ellos en términos
de la funcién gamma de Euler.

Una de las mejores formas de abordar esta clase de problemas es a través del anélisis complejo. Como bien
dijo el matematico francés Jacques Hadamard: «El camino mas corto entre dos verdades del analisis real
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pasa por el andlisis complejo». Asi pues, nuestro siguiente objetivo va a ser obtener una férmula cerrada,
en términos de la funcién gamma de Euler, para la siguiente familia de productos en variable compleja:

@ (-%)
n=1

donde k € N,k > 2y z € C. Es bien conocido que para k = 2 el producto anterior puede ser escrito en
términos de la funcién seno, usando la representacién de Euler [3]:

0 2
sen(nz) = nzH (1 — %)
n=1

Esto mismo es una especie de «factorizacion infinita» de la funcién seno, pues los valores donde se anula
este producto infinito son precisamente los enteros. Es por eso que, con esta inspiracién, nos vamos
a preguntar cudles son los ceros del producto infinito en (2) y si conocemos alguna funcién con estas
propiedades.

2. Ceros

El conjunto de ceros de la funcion entera

o k
Bc(z)==H<1—%), k> 2,

n=1

para todo z € C, estd dado por
Z(B)={z€C:z=nwjparaalginn € N,0 < j <k -1},

donde

b
wj=exp(%i), 0<j<k—1,

son las k-ésimas raices de la unidad. El punto importante aqui es que, para un j fijo, los ceros de la forma
Z = n - wj son lineales en n. En la figura 1 se representa el conjunto de ceros de B y .

[ ) -4

(a) Ceros de R. (b) Ceros de E,.

Figura 1: Ceros de B, parak =5y k = 8.
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Nuestro objetivo es encontrar una expresion, tan simple como sea posible, de una funcién cuyo conjunto
de ceros sea Z(B,). En este contexto es casi natural considerar la funcién gamma de Euler, ya que sus
polos son precisamente los enteros no positivos y, por tanto, los ceros de su funcién reciproca serdn
precisamente estos mismos. Recordemos que

3) I'(z) =f t“~le7tdt, Re(z)> 0.
0

Ademas, la funcién gamma satisface la siguiente ecuacién funcional:

I'(z+1) =zI(2), Re(z) > 0.

Esta funcién se extiende de manera holomorfa a todo el plano complejo excepto a los enteros no positivos,
por lo que su funcién reciproca puede ser extendida a una funcién entera, ya que I no tiene ceros. Esta
también tiene una representacién como producto infinito, uniformemente convergente en conjuntos
compactos,

(4) % = zel? H <1 + %)e—z/n’

n=1

donde y es la constante de Euler-Mascheroni [5]. Se sigue que

z(%) ={0,-1,-2, ..}

Figura 2: Ceros de 1/T(z).

Este conjunto esta representado en la figura 2. Ahora bien, si a este conjunto de ceros se le aplica una
determinada transformacién lineal, se puede construir una funcién entera con los ceros deseados, Z(F,).
De hecho, la composicién con z — 1 — z tiene por ceros el conjunto {1, 2, 3, ...}, los cuales son parte de los
ceros de, por ejemplo, la funcién B. Ademads, después de componer con la transformacién z — z/w, los
ceros son movidos a la segunda linea (en sentido antihorario) de la figura 1. En general, el producto finito

1
(5 —_—
| | F(l -z )
. w;

=0 J

—

(-

s k
. . . Z . . 2
tiene el mismo conjunto de ceros que | | (1 — —k) Veamos que en realidad son la misma funcién.
n
n=1
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3. Teorema principal

0 k
Se presenta ahora un resultado que muestra que la expresion (5) coincide con el producto H (1 — Z—k>
n
n=1

Primero necesitamos otro resultado acerca de las raices de la unidad.

Lemal. Seank € Nconk>2y {w kz_ol el conjunto de Ias k-ésimas raices de la unidad. Entonces,

=
—

Z wl = w; = (=1,

Demostracion. Usando la representacion

-
I
o

k-1

p@) =2 —1=][@-w)
Jj=0

si se desarrolla el producto de la derecha y se comparan ambos lados de la igualdad, se deduce inmediata-
mente que

k-1 k-1 k-1
“1=]l-w=CD[lwyo==-> w "
j=0 j=0 k=0

Ya estamos en condiciones de presentar el resultado principal.

Teorema 2. Seak € N, con k > 2. Entonces,

(6) }j(l__) (: (1__))_1

Demostracién. Sea py(z) = z¥ — 1. Se tiene por la segunda igualdad del lema 1 que
k-1 k-1 k-1 z k—1 z
@ =l G-w)= H(—wﬂH(” _—w.) = —H<” —w>
j=0 j=0 j=0 ) =0 )

Por la primera igualdad del lema 1,

j=0
Yy, por tanto,
k-1 z z
o= (10 Jouf2)
j:O ub LU]
Consecuentemente,

n=1 n=1
oo k-1 z z
(=)o)
n=1 j=0 —I’le I’le
k-1 z z
= HH(I + )exp(—)
. 1 —nuwj; nwj;
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Una version mads general del teorema 2 se puede encontrar en A course of modern analysis [7], el cual
expresa el producto infinito

ﬁ (n—a)in—ay)---(n—ax)

L —ayn—a)~n-a)

para k > 2 y bajo ciertas condiciones sobre a;, a,, ..., @, b, by, ..., b, en términos de la funcién gamma.

[Se]
1
Ejemplo 3. Imaginemos que queremos calcular el producto infinito H (1 + ﬁ) De acuerdo con el
=1

teorema 2, se puede escribir

| N

4mi )
3

exp(;) exp

Para z = —1 obtenemos que

o 1\ 1
(1 5)- rr{1 + e %)) {1 +exsf 57

T

= 1 cosh(ﬁ).
T 2

S

La dltima igualdad se sigue de la férmula de reflexion de Euler,

[(z)T(1—-2z) = Re(z) > 0.

sen(nz)’

Trabajar con valores no enteros de la funcién gamma de Euler es un poco dificil. Por esta razén, se presenta
un resultado complementario para el caso en el que k es un nimero par. Este relaciona la familia de
funciones B, con el producto finito de funciones seno, las cuales son més faciles de tratar.

Corolario 4. Seam € N y sean {w]}zm ! Jas raices 2m-ésimas de la unidad. Entonces,

s Z2m -1 m-1
H<l_rﬂ_’”) (nz)mH en(%)

n=1

Demostracion. La clave es agrupar el producto de funciones gamma en parejas:
S e
W Witm W W Witm
= —ir(—ﬁ)r(l + 5).
W\ W W
Ahora, por la férmula de reflexién de Euler, se obtiene que

r<1 - %)I‘(l - wz ) = 5#
J Jam / sen(E>
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Por el teorema 2, finalmente obtenemos que

El término i"~! en la dltima igualdad es debido a que

ml ml 2mi i ! mi(m — 1)
. = — | = - i| = _ 7 = jm-1
1 w; 111 exp(zmj) exp(m JZ:%) ]) exp( 5 ) im-1, n

4. Relacion con la funcion zeta de Riemann

Puede resultar extraiio que se pueda encontrar una férmula cerrada para F.(z) para cualquier k y que, en
cambio, no se haya encontrado todavia una férmula cerrada para valores impares de la funcién zeta de

Riemann, ya que
0 k
z

n=1
Asi pues, a primera vista parece ser que, como tenemos una férmula cerrada para el producto infinito en
términos de la funcién gamma, deberiamos poder expresar (k) de igual forma para cualquier k > 2, pero
esto no es asi.

Esto se ve reflejado a través del corolario 4. Cuando k es par, podemos expresar B, en términos de la funcién
seno, de la cual el desarrollo de Taylor es conocido. Asi pues, reagrupando los coeficientes es posible, por
ejemplo, resolver el problema de Basilea. En cambio, para valores impares de k, se debe trabajar con el
reciproco de la funcién gamma, y la clave aqui es que no se dispone de una férmula cerrada para todos
los coeficientes de su desarrollo de Taylor. De hecho, solo se conocen los tres primeros:

1 y? n?
7 —_— = R O P A
@) @ zZ+yz +<2 )%t
Nosotros estamos interesados en el desarrollo de Taylor de la funcién reciproca de I'(1 — z),
1 AT 3
-2 = 1—yz+<2 — lz)z +a32’ + ...,

donde a3 € R.

Por el teorema 2,

n=1 =0T

~.

ﬁ(l‘i_i):ﬁ (li z)'

wj

Entonces, —{(k) es el coeficiente de z* en el desarrollo en serie de Taylor de la funcién en el lado derecho.
Por ejemplo, para k = 3 y después de varias manipulaciones, se llega a que

1 3

1
=1+ <3a§ + % - Zynz)z3 + ...

ra-zr{1i- —2 |1 <

27 T /am

p($)) \ e()

Asi pues, {(3) = 1/4yn? — 3a3 — y*/2. En otras palabras, podemos obtener una férmula cerrada para ¢(3) si

obtenemos una férmula cerrada para el tercer coeficiente del desarrollo de Taylor de 1/T(1 — z). Es mads,

si la encontramos para cada uno de sus coeficientes también encontramos una férmula cerrada para

{(k) en general. Un estudio completo sobre estos coeficientes se puede consultar en «Taylor series for the

reciprocal gamma function and multiple zeta values» [6]. Recientemente, una representacion integral ha
sido descubierta por Fekih-Ahmed [4]:

(="
n =

/-00 e~ Im((log(t) — im)") dt.
0
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Topologia y neurociencia: la percepcion del espacio

&3 Erika Magdalena Resumen: La introduccién de herramientas matemadticas en la neurociencia ha

Herrera Machado contribuido al rdpido progreso y expansién experimental de esta disciplina. En este
Universidad de La Laguna trabajo se pretende dar una visién de algunas aplicaciones de la topologia en neu-
erikaherreramachado@gmail.com rociencia. Comenzaremos con la interpretacién matemadtica de ciertos fenémenos

experimentales relacionados con las neuronas de posicionamiento. Seguidamente
se definird el c6digo neuronal, para continuar con una pequefia introduccién a los
complejos simpliciales, elementos mateméticos que nos ayudardn a abordar la
cuestion de interpretar estos fenémenos. Tras presentar la nociéon de nervio, una
conocida herramienta de la topologia algebraica, presentaremos un importante
resultado: el lema del nervio, clave para entender el funcionamiento de las células
de posicionamiento. Finalizaremos el trabajo estudiando los llamados c6digos
convexos y algunos resultados sobre obstrucciones locales a la convexidad de los
codigos.

Abstract: The introduction of mathematical tools in neuroscience has contributed
to the rapid progress and experimental expansion of this discipline. This paper
aims to give a vision of some applications of topology in neuroscience. We will
begin with the mathematical interpretation of certain experimental phenomena
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short introduction to simplicial complexes, the mathematical elements that will
help us to interpret these phenomena. After presenting the notion of nerve, a
known tool of algebraic topology, we will present an important result: the nerve
lemma, key to understanding the functioning of place cells. We will finish the work
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Topologia y neurociencia

1. Introduccion

Sin haberse percatado, cuando el lector se ha movido por el ambiente en el que se encuentra leyendo este
articulo, su cerebro, en un proceso natural, ha formado una representacién de tal experiencia, dotdndolo de
contexto espacial para los recuerdos y experiencias pasadas. En este trabajo se pretende estudiar mediante
técnicas matemadticas la manera en la que la actividad del cerebro representa la informacién espacial del
entorno. Las referencias esenciales han sido los articulos de Curto [3] y Curto et al. [4].

Lo que acabamos de comentar es solo un ejemplo de las muchas aplicaciones de la neurociencia. Esta
ciencia multidisciplinar estudia la estructura, el desarrollo y el funcionamiento del sistema nervioso,
centrdndose en el cerebro y su impacto en el comportamiento y funciones cognitivas del individuo.

Los primeros estudios se atribuyen a los egipcios, autores del texto médico més antiguo que conoce
la historia, denominado «papiro Edwin Smith». Este data de 1700 a. C. y en él se analizan el cerebro,
las meninges, la médula espinal y el liquido cefalorraquideo, aunque tanto los egipcios como el griego
Arist6teles adoptaron la creencia de que nuestra conciencia, imaginacién y memoria estaban enraizadas
en el coraz6n. Fue aproximadamente en el afio 170 a. C. cuando el trabajo del médico griego Galeno
cuestiono esta opinidn.

Importantes descubrimientos en esta ciencia han acontecido hasta nuestros dias, destacando nombres
como Descartes, Galvani, Golgi, Ramoén y Cajal o Rabi, entre otros, por sus aportaciones. Sin embargo, no
es hasta el siglo xx cuando la neurociencia pasa a ser reconocida como una disciplina académica en si
misma, experimentando su mds rdpido progreso a mitad de siglo. A ello ha contribuido en gran medida la
introduccién de técnicas matematicas y, en particular, topolégicas.

Para poner al lector en contexto, imaginese explorando un entorno. A medida que avanza, una neurona de
posicionamiento se activa cuando se sitda en una zona del espacio bien delimitada, llamada campo de
posicionamiento. De esta manera, el entorno completo puede quedar determinado por la actividad de
un conjunto de estas neuronas. Considerando los campos de posicionamiento como una coleccién de
abiertos en un espacio topolégico, es posible definir un c6digo neuronal a partir de dicha coleccién. Es
mads, ciertos estudios revelan que los campos de posicionamiento son esencialmente convexos, lo cual
motiva que en este trabajo pongamos énfasis en examinar los llamados codigos neuronales convexos.

Para estudiar satisfactoriamente lo mencionado anteriormente, seran claves los complejos simpliciales,
utilizados histéricamente en la triangulacién de espacios topolégicos y que no son otra cosa que conjuntos
de estructuras geométricas elementales: segmentos lineales, tridngulos, tetraedros y sus andlogos en mayor
dimensidn. Sin embargo, para nuestras aplicaciones en neurociencia utilizaremos su versiéon puramente
combinatoria: el complejo simplicial abstracto.

2. Topologia en neurociencia

Nuestro cerebro cuenta con mas de 86 000 millones de neuronas, células eléctricamente activas conectadas
entre si mediante complejas redes. Para transmitir informacién, una neurona se comunica con su vecina
mediante impulsos eléctricos, que se generan como respuesta a estimulos o de manera esponténea. La
neurociencia estudia el sistema nervioso, su estructura y funcionamiento, centrandose en el cerebro y su
impacto en el comportamiento y las funciones cognitivas.

La pregunta a responder seria: ;como la actividad conjunta de las neuronas representa la informacién del
mundo exterior?

Los primeros descubrimientos relevantes en esta temdtica tuvieron lugar en la década de los 50, cuando
Hodgkin y Huxley estudiaron la dindmica de los impulsos eléctricos para una neurona aislada [10]. En ese
momento, incluso sin tener en cuenta la red neuronal que la rodeaba, ya parecia una quimera predecir
cudndo una neurona iba a activarse.
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Sin embargo, Hubel y Wiesel, ambos premio Nobel en 1981 por sus aportaciones en el estudio del area
visual de la corteza cerebral, realizaron en los afios 60 un experimento consistente en mostrarle a un gato
despierto patrones de barras negras sobre un fondo blanco. Estudiando algunas neuronas por separado,
encontraron que cada una respondia a un dngulo diferente de dicha barra, como se muestra en la figura 1,
donde la frecuencia de impulsos eléctricos de una neurona se dispara para un dngulo de 45°.

estimulo

actividad neuronal
N I T R I

Figura 1: Respuesta neuronal a estimulo visual.

Hubel y Wiesel habian descubierto las neuronas de orientacién [6], cuya actividad, por tanto, se podria
predecir mirando tnicamente los estimulos de la pantalla. Se pensé entonces que cada neurona actuaba
COMO un Sensor para una caracteristica particular de la escena visual.

Una década més tarde tiene lugar un descubrimiento similar, llevado a cabo por el neurocientifico John
O’Keefe, premio Nobel de Medicina en 2014 por sus descubrimientos de células asociadas al posiciona-
miento espacial del individuo. Mediante experimentos consistentes en estudiar un roedor moviéndose
por un entorno acotado, O’Keefe se percaté de que ciertas neuronas del hipocampo respondian de forma
selectiva a diferentes localizaciones de su entorno fisico [9]. Estas células, que sirven como sensores de
posicién en el espacio, se conocen como neuronas de posicionamiento. Profundizaremos sobre este tema
en la siguiente seccién.

Nota1. Elhipocampo es un pequeiio 6rgano situado en lo que se conoce como el sisterma limbico (conjunto
de estructuras interconectadas cuya funcién se relaciona con los estados emocionales). Se le asocian
procesos ligados a la memoria, las emociones y la navegacién espacial. <

Sistema Limbico

Fornix Glandula pineal

Cuerpo calloso

Giro cingulado

Grupo de nucleos h.Giro |
anteriores del tdlamo parahipocampa
Hipocampo

Hipotdlamo
Cuerpo mamilar

Cuerpo amigdalino

Figura 2: Sistema limbico. Imagen modificada a partir de un original de Blausen.com [1] con licencia
©@@® CC BY 3.0 Unported.
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3. Neuronas de posicionamiento

Como hemos mencionado previamente, existe un tipo de células cerebrales conocidas como neuronas
de posicionamiento cuyo ratio de impulsos eléctricos aumenta cuando el individuo se sitia en una zona
de su entorno fisico denominada campo de posicionamiento asociado a la neurona. En nuestro estudio
consideraremos un solo campo de posicionamiento asociado a cada neurona, aunque en entornos mas
grandes que los reproducidos en un laboratorio, cada neurona puede llegar a tener varios de estos campos
asociados. Los campos de posicionamiento describen circuitos con importantes implicaciones para la
memoria, dado que proveen el contexto espacial para los recuerdos y experiencias pasadas.

Durante un largo tiempo solo se podia monitorizar una neurona. Sin embargo, cuando la monitorizacién
simultdnea de varias células fue posible, se demostré mediante inferencia estadistica que la posicién del
individuo podia deducirse de la actividad colectiva de las células de posicionamiento [2].

La figura 3 esquematiza el experimento que pasamos a detallar.

T

tiempo

SNSISIS

Campo de posicionamiento Campo de posicionamiento Campo de posicionamiento Campo de posicionamiento

de la neurona | de la neurona 2 de la newrona 3 de la newrona 4

Figura 3: Mapa de calor. Republicado con autorizacién de la American Mathematical Society a partir de un
trabajo de Curto [3, figure 2]; permiso obtenido a través de Copyright Clearence Center, Inc. Figura no
sujeta a licencia Creative Commons.

Supongamos que un ratén comienza a explorar su entorno desde la esquina superior izquierda. En ese
momento se activa la neurona de posicionamiento 1, cuya actividad se refleja como en la barra superior
de la imagen. A medida que el animal avanza se activard el resto de neuronas monitorizadas. La parte
inferior de la imagen representa un mapa de calor de la concentracién de actividad neuronal en cada
campo de posicionamiento. Las éreas rojas reflejan un alto ratio de impulsos eléctricos, mientras que las
azules denotan actividad nula (véase el articulo de Giusti et al. [5]).

Los estudios sobre las neuronas de posicionamiento se abordan fundamentalmente desde dos perspectivas.
Por un lado, la teoria de la red neuronal se centra en entender cémo la actividad de las neuronas depende
de las propiedades de la red. Sin embargo, en este trabajo nos centraremos en la teoria del cédigo neuronal,
que presta atencion a las relaciones entre la actividad neuronal y los estimulos externos.

Como nos muestra la figura 3, una vez calculados los campos de posicionamiento de las neuronas de
posicionamiento del animal, basta ver cudl de estas células se activa para conocer su posicién en su
entorno fisico. Por consiguiente, la idea principal de la investigacién que se aborda desde esta perspectiva
es que las neuronas de posicionamiento disparan impulsos eléctricos en diferentes lugares del ambiente
de tal forma que el entorno entero se representa por la actividad del conjunto de neuronas.

Partiendo de los conceptos de neuronas de posicionamiento y campos de posicionamiento, veremos que
se puede inferir informacién sobre la topologia del espacio donde se mueve el ratén.
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4. Codigo neuronal

Los campos de posicionamiento pueden interpretarse como un recubrimiento abierto del entorno fisico
considerado, donde cada abierto corresponde al lugar donde se activa una neurona.

Ejemplo 2. Consideremos cuatro neuronas monitorizadas cuyos campos de posicionamiento son los de
la figura 4. U; N U, N Uz = U, representa el lugar donde se activan la neurona 1, 2 y 3 a la vez, hecho que
se puede representar con la cadena 1110, conocida como palabra de un c6digo neuronal (coleccién de
cadenas formadas por ceros y unos). En este caso, las palabras estan formadas por cuatro digitos, dado
que estamos considerando cuatro neuronas, donde el 1 significa que la neurona esté activa y el 0 que esté
en estado de reposo.

X=Uul,ulu

Figura 4: Campos de posicionamiento de cuatro neuronas.

Para simplificar en ciertas ocasiones la notacidn, es interesante considerar una representacién alternativa
para las palabras de un cédigo C. Asi, definimos el soporte de una palabrac = a, ::- a,, € € como

supp(c) ={ief{l,...,n} | aq; =1} C{l,...,n},
donde n representa el nimero de neuronas monitorizadas.

Para la palabra 1110 tenemos que supp(1110) = {1, 2, 3}. Obsérvese que supp(00 --- 0) = @.

Por tanto, para referirnos a las palabras de un cédigo neuronal, podemos utilizar indistintamente cadenas
de unos y ceros o subconjuntos de {1, ..., n}.

Sin embargo, para formar un c6digo neuronal a partir de una coleccién de abiertos, no consideraremos
todas las posibles palabras, sino aquellas que representen una interseccién de abiertos no cubierta por el
resto, como muestra la siguiente definicion.

Definicion 3. Sea X un espacio topoldgico y consideremos una coleccién de abiertos U = {U}, ..., U, } de
X. El c6digo de U se define por

e(u):{ac{l,...,n})ﬂUi—( U q);é@}.

ieo Jjell,..,n}—o

Nota 4. Para facilitar la lectura, utilizaremos la notacién U, = ﬂ U,.

iec
Cada palabra o € ¢(U) corresponde a una interseccién de abiertos no cubierta por el resto. N6tese que
Uy = ﬂie o U; = X, por lo que @ estara en el codigo cuando la coleccién U no recubra el espacio en su
totalidad. Por otro lado, como el niimero de neuronas a estudiar es finito, las colecciones de abiertos que
consideraremos también lo seran.

Observemos en la figura 5 que la palabra 0100 no estd incluida en el c6digo. Esto es debido a que el abierto
U, estd contenido en U, y Uy, y esta palabra no estaria reflejando que en esa porcién del espacio también
se activan las neuronas 1y 3.

En definitiva, las intersecciones cubiertas por uniones de otros abiertos no reflejan toda la informacion
sobre la relacién de activacion entre las neuronas.

Por otro lado, podriamos pensar en un c6digo, no necesariamente asociado a un recubrimiento, de la
siguiente manera.
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cW)

{1} {1,3} 1000 1010
{3} {3.4} 0010 0011
{4} {1,2,3}| | 0001 1110

Figura 5: Las dos representaciones del cddigo de la coleccién de abiertos de la figura 4.

Definicion 5. Se conoce como cédigo neuronal, o simplemente c6digo, a toda coleccién de cadenas
binarias € C {0, 1}". Cada elemento de € se denomina palabra.

Hemos visto que toda coleccién de abiertos de un espacio topolégico define un c6digo neuronal. Es natural
plantearse si todo c6digo neuronal puede ser asociado a una coleccién de abiertos en algin espacio real
d-dimensional. El siguiente resultado da respuesta a esta pregunta.

Proposicion 6. Sea € C {0, 1}" un cddigo neuronal. Para todo d > 1 existird una coleccion U de abiertos
en R? tal que € = C(U).

Demostracién. En primer lugar, ordenamos los elementos de € como {cy, ..., ¢,,}. Como R? es un espacio
de Hausdorff', para cada ¢, € € existe un punto distinto x;, € R? y un entorno abierto Ny de x;, de forma
que ningun par de conjuntos N se intersequen. Definimos, para cada j € {1, ..., n},

U= U N, donde A;={k €{l,...,m}| j € supp(cp)},
keA;

y tomamos U = {U, ..., U,}. Por construccién, € = C(U). [
Visualicemos la anterior demostracién con un ejemplo en R.

Ejemplo7. Tomamos el codigo € = {000, 010, 110, 101} = {c;, ¢,, c3, ¢4}, asociado a tres neuronas. Elegimos
el abierto N; = (i — 3/2,i — 1/2) para la palabra c;, como en la figura 6, coni = 1, ..., 4.

N, N, N, N,
| A4 | | AY4 |
| PAN I | A |

0 1 2 3

e
=
~——

Figura 6: Abiertos en la recta real.

Tenemos que supp(c;) = @, supp(cz) = {2}, supp(cs) = {1, 2}y supp(cy) = {1,3}, luego U = {Uy, U, Us},
con Uy = N;UN,, U, = N, UN; vy Uy = Ny, como se muestra en la figura 7.

U,
Y
({ | AT | Y | Y | hY
A I AN I P, I A I 7
0 1 2 3
———

Figura 7: Coleccion de abiertos resultado de uniones de los abiertos anteriores.

1Un espacio de Hausdorff es un espacio topolégico en el que puntos distintos tienen entornos disjuntos.
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Calculamos su cddigo:

o={1} - U-(Lul)=0, c={L3} - Uigz—-L#02
c={2} - L-(QUl)+ao, =123} - Upy—-U =0,
c={8} - L-(Lul) =0, 0={1,2,3} > Uyp3 =2,
o={L2}—> Uz —Us # 2, c=0 - Ug—Upps # O

Y obtenemos que C(U) = {@,{2},{1, 2}, {1, 3}} = {000, 010, 110, 101} = C.

Cabe puntualizar que hemos obtenido una coleccién de abiertos en R, pero puede ser generalizado para
dimensiones superiores.

5. Complejos simpliciales asociados a un codigo

Comenzaremos la seccién introduciendo las nociones de complejo simplicial y complejo simplicial
abstracto, y veremos cO6mo asociarlas a los cédigos neuronales (se recomienda consultar el libro de
Munkres [8]). Consideraremos tinicamente complejos simpliciales finitos, dado que, como comentamos
previamente, el nimero de neuronas monitorizadas es siempre finito.

Los complejos simpliciales finitos son espacios topolégicos construidos utilizando estructuras mas sencillas,
los simplices.

Serd necesario introducir previamente la idea de conjunto de puntos geométricamente independiente.

Definicién 8. Diremos que un conjunto de puntos {q, ..., a,} de RN es geométricamente independiente
si los vectores {ayay, ..., @ya,} son linealmente independientes.

Asi, se define la nocién de simplice como sigue.

Definicién 9. Sea {ay, ..., a,} un conjunto de puntos geométricamente independiente de RYN. Un
n-simplice o generado por q, ..., a,, que denotaremos por ¢ = {ay, ..., a,), consiste en el conjunto
de todos los puntos x de RY de la forma

n n
X = Z t;a;, donde Z t;=1yt; > 0 paratodoi.
i=0 i=0

Como podemos apreciar en la figura 8, un 0-simplice es un punto; un 1-simplice, un segmento; un
2-simplice, un tridngulo, y un 3-simplice, un tetraedro en R,

a, a
- &

Figura 8: Simplices con hasta cuatro vértices.

Los n + 1 puntos ay, ..., a, que generan el simplice ¢ se denominan vértices, y n es la dimension de o.
Cualquier simplice generado por un subconjunto de {ay, ..., a,} se denomina cara de o.

TEMat, 5 (2021) e-1SSN: 2530-9633 49



Topologia y neurociencia

Definicién 10. Llamaremos complejo simplicial K en RN a una coleccién finita de simplices en RN tal
que:

1. Cada cara de un simplice de K es también un simplice de K.

2. La interseccién de cualquier par de simplices de K da como resultado una cara de ambos o el
conjunto vacio.

Ejemplo 11. Para la figura 9 tenemos el complejo simplicial K formado por el 2-simplice (a,, a;, a,), €l
1-simplice {a,, a3), el 2-simplice (a3, a4, as) y todas sus caras.

K a; a4

@ a, a; a;

Figura 9: Complejo simplicial K.

Definicion 12. Se llama espacio subyacente o poliedro de K, y se denota por |K|, ala unién de los simplices
de K como subconjunto de RN, con N suficientemente grande, dotado de la topologia inducida por la
usual en RN,

El concepto de complejo simplicial abstracto que introduciremos a continuacion serd el principal nexo de
unién entre las matematicas y los estudios en el campo de la neurociencia que tratamos en este trabajo.

Definicion 13. Llamamos complejo simplicial abstracto a una coleccién § de conjuntos finitos no vacios
verificando que, si A es un elemento de 8, entonces también lo es cada subconjunto no vacio de A.

Cada elemento A de 8 se llamard simplice de 8, y su dimensién es su cardinal menos uno. Cada subconjunto
no vacio de A se denominard cara de A. La dimensién de S es la mayor de las dimensiones de sus simplices,
y el conjunto de vértices V de S es la unién de todos los 0-simplices de S.

Definicion 14. Sea K un complejo simplicialy V = {a,, ..., a,} su conjunto de vértices. Se llama esquema de
vértices de K a la coleccion X de todos los subconjuntos {a; , ..., a;, } de V tales que los vértices a;, ..., a;,
generan un simplice de K.

Definicion 15. Llamamos realizacién geométrica de un complejo simplicial abstracto § a un complejo
simplicial K satisfaciendo que existe una biyeccién entre el esquema de vértices de Ky S.

A continuacién, veamos cdmo asociar un complejo simplicial abstracto a un cédigo neuronal.

Definicion 16. Sea € C {0, 1}"* un c6digo neuronal. Se llama complejo simplicial del cédigo C, denotado
por A(C), al complejo simplicial abstracto més pequeno con conjunto de vértices {1, ..., n} que contiene
al soporte de todas las palabras de €. Las palabras correspondiendo a las caras de A(C) de dimensi6n
maxima se dirdn maximales.

Por la definicién de complejo simplicial abstracto, los subconjuntos de los soportes de todas las palabras
de € deben pertenecer a A(C). Por tanto,

AC)={oc{l,...,n}| oc# @yo Csupp(c) para algin c € C}.

Nota 17. Obsérvese que de ahora en adelante se denotardn de la misma manera los complejos simpliciales
abstractos y sus realizaciones geométricas. Con el fin de visualizar mejor lo que se expondré en las
siguientes secciones, el lector puede pensar los complejos simpliciales abstractos como sus realizaciones
geométricas.
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Ejemplo 18. A continuacién, retomando el cédigo de la figura 5, veamos una realizaciéon geométrica del
complejo simplicial abstracto asociado al mismo.

A
o) j @)
{1} {1,3} 1000 1010 s
{3} {3,4} 0010 0011
{4} {1,2,3} | 0001 1110 2

4

Figura 10: Cédigo y realizacion geométrica del complejo simplicial abstracto que genera.

De la palabra 1110, cuyo soporte es {1, 2, 3}, se obtiene el 2-simplice de vértices 1, 2y 3, y al tratarse del
menor complejo simplicial abstracto que lo contiene, consideramos también todas sus caras. Esto explica
que en A(C(U)) consideremos el simplice {1, 2} aunque la palabra 1100 no esté en el cédigo.

6. Nervio y lema del nervio

Comenzaremos esta seccion introduciendo la nocién de nervio de un recubrimiento abierto, otra herramien-
ta para modelizar la informacion espacial que codifican las neuronas de posicionamiento. Seguidamente,
veremos la relacién entre el nervio de un recubrimiento finito U y el complejo simplicial del c6digo del
recubrimiento. El resultado principal es el lema del nervio, que relaciona la estructura del nervio de un
recubrimiento finito con la estructura topolégica del espacio recubierto, mediante lo que definiremos
como equivalencia homotépica.

Definicion 19. Llamamos nervio de un recubrimiento finito de abiertos U = {U], ..., U,} de un espacio
topoldégico X al conjunto

N(u):{acu,...,n}(a;ecay ﬂUi;é@}.

ieo
El nervio de un recubrimiento finito es un complejo simplicial abstracto, cuyos simplices estdn formados
por los indices de los abiertos con interseccién no vacia.

Ejemplo 20. Si retomamos el ejemplo que se ha ido presentando a lo largo del trabajo, se tiene que una
realizaciéon geométrica del nervio del recubrimiento finito que mostramos de nuevo es la que se aprecia
en la figura 11.

X=U,utb,ulu N)
1
Dy
:
2
4

Figura 11: Recubrimiento finito de abiertos de un espacio topolégico X y nervio asociado.

Una interseccién no vacia de dos abiertos, como U; N Uy, se traduce en el simplice {3, 4}, mientras que una
interseccién no vacia de tres abiertos, como U; N U, N U; genera el 2-simplice {1, 2, 3}. U, y U, no tienen
interseccion, por lo que no hay ningtin simplice de vértices {2, 4}.

El lector, al observar las figuras 10 y 11, se habra podido percatar de que el nervio N'(U) del recubrimiento
y el complejo simplicial A(€(U)) asociado al codigo coinciden. En efecto, esto es cierto en general.
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Proposicion 21. Sea U un recubrimiento finito de un espacio topolégico. Entonces, N'(U) = A(C(U)).

Demostracion. Por definicién, estéd claro que toda palabra del c6digo pertenece al nervio, por lo que
deducimos que C(U) C N(U). Entonces, A(C(U)) c N(U), ya que vimos que el nervio es un complejo
simplicial abstracto y A(C(U)) se define como el complejo simplicial abstracto mas pequefio que contiene
al codigo.

Por otro lado, toda palabra o € N(U) tiene una palabra maximal w € N(U) tal que o C w. Entonces,
ﬂiew U, # @y, paratodo 7 ¢ w, ﬂjeww U = @ (en otro caso, w no serfa maximal). Por tanto, deducimos

que ﬂiew U - Uj¢w U= ﬂiEw U, # @, es decir, w € C(U). Asi, concluimos o € A(C(U)). [

Por otra parte, cabe anadir que el nervio, bajo determinadas condiciones, refleja la topologia del espacio.
Veamos previamente un ejemplo que ilustra esta situacion.

Ejemplo 22. La figura 12 representa dos recubrimientos finitos diferentes de un anillo. En el primero
tenemos tres abiertos cuyas intersecciones son contractiles. En el segundo caso, tenemos un recubrimiento
formado por dos abiertos cuya interseccién no es contractil. Asimismo, en el primer caso, el nervio del
recubrimiento refleja la topologia del espacio recubierto, lo que no ocurre con el nervio del segundo
recubrimiento del anillo.

U Na U u o N
!
U 2 3 U, 2
Figura 12: Buenos y malos recubrimientos.
Definicion 23. Para un espacio topoldgico X, un recubrimiento finito abierto U = {U,, ..., U, } es un buen

recubrimiento si toda interseccién no vacia de abiertos de U es contractil.

Nota 24. Intuitivamente, un espacio contractil es aquel que puede ser reducido de forma continua a un
punto dentro de ese mismo espacio. Tras estudiar los conceptos que siguen, conoceremos la definicién
matematica de esta idea, que se recoge en la definicién 27.

El siguiente concepto topoldgico nos permite introducir cudndo dos espacios se pueden deformar conti-
nuamente uno en el otro, en cuyo caso diremos que los espacios son homotdpicamente equivalentes.

Definicion 25. Dos aplicaciones continuas f,g: X — Y se dicen hométopas si existe una aplicaciéon
continua F: Xx[0,1] —» Ytalque F(x,0) = f(x)yF(x,1) = g(x), paratodo x € X. SedenotaporF: f ~g,
y la aplicacién F se denomina homotopia entre fy g.

Definicion 26. Se dice que dos espacios X e Y son homotépicamente equivalentes, y lo denotaremos
X =~ Y, si existen aplicaciones continuas f: X - Yyg: Y — Xtalesquego f ~ idy: X - Xy
f ogx= ldY tY->Y.

Definicién 27. Un espacio topoldgico X se dice contractil si la aplicacion identidad sobre X es hométopa
a una aplicacién constante.

A continuacién, presentaremos el resultado que muestra lo que ya anuncidbamos previamente: para
buenos recubrimientos finitos, el nervio proporciona informacién de la topologia del espacio.

Teorema 28 (lema del nervio). Sea U un buen recubrimiento finito de un espacio topolégico X. Entonces,
el poliedro |N(U)| asociado al nervio de U es homotépicamente equivalente a X.

Se puede consultar la demostracion de este resultado en el libro de Kozlov [7].
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El lema del nervio establece, en otras palabras, que el nervio codifica la percepcién del espacio. Para
comprender por qué nos resulta realmente practico este resultado, supongamos que hemos monitorizado
las neuronas de posicionamiento de un roedor que se mueve por un espacio X cuya forma no conocemos.
Segun el lema del nervio, no necesitamos mirar directamente al espacio X para saber su forma (por
ejemplo, para ver si tiene agujeros), pues el poliedro del nervio (o, equivalentemente, el poliedro del
complejo simplicial del c6digo) del recubrimiento finito que definen las neuronas con sus campos de
posicionamiento (siempre y cuando sea un buen recubrimiento) ya proporciona esa informacion.

U\
eu)

I

N(U) = A(C(w))

Por otro lado, se nos podria plantear lo siguiente: si los campos de posicionamiento de nuestras neuronas
monitorizadas definen un buen recubrimiento U del espacio y tenemos un camino directo para estudiar
la forma topoldgica del lugar (que es considerar directamente N(U) y aplicar el lema del nervio), ;por qué
resulta de interés estudiar el cddigo C(U)? La respuesta se apoya en que determinadas investigaciones
demuestran que el cédigo captura informacién que el nervio pierde, como, por ejemplo, la relacién de
contenido entre los abiertos del recubrimiento [4]. Veamos un ejemplo.

Ejemplo 29. La figura 13a muestra una colecciéon U = {U;, U,, Us, U,} de conjuntos convexos abiertos en
RN.

U Uy,

4

N(U)

(@ (b)

Figura 13: Coleccion de conjuntos convexos abiertos en RY y realizacién geométrica del nervio de la misma.

Se tiene que
¢ =c =1{w,{1},{3},{4},{1,2},{1,3},{2,3},{3,4},{1,2,3},{2, 3, 4}}.

Y, ademas,

N(W) = {1}, {2}, {3}, {4}, {1, 2}, {1, 3}, {2, 3}, {2, 4}, {3, 4}, {1, 2,3}, {2, 3, 4}}.

{1,2,3}y{2, 3,4} corresponden a las palabras maximales. El nervio (realizacién geométrica en la figura 13b),
como comentabamos, pierde informacién acerca de las relaciones de contenidos de los abiertos U; de U,
pero esta informacién si la recoge el cédigo. Por ejemplo, el hecho de que U, C U, U Uj se refleja en C,
dado que cualquier palabra que contenga un 2 contiene también un 1 o un 3.

7. Codigos convexos

Se ha observado experimentalmente que los campos de posicionamiento son esencialmente convexos [5]
(véase la figura 3), entendiéndolos como campos de posicionamiento en RY. Es decir, que dado cualquier
par de puntos del conjunto, el segmento que los une estd incluido en él. Esto motiva que pongamos énfasis
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en estudiar los llamados cédigos convexos, que no son otra cosa que c6digos asociados a una coleccién de
abiertos convexos. En caso de que esta familia de abiertos determine un recubrimiento, esta claro que
seria un buen recubrimiento, dado que toda interseccién de convexos es convexa y, por tanto, contrctil.

Para facilitar la labor de determinar si un c6digo es o no convexo, utilizaremos como herramienta las
relaciones, que se definen en el articulo de Curto er al. [4] como sigue.

Definicion 30. Dado C(U), se define una relacién como el par (o, 7), con g, t C {1, ..., n}, tal que ﬂiec U, C
Ujerq,dondea;ég,anT:@yﬂ U; # @ para todo j € 7.

ieou{j}

Ejemplo 31. Para nuestro recubrimiento, el conjunto de relaciones es

{({1’ 4}’ Q)’ ({1’ 2’ 4}’ ®)’ ({1’ 3’ 4}’ Q)’ ({2’ 3’ 4}’ Q)’ ({1’ 2’ 3’ 4}Y Q)'
(2}, {1, ({2} 3}, (12}, {1, 3D, ({1, 2}, {3)), ({2, 3}, {1})}.

X=Uul,ulu Yy

Figura 14: Recubrimiento finito de abiertos de un espacio topolégico X.

A modo de ejemplo, el par ({1, 2}, {3}) es una relacién dado que U, n U, = U, esta contenido en U; y
UnUnl; #@.

Las obstrucciones locales a la convexidad son la condicién que impide a un cédigo ser convexo. Para
caracterizarlas, usamos los pares definidos anteriormente y razonamos de la siguiente manera.

Supongamos que partimos de un recubrimiento finito donde todos los abiertos U son convexos. Si (g, 7)
es una relacién asociada al recubrimiento, por el lema del nervio, el nervio asociado al recubrimiento
de [,, U, que se denota N({[ Uiljec), debe tener el mismo tipo de homotopia que (],__ U luego
debe ser contréctil. Asi, si N({)
CONVEXOS.

ieou{j}

icoul} Ui}jer) resulta no ser contractil, concluimos que algunos U; no son

Esto da pie a definir el concepto de obstruccién local a la convexidad de un cédigo como sigue.

Definicién 32. Una relacion (o, 7) es una obstruccion local de € sit # @y N({[) Uljer) o es

ieou{j}
contractil.

Por tanto, si C tiene obstrucciones locales, entonces € no es un c6digo convexo.

Proposicion 33.  Si para cada relacién (o, 7) se tiene que () U; # @, entonces C no tiene obstrucciones

locales.

iecut

Demostracién. La condicién (,_, U # @ implica que V' ({ﬂieau{j}
conjunto de vértices 7, que es contrictil. Si esto se cumple para toda relacién del c6digo, entonces ninguna
puede dar lugar a una obstruccién local. n

U}jer) es el simplice completo con

Cabe comentar que la ausencia de obstrucciones locales a la convexidad del c6digo no garantiza que el
co6digo sea convexo. Sin embargo, conocer de antemano que no se pueden encontrar obstrucciones locales
ala convexidad es de utilidad para evitar buscar este tipo de obstrucciones.
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8. Conclusion

En la actualidad, la experimentacién en neurociencia esta presenciando un periodo de rdpido progreso
y expansion, generando un gran volumen de nuevos datos que pueden comprenderse mejor con la
introduccién de técnicas y herramientas matemadticas. En particular, a lo largo de la tltima década, se han
estado implementando cada vez mas los métodos topolégicos.

Con este trabajo se ha pretendido mostrar que la topologia puede desempefiar un papel relevante en el
desarrollo de la neurociencia.

Hemos comprobado que, a medida que un individuo camina a través de un entorno, la actividad de sus
neuronas define los campos de posicionamiento. Estos, que pueden entenderse como un recubrimiento
finito U de un espacio topolégico X, ademds, generan un c6digo neuronal C(U). A su vez, hemos visto que
a todo c6digo € se le puede asociar una coleccién de abiertos en R, con d > 1, de forma que € = C(U). A
partir de estos c6digos, se puede definir un complejo simplicial abstracto, A(C(U)), que coincidira con el
nervio asociado al recubrimiento finito U, N(U). El resultado principal del articulo, el lema del nervio,
afirma que si U constituye lo que llamamos un buen recubrimiento finito de X, la forma del espacio
se puede conocer estudiando las propiedades del elemento matemaético N(U). Ademads de ello, hemos
prestado atencion a estudiar si los c6digos son cédigos convexos, afirmacién que se puede descartar si se
identifica la presencia de obstrucciones locales a la convexidad.
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Buscando el ADN de un espacio de Banach:
el problema de Tingley

Alexis Béjar Lopez Resumen: Sabemos que, mediante el ADN, es posible distinguir a dos personas
Facultad de Ciencias comparando solamente una pequena parte de ellas. Trasladando este hecho a los
Universidad de Granada espacios de Banach y entendiendo que dos de estos espacios son idénticos cuando
alexisbjl@correo.ugr.es entre ellos existe un isomorfismo isométrico (isometria lineal y sobreyectiva), al

preguntar dénde estd contenido el ADN de un espacio de Banach, nos estamos
refiriendo a qué porcién necesitamos conocer de un espacio de Banach para poder
distinguirlo de otro. Tras varios avances, el punto en el que se encuentra esta
pregunta actualmente es en el de tratar de averiguar si el ADN de un espacio
de Banach estd contenido en su esfera unidad, dando lugar al conocido como
problema de Tingley. Este articulo se centra fundamentalmente en recoger algunas
de las respuestas afirmativas que admite este problema cuando se plantea entre
ciertos espacios de Banach conocidos.

Abstract: We know that, through DNA, it is possible to distinguish two people by
comparing only a small part of them. Transferring this fact to Banach spaces and
understanding that two of these spaces are identical when there is an isometric
isomorphism between them (linear and surjective isometry), when we ask where
the DNA of a Banach space is contained, we are referring to what portion we need to
know about a Banach space to distinguish it from another. After several advances,
the current state of the question is trying to find out whether the DNA of a Banach
space is contained in its unity sphere, giving rise to what is known as Tingley’s
problem. This article focuses primarily on collecting some of the affirmative
answers that this problem admits when it arises between certain known Banach
spaces.
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Buscando el ADN de un espacio de Banach: el problema de Tingley

1. Introduccion

Es sabido que dos espacios vectoriales son idénticos cuando entre ellos existe una biyeccion lineal, y que
lo mismo ocurre en el caso de espacios métricos cuando tenemos una isometria (aplicacién que conserva
distancias) sobreyectiva entre dos de ellos. Como es cierto que toda aplicacién que preserva distancias
es inyectiva, seria suficiente con tener una isometria sobreyectiva y lineal (en adelante isomorfismo
isométrico) entre dos espacios normados, que son espacios vectoriales y también métricos con la distancia
heredada de la norma, para afirmar que uno es una copia del otro. Pero, jes esto necesario? Es decir,
;realmente necesitamos definir un isomorfismo isométrico entre la totalidad de dos espacios normados
para afirmar que son idénticos? O, por el contrario, jbasta con que exista una identificacién de este tipo
entre dos porciones de ambos espacios?

El primer avance en esta direcciéon fue conseguido por Mazur y Ulam, y queda recogido en el siguiente
resultado cuya demostracién original puede encontrarse en su articulo [15].

Teorema 1 (Mazur-Ulam,1932). Sean E y F dos espacios normados reales y A: E — F una isometria
sobreyectiva. Entonces, A es afin, es decir, existen una aplicacion lineal T y un vector y € F tales que
A(x) = T(x) + y para todo x € E.

Obsérvese la necesidad de la hip6tesis de que los espacios vectoriales sean reales en este resultado, puesto
que, por ejemplo, la aplicacién de C en C que a cada elemento le asocia su conjugado es una isometria
sobreyectiva y no es C-lineal, ya que i # i. Por esta razon, todos los espacios normados que vamos a tratar
en este articulo deben entenderse como espacios normados reales.

Como consecuencia de este teorema obtenemos que, para averiguar si dos espacios normados son
idénticos, podemos «olvidarnos» de que son espacios vectoriales y tratar de estudiar si son idénticos como
espacios métricos, ya que la aplicacién T = A — y vista en el teorema es un isomorfismo isométrico. De
esta forma, ahora podemos afirmar que toda la informacién de un espacio normado, es decir, todo lo
que necesitamos conocer de un espacio normado para poder distinguirlo de otro, estd contenida en su
estructura de espacio métrico.

Varias décadas después, P. Mankiewicz [14] demostré el siguiente teorema, que supone una generalizacion
del resultado de Mazur y Ulam. Para entender por completo este teorema de Manckiewicz es necesario
recordar que un subconjunto A de un espacio vectorial se dice convexo si, para cualquier par de puntos
de A, el segmento que los une se queda contenido en A.

Teorema 2 (Mankiewicz,1972). Sean E y F dos espacios normados y A : A — B una isometria sobreyectiva
entre dos subconjuntos convexos de E y F. Entonces, existe una isometria atin T: E — F tal que T4 = A.

A partir de este resultado obtenemos de manera sencilla este corolario.

Corolario 3. Si E y F son dos espacios normados y A . Bg — Br es una isometria sobreyectiva entre sus
bolas unidad cerradas, entonces A es la restriccion de un isomorfismo isométrico entre E y F.

Demostracion. Comencemos notando que la bola unidad de un espacio normado es un conjunto convexo
y, por el teorema 2, tenemos que 4 es la restriccién de una isometria afin T: E — F.

Para probar que T es lineal, basta ver que 4(0) = 0. Dado y € Bg, como 4 es sobreyectiva, existe x € B, tal
que A(x) = y. Por tanto, utilizando que 4 es una isometria, obtenemos que

14(0) — ¥l = 14(0) = A()ll = 0 — x[| < 1,

para todo y € Br. Puesto que en cualquier espacio normado se verifica que 0 es el tinico elemento tal que
su distancia a cualquier otro elemento de la bola unidad es menor o igual que 1, obtenemos que 4(0) = 0
y, como consecuencia, T es lineal.

Para acabar la demostracién nos resta comprobar que T es sobreyectiva. Para ello, consideramos un

elemento arbitrario y € F; siy = 0, entonces T(0) = y, ysiy # 0, entonces "—y” € Bry existe x € B tal que
y
T(x) = A(x) = "—y” Finalmente, usando que T es lineal, nos queda que T(||y]x) = y. n
y
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Este resultado muestra que ya no necesitamos comparar la totalidad de dos espacios normados (ni siquiera
como espacios métricos) para averiguar si son idénticos, sino que nos es suficiente con estudiar si sus
bolas unidad cerradas son isométricas.

El siguiente paso fue dado por D. Tingley en 1987 [17], cuando demostr6 que si E y F son dos espacios
normados de dimensidn finita (y, por tanto, completos) y 4 : S(E) — S(F) es una isometria sobreyectiva
entre sus esferas unidad, entonces, para todo x € S(E), se verifica que A(—x) = —A(x). Debido a esta
aportacidn, el problema que vamos a tratar a continuacién es conocido como el problema de Tingley:

Problema (problema de Tingley). Sean E y F dos espacios de Banach y A4: S(E) — S(F) una isome-
tria sobreyectiva entre sus esferas unidad. ;Podemos asegurar que 4 es la restriccién de una isometria
sobreyectiva y lineal entre la totalidad de ambos espacios?

Observemos que una respuesta afirmativa a este problema nos proporcionaria un resultado mucho mas
fuerte que el de Mankiewicz (teorema 2), ya que implicaria que toda la informacién de un espacio de
Banach (siempre visto como espacio vectorial real) estd contenida en su esfera unidad, un conjunto que
desde un punto de vista topolégico es «pequeiio», es un cerrado con interior vacio.

Aunque el problema de Tingley supone un activo tema de investigacién en el campo del andlisis funcional,
se trata de un problema abierto incluso en dimensién dos. Sin embargo, si que se ha podido resolver para
algunos espacios de Banach concretos, asi que dedicaremos las siguientes paginas a estudiar el problema
de Tingley cuando se plantea entre algunos espacios de Banach clasicos. Concretamente, siguiendo las
ideas de Ding [6-8] y Wang [19] veremos cémo puede resolverse este problema cuando se plantea entre
espacios de Hilbert (seccién 2), entre los espacios ¢,(I) que generalizan a los espacios ¢, cldsicos (seccion 3)
y entre espacios Cy(Q) (seccion 4).

En este articulo solo pretendemos realizar una introduccién al problema de Tingley y supone una seleccién
de los resultados mds destacados que aparecen en el trabajo de fin de grado de Béjar L6opez [2]. Esta
introduccién puede ser completada con las referencias que exponemos a continuacion.

En primer lugar, para completar la seccién 3 puede ser de utilidad el articulo escrito por G. Ding [9]. Alli,
se definen los espacios ¢, (I) de las funciones acotadas de Q en R, que forma un espacio de Banach con la
norma del supremo, y se demuestra que toda isometria sobreyectiva entre las esferas unidad dos espacios
de este tipo puede ser extendida a una isometria sobreyectiva y lineal entre la totalidad de los espacios.

Una posible continuacién para la seccién 4 puede encontrarse en el articulo escrito por R. Liu [13].
Alli, entre otros resultados, se prueba que si Q2 es un espacio compacto y de Hausdorff, toda isometria
sobreyectiva entre la esfera unidad de C(Q2) (el espacio de Banach de las funciones continuas de 2 en R
con la norma del méximo) y la de un espacio de Banach E puede ser extendida a una isometria sobreyectiva
y lineal entre ambos espacios.

Uno de los resultados mds recientes en torno al problema de Tingley es el aportado por el espafiol Cabello
Sénchez [3], que demuestra que todo espacio de Banach dos dimensional y no estrictamente convexo
verifica la propieda de Mazur-Ulam (véanse las definiciones 4 y 19).

Las que aqui se proponen forman una pequeiia parte de la gran variedad de referencias que pueden
consultarse para profundizar en el problema de Tingley. Se anima al lector a que, si estd interesado en més
informacion, consulte el survey donde Yang y Zhao [20] recogen los resultados més destacados en torno al
problema de Tingley que se han publicado hasta 2014.

2. Problema de Tingley entre espacios de Hilbert

Uno de los primeros ejemplos que se nos viene a la cabeza al hablar de espacios de Banach y con los que
estamos mds acostumbrados a trabajar son los espacios de Hilbert. Como veremos en esta seccién, en
este tipo de espacios es posible resolver un problema mads fuerte que el de Tingley y todos los resultados
que necesitaremos para ello pueden consultarse en el articulo de Ding [6].

Comencemos introduciendo el concepto de espacio de Hilbert.
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Definicion 4. Si E es un espacio vectorial, un producto escalar real es una aplicacién (-,-) : EX E - R
verificando las siguientes propiedades:

e Simétrica: (x,y) = (y,x) (x,y € E).

e Lineal en la primera variable: {(ax + by, z) = a{x,2) + b{y,2) (x,y,2 €E, a,b € R).

Por ser simétrica, la linealidad en la primera variable implica también la linealidad en la segunda.

* Definida positiva: (x, x) > 0, para todo 0 # x € E.
Diremos que un espacio normado E es un espacio prehilbertiano si existe un producto escalar tal que
I-I? = (-, -), donde ||-|| denota la norma en E.
Un espacio de Hilbert no es més que un espacio prehilbertiano completo.
Definicion 5. Un espacio normado E satisface la conocida como regla del paralelogramo si se verifica
que [|x + y[* + Ix = ylI* = 2|x|* + 2|yI* (x,y € E).

Es facil comprobar que todo espacio prehilbertiano verifica la regla del paralelogramo y, tal y como probé
M. Day en 1947 [5], la implicacién contraria también es cierta. Concretamente, se cumple que, si los
elementos de la esfera unidad de un espacio normado satisfacen la regla del paralelogramo, entonces la
norma del espacio proviene de un producto escalar.

Para resolver el problema de Tingley entre espacios de Hilbert vamos a estudiar algunas propiedades de
los espacios normados estrictamente convexos y de las isometrias sobreyectivas entre sus esferas unidad.

Definiciéon 6. Diremos que un espacio normado E es estrictamente convexo si para cualquier par de
elementos x, y € S(E) tales que ||x + y|| = 2 se verifica que x = y.

Observacion 7. No es complicado comprobar que todo espacio prehilbertiano es estrictamente convexo.
Efectivamente, si E es un espacio prehilbertiano y x, y € S(E) verifican que |x + y| = 2, por la igualdad
del paralelogramo concluimos que |x — y||> = 0y, por tanto, x = .

También es cierto que no todo espacio normado es estrictamente convexo. Por ejemplo, en R? con la
norma del maximo, ||(x;, X,)|l = max{|x;|, |x,|}, los pares de puntos x = (1,0) e y = (1, 1), verifican que
|x + y|| = 2y, sin embargo, x # y.

Igualmente, si consideramos en R? la norma 1, ||(x;, X,)[; = |x;| + |x,|, tenemos que ||(1,0) + (0, 1)]; =2y
ambos puntos son distintos.

El siguiente resultado es una extension de la aportacién original de Tingley.

Proposicion 8. Si E y F son espacios normados con E estrictamente convexo y A: S(E) — S(F) verifica
que

() —A(S(E)) c A(S(E)) y
) 4x) =AWl < lIx =yl (x,y € SE)),
entonces A es inyectiva y A(—x) = —A(x) para todo x € S(E).

Ademds, si E y F son prehilbertianos, se cumple que |A(x) — 24(y)| = |x — Ay| para todo A € R y todo
par de elementos x,y € S(E).

Ya podemos enunciar y demostrar el primer teorema sobre el que posteriormente se sustentara la solucién
del problema de Tingley en espacios de Hilbert.

Teorema 9. Sean E y F dos espacios prehilbertianos y A: S(E) — S(F) una aplicacion satisfaciendo que
() —A(S(E)) Cc A(S(E) y
) 140 =AW < llx =yl (x,y € S(E)).

Entonces, existe T: E — F una isometria homogénea (es decir, T(Ax) = AT(x) para todo A € R y todo
x € E) que extiende a A.
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Demostracion. Utilizamos, como es habitual, la extensién positivamente homogénea de A4 dada por

T: E—-F,
T = P4 (n ||> six#0,
0 six=0.

Utilizando la proposicién 8 comprobamos que T es homogénea. Efectivamente,
1) = WIxA( 5 ) = Wil 4( 5 ) =47 (0 # x € B, 2e R0,
A]|x] A1\l

Solo nos queda comprobar que T es una isometria. Para tal fin consideramos 0 # x,y € E 'y, de nuevo por
la proposicién 8, obtenemos que

1760 - 7o) = a7 ) - a2 )|

=t |a( 757 ) - H“(L)H

= ol |15 - R =
el Ml iyl
Si x o y fuese 0, es evidente que | T(x) — T(y)|| = ||x — y|- Asi que T es una isometria. L]

El siguiente paso consiste en reunir las tltimas herramientas necesarias para poder dar una respuesta afir-
mativa al problema de Tingley en espacios de Hilbert: recordaremos el teorema de extensién equinérmica
de Hahn-Banach y el teorema de representacion Riesz-Fréchet (teorema 3.3.8 y teorema 6.3.4 del libro de
Lax [12], respectivamente) e introduciremos los conceptos de punto suave y funcional soporte.

Recordemos que si E es un espacio normado, el conjunto E* formado por todas las aplicaciones lineales y
continuas de E en R se llama espacio dual de E y es un espacio normado cuando se dota de la conocida
como norma de operadores: ||f] = sup{|f(x)| : |x|| = 1}.

Teorema 10 (teorema de representacion Riesz-Fréchet). Sea E un espacio de Hilbert y sea¥: E — E* la
aplicacién que a cada x € E le hace corresponder el funcional lineal ¥(x) : E — R definido por

[POl) =(x,y) (v € E).
Entonces, se verifica que W es una biyeccion lineal e isométrica de E sobre E*.

Teorema 11 (extensién equindrmica). Sean E un espacio normado, S un subespacio de Ey f € S*.
Entonces, existe g € E* con | f|| = |g|| y tal que f(y) = g(y) paratodoy € S.

Corolario 12.  Si E es un espacio normado, para cada 0 # x € E existe f € E* con ||f] =1y f(x) = |x].

Definicion 13. Sea E un espacio de Banach y 0 # x, € E. Por el corolario 12, sabemos que existe f, un
funcional lineal en la esfera unidad de E*, tal que f(x;) = ||x,]|- Diremos que X, es un punto suave si el
conjunto {f € S(E*) : f(xy) = [|%,||} tiene un tnico elemento, y dicho elemento sera llamado funcional
soporte en Xx,.

Nos sera ttil conocer la siguiente propiedad:

Lema14. Sean T: E — F una isometria entre dos espacios de Banach con T(0) = 0, x, € E un punto
suave y g € S(F*) tal que g(T(1x,)) = ||x,| para todo A € R. Entonces, g(T(x)) = f, (x) para todo x € E,
donde f, denota el funcional soporte en x,.

Ya estamos en condiciones de enunciar y demostrar el teorema que, como vamos a ver, ofrece una respuesta
positiva a un problema més fuerte que el de Tingley.
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Teorema15. Sean E y F dos espacios de Hilbert y A : S(E) — S(F) una aplicacion satisfaciendo que
() —A(S(E)) C AS(E)) y
) 140 =AW < llx =yl (x,y € S(E)).

Entonces, A puede ser extendida a una isometria lineal entre E y F.

Demostracion. El teorema 9 nos garantiza que 7, la extension positivamente homogénea de A alli definida,
es una isometria homogénea entre E y F. Por tanto, solo nos queda comprobar que T es aditiva.

En primer lugar, dado x € S(E), tenemos que, por el teorema de Riesz-Fréchet (teorema 10), el cardinal
de {f € S(E*) : f(x) = 1} es el mismo que el cardinal de {y € S(E) : (x,y) = 1}. Por la desigualdad de
Cauchy-Schwarz, como |x|| = ||y|| = 1, sabemos que (x,y) = ||x|||ly|| = 1 implica que x = y. Asi que el
conjunto {y € S(E) : (x,y) = 1} tiene un Gnico elemento y x es un punto suave.

Por otro lado, teniendo en cuenta que, de nuevo por el teorema de Riesz-Fréchet, para cualquier x € S(E)
existe g € F* tal que g(y) = (y, T(x)) para todo y € F, nos queda que

g(T(Ax)) = (T(Ax), T(x)) = (AT(x), T(x)) = AT = Ax[| (1 € R).
Por tanto, utilizando el lema 14, deducimos que

9(T(2) = fi(z) (z€E).
Esta expresion nos permite concluir que para cualesquiera x;, x, € Xy x € S(E) se cumple que
(T(xy + x2), T(x)) = g(T(x; + x2)) = fie(x; + X2)

= fi(x1) + filx2) = 9(T(x1)) + g(T(x2))
= (T(xy) + T(xp), T(x)).

Esto prueba que
(1 (T(x; + x2),¥) =(T(x)) + T(x2),y) (¥ € Span{T(x) : x € S(E)}),

donde Span {T(x) : x € S(E)} denota el conjunto de todas las combinaciones lineales finitas de elementos
de de la forma T(x) con x € S(E).

Finalmente, tomando y = ;(T(xl) + T(x,)) — T(H)ﬁﬂ) € Span{T(x) : x € S(E)} y usando que T es

1 +x5] X1+,

homogénea, de la expresion (1) concluimos que IT(x; + x5) — (T(x;) + T(x,))||> = 0y, por tanto,

llx1+x2]12
T(x; + x,) = T(x;) + T(x,), para todo x;, x, € X.
De esta forma queda probado que T es una isometria lineal entre E y F. (]

Esto nos permite probar el siguiente resultado

Corolario 16 (solucion al problema de Tingley en espacios de Hilbert). Sean E y F dos espacios de Hilbert
v A: S(E) — S(F) una aplicacion satisfaciendo que

(') A es sobreyectiva y
() 14G) =AW < llx =yl (xy € S(E)).
Entonces, A puede ser extendida a una isometria sobreyectiva y lineal entre E y F.

Demostracion. Como A es sobreyectiva, se verifica que A(S(E)) = S(F) = —S(F) = —A(S(E)). Aplicando
el teorema 15, tenemos que la extensién positivamente homogénea de 4 es una isometria lineal entre E
y F. Repitiendo el razonamiento realizado en la demostracién del corolario 3, comprobamos que dicha
extension es también sobreyectiva. ]

Observacion 17. Como consecuencia de este resultado, ademads de resolver el problema de Tingley entre
espacios de Hilbert, obtenemos que no existe ninguna aplicacién 4 : S(E) — S(F) (con E y F espacios de
Hilbert) sobreyectiva y verificando que [|[4(x) — A(y)| < |lx — y|| para todo x,y € S(E).
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El siguiente corolario muestra que no es necesaria la hip6tesis de la sobreyectividad para poder extender
la aplicacién, aunque entonces hay que exigir que 4 sea una isometria.

Corolario 18. SiA: S(E) — S(F) es una isometria entre las esferas unidad de dos espacios de Hilbert,
entonces puede extenderse a una isometria lineal entre E y F.

Demostracion. Dado x € S(E), aplicando que 4 es una isometria, obtenemos que
14(x) = A=) = [lx = (=x)]| = 2.

Como F es un espacio de Hilbert, es estrictamente convexo (observacién 7) y, por tanto, se cumple
que A(—x) = —A(x). De esta forma obtenemos que A(S(E)) = —A(S(E)) y el teorema 15 termina la
demostracion. [

Para completar este apartado, vamos a probar que los espacio de Hilbert cumplen la que se conoce como
propiedad de Mazur-Ulam. Este resultado se encuentra en el articulo de Becerra-Guerrero et al. [1].

Definicion 19. Diremos que un espacio de Banach E cumple la propiedad de Mazur-Ulam cuando, dado
cualquier espacio de Banach F, toda isometria sobreyectiva A : S(E) — S(F) admite una extensién a una
isometria sobreyectiva y lineal entre la totalidad de ambos espacios.

Teorema 20. Todo espacio de Hilbert cumple la propiedad de Mazur-Ulam.

Demostracion. Sea E un espacio de Hilbert y F un espacio de Banach tal que existe 4 : S(E) — S(F), una
isometria sobreyectiva.

Dados y,,y, € S(F), por la sobreyectividad de 4, existen x;, x, € S(E) satisfaciendo que A(x;) = y, y
A(x,) = y,, y ademas se verifica que A(S(E)) = S(F) = —S(F) = —A(S(E)). Por la proposicién 8 tenemos
que A(—x,) = —Y, y, por tanto,

2 2
llyy + 22l + 1y = yall® = 14Ge) + A + 14Gx)) — ACx)]
= [1x1 + x| + llx1 = X,lI? = 2], [1* + 20|x,]1* = 4 = 2|y, 12 + 2]y >

Aplicando el teorema de Day visto tras la definicién 5, obtenemos que F es un espacio de Hilbert y el
corolario 16 nos proporciona la conclusién deseada. n

3. Problema de Tingley en espacios ¢,(I) (p € [1, o[ \ {2})

En esta seccién nos preguntaremos si, dado 1 < p < oo y dos conjuntos arbitrarios no vacios I 'y J, toda
isometria entre S(¢,(I)) y S(¢,(J)) puede extenderse a una isometria sobreyectiva y lineal entre €,(I) y
¢p(J). Todos los resultados que necesitaremos para responder a esta pregunta han sido demostrados por
Ding en sendos articulos para los casos 1 < p < oo [7] y para el caso p =1 [8].

El primer paso consiste en definir los espacios ¢,(I) (que no son mds que una generalizacion de los
habituales espacios £,(IN)) y para ello necesitamos introducir previamente el concepto de familia sumable.

Definicion 21. Sea I un conjunto arbitrario no vacioy #(I) = {F C I : F es finito}. Diremos que una familia
{x; : i € I} de elementos de un espacio normado X es sumable si existe un elemento x € X tal que para
todo ¢ positivo podemos encontrar un subconjunto Fy ¢ F(I) satisfaciendo que

x= 2%

ieF

< ¢, paratodo Fe F(I) con fy C F.

Diremos que {x; : i € I} verifica la condicién de Cauchy para familias sumables si para todo ¢ positivo
existe Fy C F(I) cumpliendo que

Z%—ZM

ieF, i€F,

< g, paratodo K, K€ F(I), con Fy C F, B.
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El siguiente resultado, cuya demostracién queda recogida en los ejercicios resueltos 1.9, 1.12 y 1.13 del
libro de Vera [18], nos proporciona un par de caracterizaciones ttiles para saber si una familia es sumable.

Lema22. Seal un conjunto arbitrario no vacio y sea {x; : i € I} una familia infinita de elementos de un
espacio normado X. Se verifican las siguientes afirmaciones:

(1) La familia {x; : i € I} es sumable si y solo si el conjunto A = {i € I : x; # 0} es numerable
¥, para toda biyeccion o: N — A, la serie Zf;l Xg(n) €S convergente. Ademds, en caso de que
{x; : i € I} sea sumable, el limite Zf;l Xg(n) €S independiente de o y, por tanto, podemos escribir
YierXi = ZZOZI Xo(n), donde o es cualquier biyeccion entre N y A.

(n) Si X es un espacio de Banach, {x; : i € I} es sumable si y solo si{x; : i € I} satisface la condicion de
Cauchy:.

Una vez conocido el concepto de familia sumable, podemos definir los espacios €,(I).

Definicién 23. SiI es un conjunto arbitrario y no vacio, denotaremos por R! el espacio vectorial formado
por todas las funciones x: I — R. Bajo esa notacion, definimos ¢,(I) como el conjunto de funciones
x € R tales que la familia {|x(i)|P : i € I} es sumable, es decir,

¢,() ={x € R : {|x())|P : i € I}es sumable}.

Gracias al lema 22, sabemos que la aplicacién

1/p
I €p(D = R, x|l = (Z IX(i)|p>
iel
estd bien definida y es una norma. Ademads, se puede probar que ¢,(I) es un subespacio vectorial de R!
completo cuando se dota de esta norma (la demostracion es idéntica a la que se realiza en los espacios
¢p(N) y puede consultarse en el teorema 3.5 del libro de Ovchinnikov [16]).

Para todo x € ¢,(I) se cumple que x = Zie[ x(i)e; donde cada e; € €,(I) verifica que ej(k) = 1sii =ky
ej(k) = 0sii # k. Estos elementos e; forman la que se conoce como base canénica de ¢,,(1).

Observacién 24. Cuando p = o, se define £, (I) = {x € R! : sup{|x(i)| : i € I} < oo}. Este es un espacio
de Banach cuando se dota de la norma del supremo ||x||o, = sup{|x(@)| : i € I}.

Tal y como se ha comentado en la introduccién, el problema de Tingley también admite una respuesta
positiva cuando se plantea entre dos espacios de este tipo (ver el articulo de Ding [9]). Sin embargo, este
resultado es demasiado técnico y se escapa de las pretensiones de este articulo, asi que en esta seccion
nos quedaremos con los casos 1 < p < oo.

Alo largo de esta seccién excluiremos de nuestro anélisis el caso p = 2. Este hecho no es restrictivo, ya
que 4,(I) es un espacio de Hilbert y ya sabemos que el problema de Tingley en espacios de Hilbert admite
una respuesta positiva.

La herramienta fundamental para resolver el problema que nos ocupa en este apartado es el siguiente
lema, que nos permite conocer como son las isometrias sobreyectivas entre las esferas unidad de dos
espacios £,(I).

Lema 25. Sean Iy J dos conjuntos arbitrarios no vacios y p € [1,00[ \ {2}. Si 4 S(¢,(I)) = S(¢,(J))
es una isometria sobreyectiva, entonces existe una biyeccion w: J — I y una familia {z; : i € I} con
z; € {—1,1}, para todo i € I, para las que se se verifica que

A(X) = ) Za(px(r(j)e  (x € €,5(D).
jes
Por ultimo, el teorema que ofrecemos a continuacion resuelve el problema de Tingley en espacios £,(I).
Teorema 26 (soluci6n al problema de Tingley en espacios ¢,(I)). Sean Iy J dos conjuntos arbitrarios

no vaciosy p € [1,c0[ \ {2}. Si A: S(¢,(I)) — S(¢,(J)) con p > 1y p # 2 es una isometria sobreyectiva,
entonces es posible extender A a una isometria sobreyectiva y lineal entre €,(I) y €,(J).
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Demostracion. Al igual que ocurria en espacios de Hilbert, la extension positivamente homogénea de 4 va a
satisfacer las propiedades deseadas. Recordemos que dicha aplicacion viene definida por T': €,(I) — €,(J)

verificando que
six #0,
T(x):{” 14(5)

0 six =0.

De nuevo, como T es positivamente homogénea y 4 es sobreyectiva, tenemos que T es sobreyectiva.
x(i) y@®
yBi =

™ =01 paratodoi € I,

Si consideramos x e y, dos elementos no nulos de ¢,(I), y denotamos «; =

el lema 25 establece que
x
) =i = 2S00

T(n%u) =4 ||y||) 2, 2x(Pr(G

jer

Como consecuencia, obtenemos que

17 = TP = (250 ) - wia( )|

p
-t ()
EIVARET] IIyII
p
= 1117 | 2 22 () = ” Al 2 OO
jel jer
Il !
= IxIP | 22 2 (“n(j) @r(n)
- (B
jer
— P 4] P
= 1xIP 2 |2z ( tr0i) = 1B
~ [l
jel
Il
= 1 3 [ongy — L
- IXII
JjeJ
Wl
=[xl D |exi =
ol el ™
IIXII [E]] ||y||
= [lx = yIIP.
Esta claro que también se verifica que ||T(x) — T(y)|| = ||x — | en el caso de que x o y sean nulos. Por tanto,
tenemos que T es una isometria sobreyectiva entre ¢,(I) y €,(J), y gracias al teorema de Mazur-Ulam
(teorema 1) y al hecho de que T(0) = 0, concluimos que T es también lineal. [

4. Problema de Tingley en espacios C,(Q2)

Para cerrar la lista de ejemplos en los que el problema de Tingley admite una respuesta positiva vamos a
tratar el espacio Cy(2).

Definicion 27. Si Q2 es un espacio localmente compacto (es decir, todo punto posee un entorno compacto)
y de Hausdorff, C(Q) representa el espacio de las funciones continuas de Q en C que se anulan en infinito,
es decir, tales que para todo € > 0, el conjunto {x € Q : |f(x)| > ¢} es compacto.

La aplicacién
2 Co(2) = RS, [Ifll = sup{|f(x)] : x € 2}

es una norma que dota a Cy(Q) de estructura de espacio de Banach.
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Observacion 28. Cuando 2 es un conjunto dotado de la topologia discreta, Cy(Q2) coincide con c,(Q), el
espacio de las funciones x € R? tales que para todo ¢ positivo el conjunto {i € I : |x(i)| > €} es finito. Por
ejemplo, si consideramos 2 = N, obtenemos el espacio de las sucesiones convergentes a 0.

Fijemos en lo que sigue Q; y Q,, dos espacios topoldgicos localmente compactos y de Hausdorff tales que
existe una isometria sobreyectivad: S, — Sq,, donde Sg, y S, denotan las esferas unidad de Cy(£2,)
y Co(£,), respectivamente. Nuestro objetivo serd extender 4 a una isometria sobreyectiva y lineal entre
Co(2,) y Co(2,), y todos los resultados que utilizamos para ello han sido demostrados por Wang [19].

Recogemos en forma de lema las herramientas necesarias para resolver el problema que nos ocupa.

Lema29. Six € Q,, el conjunto

Y= [ {te:aln®l =1}
IfI=1f(x)[=1

contiene exactamente un punto. Ademads, la aplicacion ¥, : Q, — Q,, que le asigna a cada x € Q, el tinico
punto del conjunto ¥,(x), es un homeomorfismo (aplicacion biyectiva y continua con inversa continua)
con¥y' =¥,

Observacion 30. El resultado recién expuesto tiene importancia por si solo, ya que establece que, si S, y
Sq, son isométricas, entonces 2, y 2, son homeomorfos como espacios topolégicos.

Lema31. LaaplicaciéonF: S(C)x Q, — S(C) tal que F(a, x) = A(f)(¥4(x)), donde f es cualquier funcion
en S, con f(x) = a, estd bien definida (no depende de f) y es continua.

Ademds, para cada x € () se verifica que, o bien F(a,x) = oF(1,x) para todo a € S(C), o bien
F(a, x) = aF(1, x) para todo « € S(C).

Dada f € S, el siguiente lema nos permite expresar A(f)(¥,(x)) en funcién de la aplicacion F recién
definida.

Lema32. Sif € Sq, y x € Q,, se cumple que

If(x)IF<%,x) si f(x) # 0,

0 si f(x)=0.

A(f)(Wa(x) =

Ya somos capaces de resolver el problema de Tingley en espacios Cy(Q2), y exponemos su solucién a
continuacion.

Teorema 33 (solucién al problema de Tingley en espacios Cy(2)). Si Q, y Q, son dos espacios localmente
compactos y de Hausdorff tales que existe una isometria sobreyectiva A : Sg — Sq,, entonces es posible
encontrar una isometria sobreyectiva y lineal T: Cy(2,) — Cy(,) extendiendo a A.

Demostracion. Empezamos definiendo el par de conjuntos

A={xe€eQ,: F(a,x) = aF(1,x),Va € S(C)}

B={x€ Q,: F(a,x)=aF(1,x),Va € S(C)}.

El lema 31 implica que A U B = Q,. Ademas, se verifica que A N B = @, ya que, en caso de que existiese
X € AN B, tendriamos que F(i, x) = iF(1, x) = iF(1, x) y llegariamos al absurdo i = i.

El conjunto A es cerrado por ser interseccion de imédgenes inversas de un cerrado por una funcién continua,
yaque A = ﬂaes(c){x € 2 : F(a,x) — aF(1,x) = 0}. Andlogamente, B es cerrado, y también ambos
conjuntos son abiertos por ser uno el complementario del otro.

Debido al hecho de que ¥, es un homeomorfismo, concluimos que A’ = ¥,(A) y B’ = ¥,4(B) son dos

conjuntos complementarios, abiertos y cerrados en 2,. Ademas, las funciones caracteristicas de A’ y B/,
denotadas por y4r v xp’, son continuas por ser ambos conjuntos abiertos y cerrados.
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Ahora, definimos T: Cy(Q2,) — Cy(2,) mediante

T(H)Y) = fFa-OF L Uar (D) xa (0) + (a1 ODFQA, Pa-1 (0D xp ()

(con f € Cy(21), y € Q,).

Por el algebra de funciones continuas tenemos que T(f) es continua 'y

T = [f(Fa-1NFQL, Pp-)W| = [f(Fa-1 D)),
asi que T(f) € Cy(Q,) paratoda f € Cy(Q).

Claramente, T es una aplicacion lineal, y teniendo en cuenta que, para todo y € Q,, |F(1, ¥4-1)(»)| =1,
A'n B' = @ yque ¥, es un homeomorfismo, obtenemos que

IT(f) = T(@Il = sup{lf (Pa-1(3) — g(Wa- )| : y € L} = |If — gl (f, 9 € Co(21));

por tanto, T es una isometria lineal.

Dada g € Cy(Q,), la aplicaciéon f € Cy(2,) definida por

9Wa(x))

g(Fa(x))
F(1, %) B

fGo) = Xa(x) + (x)
F

1, x

cumple que T(f) = g, asi que T es sobreyectiva.

Por ultimo, aplicando el lema 32, si f € Sq,, tenemos que

J(¥am ()
|f(Pa-1OI

Por un lado, siy € A, se sigue que ¥,-1(y) € Ay, por definicién de A, concluimos que

A()Y) = fF(Pa-1F(L, Pa-1(y).

Por otro lado, si y € B’, tenemos que ¥,-1(y) € By, por definicién de B, obtenemos que

A)) = |f(avA-lcy>)|F( qu(y)) yev.

AN = fF(Pa-D)F(L, Pa-1(3).
De esta forma queda comprobado que T extiende a A. (]

Observacion 34. Observemos que, en la demostracién anterior, ¥, puede ser sustituido por cualquier otro
homeomorfismo que exista entre 0, y Q,. Este hecho permite completar la observacion 30 al establecer
que 2, y Q, son homeomorfos siy solo si Sg, y Sg, son isométricas.
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