VOL. 6 .— MAYO 2022

dlvulgacién de trabajos de estudiantes de matematicas e-ISSN 2530-9633
o) W= 2o e g\ 5T 7y
k \aor) -4 BF o 412 1122 . L (7 \

_ QW\<‘<:} Q;w - .
e RS i (B
cod —/F Y&}:J“& : 0y p 19(9 &)
@p) W= e
\»w(»& CLUD,GL\: @l c 0z (6 LA
w, (2) | (w5 2) {0 N -

= ¢ 'W"\;
X o X3 !

OT\/lJ \
\2 L e el CH
x/

z"

A

2 ()

i :

K = G- ( ¢ )

X‘\ i = Cy (""’ol ") 1022
R (wsot o SR

- = x= O\ (9 \ S

0\\or *
\v> = 3 ) ) o 100
\4

MQ
T (®) =

crnlle lM
Asociacion NaC|onal de Estudiantes de Matematicas

P - Ka=K

-

Z 7. colw

L) APF=2

\ ¥







divulgacion de trabajos de estudiantes de matematicas

volumen 6
mayo de 2022

https://temat.es/volumen/2022/
http://www.anem.es/

Una iniciativa de la
Asociacion Nacional de Estudiantes de Matematicas



https://temat.es/volumen/2022/
http://www.anem.es/

Asociacion Nacional de Estudiantes de Matematicas
Plaza de las Ciencias, 3

Despacho 525, Facultad de Ciencias Matemadticas
Universidad Complutense de Madrid

28040 — Madrid

temat@temat.es
contacto@anem.es

Real Sociedad Matemaética Espafiola

Plaza de las Ciencias, 3

Despacho 525, Facultad de Ciencias Matemadticas
Universidad Complutense de Madrid

28040 — Madrid

Disefio de portada: Roberto Bernd Larrosa, rbernalarrosa@gmail. com

TEMat, divulgacion de trabajos de estudiantes de matemaéticas — volumen 6 — mayo de 2022
e-1SsN: 2530-9633
https://temat.es/

© 2022 Asociacién Nacional de Estudiantes de Matematicas.
© 2022 los autores de los articulos.

©@@® Salvo que se indique lo contrario, el contenido de esta revista estd disponible bajo una licencia
Creative Commons Reconocimiento 4.0 Internacional.


mailto:temat@temat.es
mailto:contacto@anem.es
mailto:rbernalarrosa@gmail.com
https://temat.es/

Equipo

Editores jefe

Alberto Espuny Diaz, Technische Universitédt [Imenau
Isaac Sdnchez Barrera, Universitat Politécnica de Catalunya

Editores adjuntos

Gregorio Martinez Sempere, Universidad de Sevilla
Pablo Nicolés, Universitat Politecnica de Catalunya

Edicion

Fernando Ballesta Yagiie, Universidad Auténoma de Madrid
Emilio Dominguez Sénchez, Universidad de Murcia

Alvaro Gonzalez Hernandez, University of Warwick
Alejandra Martinez Moraian, Universidad de Alcala

Comité editorial

Pablo Manuel Berna Larrosa, Universidad CEU San Pablo

Miguel Camarasa Buades, Basque Center for Applied Mathematics

Domingo Garcia Rodriguez (representante de la RSME), Universitat de Valéncia
Alvaro Gonzélez Hernéndez, University of Warwick

Midwar Lépez Huapaya (representante de la ANEM), Universidad de Cantabria
Elena Lépez Navarro, Universitat Politecnica de Valencia

Pablo Oviedo Timoneda, University of Birmingham

Marti Roset Julia, McGill University

Lucia Rotger Garcia, Universidad de La Rioja

Paula Segura Martinez, Universitat Politecnica de Valencia

Victor Sotomayor, Centro Universitario EDEM - Valencia

Revisiones externas

En este volumen han colaborado realizando revisiones externas:

Alba Cervera-Lierta (Barcelona Supercomputing Center - Centro Nacional de Supercomputacién), Antonio
Galbis (Universitat de Valéncia), Elies Gil-Fuster (Freie Universitét Berlin), Jorge Herrera de la Cruz (Univer-
sidad CEU San Pablo), Marta Latorre Balado (Universidad Rey Juan Carlos), Victor Manero (Universidad
de Zaragoza), Javier Martinez Perales (Universidad de Malaga), Alvaro Ortega Gonzalez (University College
London), Oscar Rivero (University of Warwick), Alberto Rodriguez Arenas (Universitat Jaume I), Salvador
Segura Gomis (Universitat d’Alacant), Juan Adridn Vargas (Universitat d’Alacant), Alvaro del Valle Vilchez

(Universidad de Sevilla).



Sobre TEMat

TEMat es una revista de divulgacién de trabajos de estudiantes de matemaéticas publicada sin dnimo de
lucro por la Asociacién Nacional de Estudiantes de Matematicas. Se busca publicar trabajos divulgativos
de matemadticas, escritos principalmente (pero no exclusivamente) por estudiantes, de todo tipo: breves
resefias, introducciones a temas de investigacién complejos, o articulos explicando las bases e incluso
algtin pequefio resultado de trabajos desarrollados por estudiantes.

TEMat persigue el doble objetivo de dar visibilidad a la calidad y diversidad de los trabajos realizados por
estudiantes de matemaéticas en los centros espafioles a la vez que permite a los estudiantes publicar sus
primeros articulos, familiarizdndose asi con el proceso de redaccion, revisiéon y correccién que va asociado
a la actividad investigadora.

Se contemplan para su publicacion articulos escritos en castellano de todas las dreas de las matemadticas,
incluyendo élgebra, andlisis, ciencias de la computacion, combinatoria, educacién matemadtica, estadistica,
geometria, teoria de nimeros y cualquier otra drea de las matematicas (puras y aplicadas), asi como
aplicaciones cientificas o tecnolégicas en las que las matemaéticas jueguen un papel central.
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Carta de la presidenta de la ANEM

La revista TEMat llega a su volumen ntimero 6, un ndamero perfecto, abriendo nuevos horizontes. Desde
2017, este proyecto tinico en el panorama internacional ha sacado una revista escrita por y para estudiantes,
fomentando asi la participacién en el mundo de la publicacién y la ciencia.

TEMat nos ofrece la oportunidad de publicar nuestros primeros articulos y la posibilidad de conocer
de primera mano el funcionamiento de una revista. Es una herramienta que ponemos al alcance del
estudiantado ya no solo para publicar, algo que puede ayudar en subvenciones para investigar, sino que
también nos ofrece una variedad de temdticas donde podemos encontrar ideas para trabajos de fin de
grado o maéster.

El crecimiento de TEMat es notorio y prueba de ello son los dos volimenes de TEMat monogrdficos
publicados en el pasado afio, asi como el interés de ciertas corporaciones en incluir nuestra revista en sus
catdlogos.

No podria terminar sin agradecer el incansable esfuerzo de todos los miembros del comité editorial. Gracias
a todas las personas que trabajan desinteresadamente en este proyecto, desde los autores a los editores,
pasando por el comité editorial. Sin todas estas personas no podriamos disfrutar de este maravilloso
volumen cargado de nuevos e interesantes articulos. Ademds, te animo a ti, lector, a que participes en esta
maravillosa iniciativa, ya sea enviando tus articulos o dando un pasito al frente participando en el comité
editorial.

Clara Martinez Martinez,
presidenta de la ANEM.

Murcia, mayo de 2022.
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La geometria taxicab:
un mundo donde los circulos son cuadrados

&4 Aniol Cortada Garcia“ Resumen: Nuestra intuicién nos tiene acostumbrados a medir segtin la geometria
Universitat Politecnica de Catalunya euclidiana clasica, donde la distancia més corta entre dos puntos es la linea recta.
aniolcortadagarcia@gmail.com Sin embargo, hay ocasiones en que la linea recta no es una trayectoria posible,

como por ejemplo al considerar el trayecto de un taxi por una ciudad. En este
trabajo se plantea estudiar la geometria que se deriva de esta nueva manera de
medir, la denominada geometria taxicab. Después de introducir el concepto de
métrica, se aborda el estudio de diferentes elementos geométricos con la métri-
ca de Manhattan. Se obtienen resultados sorprendentes: las circunferencias son
cuadrados, las elipses pueden ser octégonos, los tridngulos equildteros pueden
no ser semejantes y el valor de 7 (entendido como la razon entre el perimetro y el
didametro de una circunferencia) es 4. Todos estos elementos se ilustran haciendo
uso del programa GeoGebra. Como aplicacion practica se estudian dos problemas
de geometria urbana que dan respuesta a dénde situar equipamientos urbanos de
una manera més eficiente. Finalmente, se proponen generalizaciones de la métrica
de Manhattan que abren todo un mundo de posibilidades.

Abstract: People are used to measuring according to classical Euclidean geometry,
where the shortest distance between two points is the straight line. However,
sometimes the straight line is not a possible path, for instance when a taxi goes
through a city. In this work, we study the geometry derived from this new way of
measuring, called the taxicab geometry. After introducing the concept of metric,
the study of different geometric elements is approached by means of the Manhattan
metric. Surprising results are obtained: circumferences are squares, ellipses can be
octagons, equilateral triangles may not be similar and the value of 7 (understood as
the ratio between the perimeter and the diameter of a circumference) is 4. All these
elements are illustrated by means of GeoGebra program. For practical purposes,
we study two urban geometry problems concerning the efficient location of urban
facilities. Finally, we propose some generalizations of the Manhattan metric that
open a new world of possibilities.
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La geometria taxicab

1. Introduccion

Cuando se ha de medir una distancia, de entrada, estamos acostumbrados a hacerlo segtin la geometria
euclidiana. Sin embargo, hay ocasiones en que esto no tiene por qué ser lo més conveniente, ni siquiera
lo que mas se ajuste a la realidad. Ocurre en campos avanzados como la cosmologia moderna o en
situaciones cotidianas de la vida urbana, y medir de una manera u otra puede ser muy relevante. Valga
como ejemplo el caso de James Robbins en 2002 (publicado en el New York Times). Este fue detenido por
vender drogas a unos 900 pies de una escuela, distancia inferior a 1000 pies, lo cual era considerado como
un agravante. Su abogado argument6 que la distancia no podia ser tomada en linea recta ya que en la
ciudad nos desplazamos por las calles doblando esquinas. Siguiendo las calles habia unos 1200 pies, con
lo cual la pena seria menor. Sin embargo, el juez consideré que la distancia se habia de calcular como lo
haria Euclides y no con la métrica de Manhattan, de manera que fue condenado a una pena de seis a doce
afios de prision.

La geometria taxicab' es una de esas geometrias que se adapta mas fielmente a ciertas situaciones de la
vida cotidiana, como seria el &mbito urbano. En este trabajo, estudiaremos esta geometria ayuddndonos
del programa GeoGebra para modelizar diferentes escenarios. Este no sirve para demostrar teoremas
matemadticos, pero si es muy Util para mostrar y entender muchos conceptos.

En primer lugar, estudiaremos qué es una métrica, analizando varios ejemplos y concluyendo con la
métrica de Manhattan.

En el siguiente apartado estudiaremos, haciendo uso de la métrica de Manhattan, diferentes elementos
geomeétricos que se definen a partir del concepto de distancia: mediatrices, tridngulos y cénicas. Esto nos
permitird ver lo diferentes que son la geometria taxicab y la euclidiana.

A continuacién nos plantearemos dos aplicaciones précticas de la geometria taxicab a problemas de
geometria urbana. De hecho, se trata de dos problemas clasicos de gran utilidad practica: el punto de
Fermat (el lugar que hace que la suma de las distancias a tres vértices sea minima) y los diagramas de
Voronoi (cémo dividir el plano segin las regiones més cercanas a unos ciertos puntos).

Finalmente, en el dltimo apartado, estudiaremos algunas generalizaciones que se pueden hacer de la
métrica de Manhattan. La primera corresponde a considerar esta métrica en el espacio en lugar del plano.
La segunda consiste en cambiar los movimientos perpendiculares a los ejes propios de la geometria taxicab
por otros que permitan también desplazamientos diagonales, como seria el caso de los movimientos de
las damas chinas. Por tltimo, veremos la generalizacién a enrejados triangulares de cualquier angulo.

2. Métricas

Una métrica es el concepto matemaético que corresponde a la idea tan comun e intuitiva de distancia. En
este apartado veremos la definicién y algunos ejemplos de métricas que nos mostrardn cémo cambiando
la manera de medir distancias se construyen geometrias muy diferentes.

2.1. Definicion

Una métrica sobre un conjunto S es una funcién distancia, d: S X S — R, que para todo P,Q,R € S
satisface las siguientes condiciones:
(1 d(P,Q) 20,
(n) d(P,Q)=0siysolosiP =Q,
(m) d(P,Q) =d(Q,P)y
(v) d(P,R) < d(P,Q) +d(Q,R).

1En diferentes articulos y libros podemos leer indistintamente geometria taxicab, geometria del taxista, métrica de Manhattan,
métrica L,, geometria urbana... En este trabajo hablaremos de geometria taxicab cuando nos refiramos a la geometria desde un
punto de vista global y de métrica de Manhattan cuando hablemos concretamente de la funcién distancia.

2 https://temat.es/
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Hay muchas funciones que satisfacen estas propiedades y cualquiera que lo haga serd una métrica. Esto
conduce a casos muy curiosos, como la métrica de Chebyshev (también llamada «del ajedrez», porque
corresponde a los movimientos del rey), la métrica de Hamming (con aplicaciones en teoria de c6digos),
la métrica discreta, la familia de métricas IP, etc. A continuacién analizaremos algunos ejemplos en R?.

2.2. Ejemplos

2.2.1. Métrica euclidiana

La métrica euclidea sobre el plano cartesiano es la que se ha utilizado desde siempre. Es la distancia
intuitiva que encontramos a partir del teorema de Pitdgoras. Dados dos puntos del plano P(p;, p,) ¥
Q(qy, q,), la distancia euclidea viene dada por la expresion

d(P,Q) =/ (@1 = P’ + (@ — P

2.2.2. Métrica del ascensor

Si pensamos en un conjunto de rascacielos colocados en linea, la distancia entre dos pisos que estuvieran
en el mismo edificio seria el valor absoluto de la diferencia de coordenadas verticales, o sea, el recorrido
que haria el ascensor. Si estuvieran en edificios diferentes, la distancia seria lo que se baja en el primer
ascensor, mas lo que se camina entre los edificios, mds lo que se sube en el segundo ascensor. Por ejemplo,
en la figura 1 la distancia entre los dos puntos seria d(P, Q) = 2 + |4 — 1| + 3 = 8. Asi, podemos ver que la
métrica viene definida por la expresion

|92 — po sipy =qy,

d(P! Q) = .
|P2| + 1q1 — 1l + |q2|  sipy # qi-

.U
HE B B BN
HE B B BN

Figura 1: Métrica del ascensor.

Para hacernos una idea de c6mo es la geometria con esta métrica, podemos representar las circunferencias
en esta métrica, es decir, el conjunto de puntos que equidistan una distancia r de un centro C. Con la
ayuda de GeoGebra, podemos ver que las circunferencias de esta métrica tienen forma de cuadrado con
un punto encima (siempre que el radio r sea mayor que la altura p,), como podemos ver en la figura 2.

2.2.3. Métrica de correos

También conocida como la métrica del mensajero, la métrica de correos se define de la siguiente manera:
la distancia entre dos puntos es la que resulta de sumar la distancia euclidea de cada punto al origen. Es

TEMat, 6 (2022) e-1SsN: 2530-9633 3
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CircumferénciaAscensor

Figura 2: Circunferencia en la métrica del ascensor.

decir, para ir del punto P al punto Q, primero vamos de P al origen y, después, del origen a Q (es el recorrido
que haria una carta, va del remitente a la oficina y de la oficina al destinatario, y de ahi el nombre). Viene
dada por la expresion

siP=Q,

0
d(P,Q) =
\/p?+q?+\/p§+q§ siP # Q.

Es necesario pedir que d(P, P) = 0 por la propia definicién de métrica. Este requisito tiene mucho sentido
intuitivamente: no es de esperar que una persona que quiera enviarse una carta a su propia casa lo vaya a
hacer usando el servicio de correos.

Haciendo uso de GeoGebra podemos analizar cémo son las circunferencias. Se observa el hecho curioso
de que, independientemente de donde esté el centro, las circunferencias estdn siempre centradas en el
origen. Ademads, pueden tener el centro en el interior o en el exterior. En esta métrica, las circunferencias
si tienen forma circular (suponiendo siempre que el radio r es mayor que la distancia euclidea de P al
origen).

C _\C
° 4 ®

CircumferénciaCorreus

ircumferénciaCorreus

Figura 3: Circunferencias en la métrica de correos.

2.2.4. La métrica de Manhattan

El primero en estudiar esta métrica fue el matematico alemdn Hermann Minkowski (1864-1909). Sin
embargo, el primero en llamarla «taxicab» fue el matemaético austriaco Karl Menger en 1952 en una
exposicion en el Museo de Ciencia e Industria de Chicago.

El nombre «métrica de Manhattan» viene del disefio en cuadricula de las calles del barrio neoyorquino,
que hace que el camino mads corto que un coche puede tomar entre dos puntos de la ciudad no sea la linea
recta (que atravesaria los edificios) sino las correspondientes variaciones siguiendo las diferentes calles.

4 https://temat.es/


https://temat.es/

Cortada Garcia

Por ejemplo, en la figura 4, la distancia taxicab de P a Q por cualquiera de los caminos seria 9 (a diferencia
de la Euclidea, que seria y/ 45). Vale la pena destacar que el camino mds corto en esta métrica no es tnico.
De hecho, en el ejemplo anterior podemos trazar 9!/(6! - 3!) = 84 caminos diferentes de la misma longitud
minima.

|

Figura 4: Métrica de Manhattan.

La expresion matemaética de la métrica de Manhattan (también distancia taxicab, o distancia L,) es

d(P,Q) = |p; — q1| + |p2 — |

para dos puntos P(p;, p,) y Q(q;, q») cualesquiera de R2.

3. Elementos de la métrica de Manhattan

En este apartado estudiaremos diferentes elementos geométricos que se definen a partir del concepto de
distancia. De esta manera podremos apreciar cémo cambian por el hecho de elegir una métrica u otra.

3.1. Mediatriz

En geometria euclidea, la mediatriz es el lugar geométrico de los puntos R(x, y) que equidistan de dos
puntos dados, Py Q. Se trata de un elemento geométrico muy ttil en diversas situaciones; por ejemplo,
cuando se delimitan regiones segtin dreas de influencia, como veremos mds adelante con los diagramas
de Voronoi. En la geometria taxicab, la ecuacién de la mediatriz de Py Q viene dada por la expresién

d(P,R) = |x = x(P)| + |y — y(P)| = |x = x(Q)| + |y — y(Q)| = d(R, Q),
donde x(P), y(P), x(Q) e y(Q) son las coordenadas de Py Q.

Como podemos observar en la figura 5, la mediatriz en el caso general tiene forma de linea quebrada, a
diferencia de lo que ocurre en la geometria euclidea. Se observan ademads dos casos particulares en los
que la forma cambia: uno cuando los puntos estdn alineados con los ejes de coordenadas (como el caso
euclidiano), y el otro cuando los puntos estan alineados segiin un dngulo de 45° (en este caso, la mediatriz
es un segmento seguido de dos regiones no acotadas).

T

MediatriuTaxicab

0 1 3 4 5

Figura 5: Mediatrices en la geometria taxicab.

TEMat, 6 (2022) e-1SsN: 2530-9633 5
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3.2. Criterios de congruencia de triangulos

En este apartado veremos que los criterios de congruencia de tridngulos en la geometria euclidiana fallan
todos en la taxicab. Este punto es muy interesante y, como resalta Krause en su libro? [3], es la Gnica
diferencia a nivel axiomatico entre las geometrias euclidiana y taxicab.

Criterio (LLL; Lado-Lado-Lado). Si dos tridngulos tienen iguales los tres lados, entonces son congruentes.

En la figura 6 vemos un ejemplo de dos tridngulos equilédteros de lado igual a 4 unidades que, sin embargo,
no son congruentes, incumpliendo el criterio LLL.

A'=(9,6)

A=(5,5)

B'=(12,5)

c=(33) B=(.3  c=(10,3

Figura 6: Violacion del criterio LLL.

Criterio (LAL; Lado-Angulo-Lado). Si dos tridngulos tienen iguales dos lados y el dngulo que determinan,
entonces son congruentes.

En el ejemplo de la figura 7, podemos observar que los lados CA, CB, C'A’ y C'B’ tienen todos la misma
longitud (4 unidades) y que los angulos que determinan son iguales (90°), pero los tridngulos no son
congruentes, violando el criterio LAL.

A=(3,7)

C'=(12,5)

8= (10,3) A=)

€=(33) E=.9)

Figura 7: Violacién del criterio LAL.

Criterio (ALA; Angulo-Lado-Angulo). Si dos tridngulos tienen iguales un lado y los dngulos adyacentes,
entonces son congruentes.

En la figura 8 tenemos el caso de dos tridngulos con los lados AC y A'C’ de longitud 4 unidades y los
angulos adyacentes iguales a 45° y que, sin embargo, no son congruentes, en contra de lo que afirma el
criterio ALA.

A=(7,5) C'=(10, 5) A =(14,5)

B'=(12,3)

c=(53) B=(7.3)

Figura 8: Violaci6n del criterio ALA.

2Ellibro de Krause se trata de practicamente el tinico libro especifico sobre la métrica taxicab. Ademds, tiene un enfoque muy
original basado en el estudio de la misma a partir de ejercicios propuestos.

6 https://temat.es/
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Cabe destacar que, a diferencia de lo que sucede en la métrica euclidea, en la métrica de Manhattan la
distancia no es invariante por rotaciones, y eso explica que los criterios de congruencia de tridngulos que
se cumplen en la geometria euclidea no se verifiquen en la geometria taxicab.

3.3. Conicas

En la geometria euclidiana, las cénicas son curvas que se obtienen de la interseccién de la superficie de un
cono con un plano. Por otra parte, tienen una definicién muy sencilla como lugar geométrico en términos
de la funcioén distancia, lo que las hace muy adecuadas para investigar como variardn cuando cambiemos
de métrica.

3.3.1. Circunferencia

La circunferencia es el lugar geométrico de los puntos del plano que equidistan de un punto fijo, llamado
centro. La distancia del centro a cualquier punto de la circunferencia se denomina radio.

En la geometria taxicab, la ecuacién de circunferencia de centro C(a, b) y radio r vendra dada por la
expresion
d((x,y),C)=|x—al+|y-b|=r.

Con la ayuda de GeoGebra podemos observar que la circunferencia tiene forma cuadrada. Todos los
puntos sobre el cuadrado se encuentran a distancia r del centro C.

c

CircumferénciaTaxicab
1

OREmE mmae L] T 2 3 s 5 6

Figura 9: Circunferencia usando la métrica de Manhattan.

Observamos que la distancia entre vértices contiguos para la geometria taxicab es 2r o, de forma equivalente,
el didmetro de la circunferencia d. En este tipo de geometria, el cociente entre el perimetro de una
circunferencia y su didmetro viene dado por

4D _

o) 4.

Dicho cociente para la geometria euclidiana, el cual es una constante universal en matematicas, recibe el
nombre 7t y su valor es aproximadamente 3,141 59 (las primeras aproximaciones son del afio 1900 a. C.).
Este resultado muestra que, en cierto sentido, podriamos decir que 7 = 4 en la geometria taxicab.

3.3.2. Elipse

La elipse es el lugar geométrico de los puntos P del plano tales que la suma de sus distancias a dos puntos
fijos Fy F’ llamados focos es constante (e igual al eje mayor, 2a), es decir:

d(P,F)+d(P,F') = 2a.

En el caso de la métrica taxicab, la ecuacién de la elipse de focos A y B viene dada por la expresion

[x — x(A)] + |y = y(A) + [x — x(B)| + |y — ¥(B)| = 2a.
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Después de introducir esta férmula en el programa GeoGebra, vemos que la figura que se genera tiene
forma de poligono. Concretamente, en el caso general la elipse tiene forma de octégono (véase la figura 10).
Sin embargo, si movemos los focos vemos que no siempre tenemos octégonos. Cuando los dos focos
estdn sobre una recta paralela a alguno de los ejes de coordenadas, la elipse adquiere forma de hexdgono.
Por otra parte, en el caso extremo en que los focos se encuentran a la distancia méaxima 2a, la elipse se
convierte en un rectdngulo o un cuadrado, incluyendo todos los puntos interiores (es decir, ya no serfa
una curva).

w

a=4 2 a=

A R R
/' EllipseTaxicab ® 0
4 -\z -1 0 1 2/ 3

- O

El'lipseTaxicab
2

A EllipseTaxicab

]

Figura 10: Elipses en la geometria taxicab.

3.3.3. Hipérbola

La hipérbola es el lugar geométrico de los puntos del plano tales que la diferencia entre sus distancias (en
valor absoluto) a dos puntos fijos llamados focos es constante,

|d(P, F) — d(P, F")| = 2a.
En el caso de la distancia Manhattan, la ecuacién de la hipérbola de focos A y B es
[[x = x(A)| + |y — y(A)| = |x — x(B)| — |y — y(B)|| = 2a.

Podemos ver el resultado habitual en la figura 11.

HipérbolaTaxicab

Figura 11: Hipérbola en la geometria taxicab.

Por otra parte, tenemos diferentes casos degenerados en los que la hipérbola deja de ser una curva.
Dependiendo de la relacién entre las distancias horizontales y verticales de los focos con el valor del
parametro 2a se dan varias situaciones: podemos tener lineas paralelas o cambiar parte de las curvas por
todo un cuadrante infinito (ver figura 12).
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Figura 12: Casos degenerados de hipérbolas en la geometria taxicab.

3.3.4. Parabola

La parébola es el lugar geométrico de los puntos del plano que equidistan de un punto fijo llamado foco y
de una recta llamada directriz. Se puede ver que, para la métrica de Manhattan, la ecuacién de la pardbola
de directriz r y foco F viene dada por la expresion

Ix = x(F)| + |y — y(F)| = d(P, F) = d(P, r) = min{|x — x|, |y — y,[},

donde x, es la abcisa del punto de la recta r con la misma ordenada que P(x, y) e y, es la ordenada del
punto de la recta r con la misma abscisa que P(x, y).

La parédbola tiene diferente orientaciéon dependiendo de la pendiente m de la directriz. En la figura 13,
vemos que la pardbola se abre hacia arriba en el caso [m| < 1 (o hacia abajo si el foco estd por debajo de la
directriz) y que se abre hacia la derecha cuando |m| > 1 (o hacia la izquierda si el foco estd a la izquierda
de la directriz).

ParabolaTaxicab

\ ParabolaTaxicab

Figura 13: Pardbolas en la geometria taxicab.
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Finalmente, en la figura 14 vemos los casos m = —1, m = 0 (directriz horizontal) y m = oo (directriz
vertical). En los casos de directrices con |m| = 1, las parabolas tienen tres lados en lugar de cuatro y las
ramas infinitas son perpendiculares entre ellas.

ParabolaTaxicab ParabolaTaxicab
A

° °

r ParabolaTaxicab

Figura 14: Pardbolas en la geometria taxicab con directrices diagonal, horizontal y vertical.

4. Aplicaciones a la geometria urbana

La geometria taxicab puede ser mds adecuada que la euclidea para el estudio de ciertas situaciones en la
geometria urbana. Como ejemplo, analizaremos dos problemas clésicos. El primero consiste en, dados tres
puntos, encontrar cudl es el lugar donde la suma de las distancias desde este lugar a los puntos es minima.
Esto seria 1til a la hora de colocar un equipamiento de la manera mds eficiente posible. Por ejemplo, si
hay tres tiendas de una misma cadena, seria el punto donde pondriamos el almacén de distribucién de los
productos de las tres tiendas. El segundo consiste en dividir una regién segtin las zonas mads cercanas a
ciertos puntos. Por ejemplo, si hay tres parques de bomberos en una regién y hay un incendio, permitiria
saber cudl de los tres parques deberia encargarse de apagarlo.

4.1. El punto de Fermat

En una carta, Pierre de Fermat (1601-1665) propuso un problema como reto a E. Torricelli (1608-1647), un
discipulo de Galileo: encontrar el punto tal que la suma de sus distancias a los vértices de un tridngulo
fuera minima. La biisqueda de ese punto, conocido como punto de Fermat, es un problema clasico de
geometria euclidiana que, sin embargo, tiene una solucién bastante compleja. Veremos que en el caso de
la geometria taxicab no es asi.

Observemos la figura 15. Dado un tridngulo cualquiera, trazamos por cada vértice las paralelas a los ejes
de coordenadas. Siempre encontraremos dos de estas rectas que intersecan dentro del tridngulo o, en el
caso extremo, en un vértice. Este es el punto de Fermat en la geometria taxicab.

I
1
1
1
: sumadistancies = 12
l
l

Figura 15: Punto de Fermat.

La demostracién es muy intuitiva. Si nos situamos en este punto (al que llamaremos P) y hacemos un
desplazamiento vertical de una unidad, nos alejamos una unidad de dos vértices y nos acercamos una al
otro. Por tanto, en el computo global la suma de distancias se incrementa una unidad. Lo mismo ocurre
para el caso horizontal. Concluimos, pues, que un movimiento en cualquier direccién incrementara la
suma de distancias a los vértices, por lo cual el punto P es el que hace minima esta suma.
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Podriamos aplicar la construccién anterior al siguiente caso. Consideremos los tres centros de atencién
primaria (CAP) del Eixample de Barcelona: CAP Casanova, CAP Roger de Flor i CAP Passeig de Sant Joan
(puntos verdes de la figura 16) y supongamos que quisiéramos situar un almacén de equipamiento médico
de la manera mas eficiente posible. Esto corresponderia al Punto de Fermat (de color amarillo en la
figura 16).

1 sumadistancies = 20.95

Figura 16: Punto de Fermat en una regién de Barcelona.

4.2. Diagramas de Voronoi

Gueorgui Voronoi (1868-1908) fue un matemaético ruso conocido por las denominadas regiones de Voronoi.
Estas son unas construcciones geométricas que permiten configurar una particién del plano asociada a n
puntos, de modo que a cada punto se le asigna una regién formada por todos los puntos que son mas
cercanos a €l que a los demads.

La manera de construir un diagrama de Voronoi es uniendo los puntos entre si y trazando las mediatrices
de los segmentos de la unién. Las intersecciones de estas mediatrices determinan una serie de poligonos
alrededor de los puntos de manera que engloban las zonas mds cercanas.

Actualmente, los diagramas de Voronoi tienen infinidad de aplicaciones en diferentes campos de estudio:
graficos por computadora, epidemiologia, geofisica, meteorologia... Muchas de estas aplicaciones se
disefian utilizando la métrica euclidiana, pero, como hemos visto en este trabajo, en algunos casos puede
ser mds adecuado el uso de otras métricas, como la de Manhattan.

Figura 17: Diagrama de Voronoi con la métrica de Manhattan.

Para construir el diagrama de Voronoi (por ejemplo, de tres puntos) con la métrica de Manhattan, lo
que tenemos que hacer es trazar las mediatrices de cada pareja de puntos. Las mediatrices dan lugar a
diferentes regiones del espacio, no necesariamente disjuntas dado que una mediatriz puede no ser una
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curva. Cada region representa el conjunto de coordenadas que estdn a menor o igual distancia de un
punto que del opuesto. Una vez tenemos las regiones de esta forma, obtenemos el diagrama de Voronoi
tomando sus intersecciones, lo que asegura que las coordenadas en las regiones obtenidas estdn a menor
o igual distancia de un punto que del resto. Se puede ver un ejemplo en la figura 17.

Finalmente, consideremos un ejemplo préctico con los tres CAP del apartado anterior. Ahora se trataria
de buscar qué CAP queda mas cerca de cualquier punto del Eixample y dividir la regién en tres zonas de
influencia. El resultado lo podemos ver en la figura 18. El punto amarillo tendria los tres CAP a la misma
distancia taxicab.

Figura 18: Diagrama de Voronoi en una regiéon de Barcelona.

5. Generalizaciones

Finalmente, en este ultimo apartado estudiaremos algunas generalizaciones que se pueden hacer de la
métrica de Manhattan. La primera corresponde al caso tridimensional (también se podria hacer para n
dimensiones, aunque la intuicién geométrica desaparece). La siguiente es el caso en que nos moviéramos
por el enrejado taxicab afiadiendo movimientos por lineas con un dngulo de 45°, es decir, que siguiéramos
los movimientos de las damas chinas. Finalmente, estudiamos la generalizacién por un enrejado con
angulos de 60° y toda una familia de métricas que generalizan la métrica de Manhattan por enrejados
triangulares con cualquier dngulo.

5.1. Manhattan 3D

La métrica de Manhattan es muy facil de generalizar a tres dimensiones. La férmula para la distancia seria

d(P,Q) = |pr — @il + [P2 — @2 + |Ps — g3l
para dos puntos P(p;, p», p3) ¥ Q(q1, 2, q5) cualesquiera de R3.

Del mismo modo que la geometria taxicab se interpretaba mediante el recorrido de un taxi por las calles
de Manhattan, la generalizacién a tres dimensiones se puede interpretar como el recorrido que haria un
dron entre los rascacielos de Manhattan. Ademaés de desplazarse a través del plano horizontal, también se
podria mover en el eje vertical.

Andlogamente a los apartados anteriores, entenderemos una esfera como el lugar geométrico de los puntos
del espacio que equidistan de un punto fijo llamado centro. Esta distancia fija es el radio. En la geometria
taxicab 3D, la ecuacién de la esfera de centro C(a, b, ¢) y radio r viene dada por la expresion

d((x,y,2,0)=|x—al+|y—=b|+|z—c|=T.

Ayudédndonos de GeoGebra, podemos representar la superficie anterior y ver qué forma adopta. Como
hemos visto anteriormente, la forma de la esfera dependera de la distancia que estamos considerando y,
en el caso de la métrica de Manhattan 3D, adquiere forma de octaedro, como podemos observar en la
figura 19.
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Figura 19: Esfera en la geometria taxicab 3D.

5.2. Manhattan triangular o geometria de las damas chinas

Al final de su libro [3], Krause plantea la posibilidad de estudiar nuevas métricas similares a la de Manhattan
pero sobre parrillas triangulares. Mds adelante se definieron y estudiaron. Concretamente, se investigé la
distancia que permite movimientos diagonales ademads de los horizontales y verticales. Se la llamé métrica
de las damas chinas. En el juego de las damas chinas, las piezas se pueden mover verticalmente (norte y
sur), horizontalmente (este y oeste) y diagonalmente (nordeste, noroeste, sureste y suroeste), y de ahi el
nombre de la métrica.

La definicién de la métrica de las damas chinas no es muy obvia de entrada:

d(P, Q) = max{|p, — @], P> — @ul} + (V2 = 1) min{|p, — q1, |p> — Gol}-

El camino més corto en la métrica de las damas chinas corresponde a avanzar por la diagonal hasta llegar
a la misma altura del punto donde queremos terminar y después desplazarnos horizontal o verticalmente.
Examinando con un caso particular como el de la figura 20, vemos que max{|p; — qi|, [P — @21} = 5y
corresponde al lado largo de la cuadricula, mientras que min{|p; — q|, |p2 — q»|} v corresponde al lado
corto. Por lo tanto, la distancia entre P y Q en la métrica de las damas chinas serfa

5+(\/§—1)-3=2+3\/§,

que equivale a avanzar tres diagonales de longitud y dos unidades horizontales.

N Q
2 T

min (Ipy = a1l Ip2 = @21

o 7 2 3 ) 5 6 7

max (Ipy = gl Ipz = q21)

Figura 20: Ejemplo para la métrica de las damas chinas.

Para estudiar qué forma tienen las circunferencias en esta métrica, procederemos como en los apartados
anteriores. En este caso, la expresion de la métrica complica la construccion. Una circunferencia de centro
C(a, b) y radio r en la métrica de las damas chinas vendrd dada por la expresién habitual d(P, C) = r,
poniendo la férmula de la distancia que estamos considerando.
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En este caso la representacion con GeoGebra se complica un poco y para llevarla a cabo hemos de trabajar
en 8 regiones distintas. Terminada la construccién, vemos que la circunferencia con la métrica de las
damas chinas es un octégono (figura 21).

DistanciaCC = 6

Figura 21: Circunferencia en la métrica de las damas chinas.

5.3. Alfa distancia

Tomando como ejemplo la geometria de las damas chinas, se pueden definir otras geometrias triangulares.
Por ejemplo, nos podriamos mover a lo largo de la superposicion de dos parrillas triangulares: una formada
por tridngulos con dngulos internos de 60°, y otra de iguales caracteristicas pero rotada un angulo de
90°. Podriamos hablar de este tipo de geometria como geometria del tridngulo equilédtero. En este caso, la
férmula de la distancia entre dos puntos seria

d(P,Q) = max{|p, — qu|, P> — @I} + (2 — V3) min{|p, — 1, P> — qul}-

En la figura 22 podemos ver la circunferencia con la geometria del tridngulo equildtero. Vemos que la
circunferencia es un octégono también, pero de forma mas cuadrada que la anterior.

F

2
]

o

DistanciaCP = 5

Figura 22: Circunferencia en la métrica del tridngulo equilatero.

Pero aqui no acaban las generalizaciones: existen otras que constituyen todo un mundo. De hecho, se
puede definir para cada valor de « una distancia (llamada a-distancia) dada por la formula

d(P, Q) = méx{|p; — qi|, |p2 — qa|} + (sec(a) — tan(a)) min{|p; — qi1, |p> — q2|}-

En el caso a = 0° tenemos como caso particular la métrica de Manhattan; en el caso o = 45° tenemos la
métrica de las damas chinas, yen el caso @ = 60°, la geometria del tridngulo equilatero. Para los otros valores
de o obtenemos una generalizacién de la geometria del tridngulo equildtero, donde ambas parrillas ahora
estdn formadas por tridngulos is6sceles de dngulos internos o, a y 180° — 2a. En la figura 23, observamos
que las circunferencias correspondientes son octégonos, evolucionando desde el cuadrado taxicab (que
corresponderia a « = 0°) y redondedndose a medida que aumenta el dngulo hasta ser practicamente un
cuadrado cuando a = 89° (el caso a = 90° no estd bien definido). Las cuatro circunferencias corresponden
a 1°, 30°, 60° y 89°, respectivamente.

14 https://temat.es/


https://temat.es/

Cortada Garcia

Figura 23: Circunferencias en la métrica de la alfa-distancia.

6. Conclusiones

En este trabajo hemos podido constatar cémo la geometria, que se inicia como una disciplina préctica
para medir, evoluciona hasta el punto de ser una disciplina completamente abstracta. Esto conlleva la
aparicién de nuevas geometrias como la taxicab. Esta geometria, desde el punto de vista axiomético, se
diferencia muy poco de la habitual euclidiana, y en cambio es mucho mds adecuada en situaciones de
geometria urbana, por ejemplo. Hemos podido ver que en esta nueva geometria la distancia més corta ya
no es la linea recta y que, ademds, no hay solo un tinico camino mds corto. Las circunferencias pasan a ser
cuadrados, las elipses son hexdgonos u octégonos, puede haber tridngulos equildteros de lados iguales
pero diferentes entre ellos, el valor de 7 seria 4... Es una nueva geometria donde la intuicién nos engafia
constantemente. Como aplicaciéon préctica de esta geometria, es muy interesante el estudio del punto
de Fermat y de los diagramas de Voronoi. Muestran claramente que dentro de una ciudad con las calles
cuadriculadas (como Barcelona o0 Manhattan) la geometria taxicab es la que se debe considerar, ya que no
nos movemos en linea recta atravesando edificios, sino siguiendo las calles. Finalmente, hay toda una
familia de generalizaciones que son muy interesantes y dan pie a seguir investigando sobre los diferentes
elementos geométricos en estas nuevas métricas.
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Métodos numéricos aplicados al teorema de Gauss

1. Introduccion

Encontrar el siguiente niimero primo es algo que actualmente trae de cabeza a muchos matematicos, pero,
;por qué ese interés?

El comportamiento de estos ntimeros, aparentemente erratico, esconde algunos patrones que parecen
no ser exclusivos de estos niimeros. Recientes descubrimientos vinculan el comportamiento de ciertos
elementos a escala atémica con los niimeros primos. Parece ser que hay ciertos patrones en los niveles
energéticos de los d&tomos grandes que comparten propiedades muy parecidas con ciertos patrones de los
ndmeros primos [2].

Ademés, gracias al teorema fundamental de la aritmética, sabemos que los nimeros primos son algo
semejante a un ladrillo en el edificio de los nlimeros enteros positivos, y esta tiltima propiedad lleva quizas
a las aplicaciones més destacadas. El ejemplo mds relevante hoy en dia es el papel de los nimeros primos
en criptografia. Cada transaccién bancaria, o cualquier operacién que requiera de un cifrado muy seguro,
estard basada en estos ntimeros. La idea inicial es relativamente simple: si tomamos dos primos muy
grandes, multiplicarlos es un trabajo relativamente sencillo, pero una vez combinados, es muy costoso
determinar cudles han sido los dos primos originales. Por ejemplo, si se tiene el nimero 999 962 000 357,
llegar a la conclusién de que es resultado de multiplicar 999 979 y 99 983 requiere de algo mds que de una
calculadora. Si los dos primos anteriores fueran extremadamente grandes, ni siquiera con un ordenador
muy potente seria realista intentar factorizar o «descifrar» el nimero resultante. Con esta idea se generan
las claves de los sistemas de cifrado modernos.

Pero encontrar niimeros primos grandes no es tarea sencilla, sobre todo porque, como se ha mencionado
anteriormente, estos parecen estar repartidos sin orden aparente entre los naturales. Los estudios actuales
solo hablan de aproximaciones al comportamiento de los niimeros primos. Esto se debe a que no se conoce
ninguna férmula que pueda ser calculada eficientemente con la propiedad de que genere la sucesién de
numeros primos.

En el siguiente apartado se estudiard una de estas aproximaciones, y se pondré la base para los apartados
siguientes, definiendo una funcién que aproxima el comportamiento de los nimeros primos. En los otros
apartados se tratard de encontrar una inversa de dicha funcién, que acabara llevando a una familia de
funciones, y se estudiard como estas funciones pueden o no ser usadas para obtener el k-ésimo ntimero
primo. Ademds, se introducird una nueva variable, C(k), que indicara la calidad de dicha aproximacién. En
los apartados finales se contemplara la adicién de un nuevo pardmetro, m, en la estructura de la familia
de funciones, que llevara a plantear un estudio completamente nuevo relacionado con los valores de C(k).

2. La aproximacion de Gauss

Uno de los intentos de aproximar el comportamiento de los nimeros primos data del siglo xvii1 y su
autor es considerado uno de los mejores matemaéticos de su tiempo. Johann Carl Friederich Gauss (30
de abril de 1777-23 de febrero de 1855) fue un matemético muy prolifico [5], conocido por la genialidad
de sus razonamientos. Con solo 14 afios plante6 una conjetura en la que se basa este articulo. En dicha
conjetura, Gauss propone una férmula que aproxima la cantidad de nimeros primos anteriores o iguales
a un nimero dado. Dicha férmula es x/In(x), donde x es el niimero del cual se quiere conocer la cantidad
de nimeros primos anteriores a €él.

Esta formula se obtiene a través de un proceso empirico que involucra una tabla de niimeros primos y una
tabla de logaritmos. Gauss también defini6 una funcién 7z(x), a través de la cual se obtendria el nimero
exacto de nameros primos anteriores a un numero dado. Este estudio le llevé a proponer el cuadro 1 [3].

De esta tabla se puede observar, por ejemplo, que, de entre los cien primeros nimeros naturales, uno de
cada cuatro es primo, o que, de entre los primeros mil niimeros naturales, uno de cada seis es primo. Esta
afirmacién no se ha de interpretar de manera literal, ya que se trata de una aproximacién.

Pero la conclusién més importante que Gauss extrajo de esta tabla fue que los valores de la tltima columna,
correspondientes a los valores de x/7(x), crecian un poco mas de dos unidades respecto a la fila anterior
(es decir, cada vez que se multiplica por 10). Este comportamiento fue de inmediato relacionado con el
ndmero €, un ndamero irracional (e ~ 2,718 28) que es la base de los logaritmos neperianos.
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Cuadro 1: Valores de 7z(x) y x/7(x).

x  7w(x) x/7(x) X 7(x) x/7(x)
10 4 2,5 10° 9592 10,4
102 25 4 108 78498 12,7
103 168 6,0 10 664579 15,0
10¢ 1229 8,1 102 5761455 17,4

Asi pues, se puede definir la aproximacién

X
—— =~ In(x).
O (x)
Si se despeja, se obtiene que
7o) &
~ In(x)
Esta conjetura fue posteriormente demostrada y enunciada como un teorema.
Teoremal. Searn: R — NN la funcién que denota la cantidad de niimeros primos que son menores o
iguales a x,
7(x) = |{p > 0 primo : p < x}|.
Entonces, se cumple que
n(x) _
X—+00 x/ln(x) B

La demostracién de este teorema es bastante compleja, y fue demostrado formalmente por dos matemati-
cos de forma independiente: Jacques Hadamard y Charles-Jean de la Vallée Poussin en el afio 1896. La
demostracién completa se puede encontrar en el capitulo xx11 de Introduction a la théorie des nombres [4].
Esta expresion se puede tomar como una aproximacion de la informacién buscada, y la pregunta inmediata
seria: ;co6mo de buena es dicha aproximacién? Para responder a esta pregunta podemos utilizar el cuadro 2,
que incluye la fiabilidad de la aproximacion.

Cuadro 2: Error de la férmula de Gauss para los valores estudiados.

x  7(x) x/In(x) Error relativo® de x/In(x)

10 4 4,3429 0,0857
102 25 21,7147 0,1314
103 168  144,7648 0,1383
104 1229 1085,7362 0,1165
10° 9592 8685,8896 0,0944

. ) . aproximacion obtenida
4] error relativo estd definido como | P On ONCE

-

magnitud real

A medida que x aumenta, la diferencia entre 7(x) y x/In(x) se va haciendo cada vez mayor. Sin embargo,
se sigue del teorema anterior que el error relativo tiende a cero cuando x tiende a infinito. Esta tendencia
se puede observar en la figura 1.

3. Aplicacion de la funcion inversa

Procedamos a analizar los elementos de la funcién 7z(x), y qué es exactamente lo que representan.

Pongamos un ejemplo. Si calculdsemos 7z(8), el resultado tendria que ser 4, ya que hay 4 ndmeros primos
anteriores a 8: 2, 3, 5y 7. Recordemos que 7(x) nos da la cantidad de ntimeros primos menores o iguales a
un numero dado, por lo que, si x es un ntimero primo, 7(x) aumentara su valor en una unidad respecto al
valor de x anterior. De esta forma 7(2) serfa igual a 1, 7(3) seria igual a 2, etc. En otras palabras, cuando x
es un nimero primo, el valor de 7(x) es su posicién como nimero primo.
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Figura 1: Comportamiento del error relativo de G(x) para los primeros 100 000 valores de x.

De momento, tal y como esta planteado el problema, la funcién 7z(x) nos permite, dado un ntimero primo,
obtener la posicién que este ocupa en una lista ordenada de los mismos. Pero, ;y si invirtiéramos los papeles
de x y 7(x)? Es decir, si el dato fuera la posicion, y el resultado fuera el nimero primo correspondiente a
dicha posicion. En otras palabras, cambiar los papeles de x y de y. Este procedimiento no tendria ningtin
sentido si lo apliciramos a 7z(x) directamente ya que, por ejemplo, 7(8), 7(9) y 7(10) tienen la misma
imagen, y si invirtiéramos los papeles de x y de y, llegariamos a la conclusién de que el cuarto niimero
primo es ala vez 8, 9y 10, cosa que es absurda. Entonces, lo ideal seria intercambiar los papeles de x y de
y en la expresion de Gauss. Seguidamente se procederd a ver la viabilidad de dicha accién.

La herramienta matemaética que invierte los papeles de x y de y es la funcién inversa, asi que primero
procedamos a definir una nueva funciéon G(x) = x/In(x). Esta funcién tiene una asintota vertical en x = 1,
luego 1 no serfa del dominio. Calculando la derivada de G(x), G’(x) = (In(x) — 1)/In(x)?, se observa que
G(e) = ey G'(e) = 0, luego puede haber un extremo relativo en x = e. Como lim,_,;+ G(x) = +o0, ha de
decrecer hasta x = ey lim,_,, ., G(x) = +o0, se deduce que es un minimo. Ademads, la derivada es siempre
positiva en (e, +0), luego se puede afirmar que es absoluto. Este tltimo hecho también demuestra la
inyectividad de G(x) en (e, + ), haciendo conceptualmente posible esta inversiéon de papeles en dicho
intervalo. N6tese que se ha excluido el 2 de este conjunto, aunque su exclusién tiene un efecto minimo en
futuros resultados. Dado que G(e) = e, y a partir de x = e, G(x) es continua y creciente, la imagen de G(x)
sera (e, +00).

Entonces, definimos G(x) = x/In(x), con dominio (e, +0), para poder hablar de su inversa. Procedamos a
calcular dicha inversa:

X
y=m = y-In(x) =x.

Se puede observar que la expresion resultante es una funcién implicita. Para empezar, hay dos variables.
Se puede solventar este problema examinando qué representa cada una de ellas. La y es la posicién del
ndmero primo y esta posicion se determina a priori, por lo que podemos definir y como un parametro
libre, al cual se le da un valor inicial. Para evitar confusiones, substituiremos la y por el parametro k. Por
lo tanto, de los resultados anteriores, se puede deducir que k € (e, +o). De hecho, al representar una
posicion, dicho parametro solo podria ser un valor natural por lo que, en contexto, k € [3, +00).

Pero de la expresion anterior no se puede despejar x. Solo se puede obtener que x es igual a otra expresiéon
en funcién de x, cosa poco practica para trabajar. Si se transforma la igualdad anterior en una expresiéon
igualada a cero, la x que buscariamos seria la que anula dicha expresion. Es decir,

k-In(x)—x=0.
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Recordemos que x representaba el ntimero del cual queremos saber la cantidad de primos anteriores a €,
0 en nuestro caso, el nimero primo del cual queremos conocer la posicién que ocupa en una hipotética
lista ordenada de ntmeros primos. Por lo que, en teoria, el nimero primo de posicién k es aquel que
anula la expresién encontrada.

En resumen, ahora en vez de una sola funciéon tenemos una familia de funciones con la estructura
FE.(x) = k - In(x) — x, donde el supuesto nimero primo en la posicién k serd un cero de cada respectiva
Fi(x), de tal manera que sea x;, dicho cero, G™!(k) = x; (recordemos que k > 3). Para encontrar dicho cero,
es necesario recurrir a métodos numeéricos para calcular ceros de funciones. Nétese que se ha utilizado el
articulo «un» en vez de «el» para referirse al cero. Dicha cuestion se tratard en el siguiente apartado.

No hemos de perder de vista que estamos trabajando con aproximaciones. Obviamente, para k = 5, el
cero de F(x) no serd exactamente el quinto nlimero primo, por lo que aparece un error que estudiaremos
mads adelante.

3.1. Analisis de F.(x)
3.1.1. Caracteristicas generales

El dominio de F(x) lo determina la funcién logaritmica, dado que los otros elementos de F(x) son una
constante y una resta del valor de x. Por lo tanto, el dominio de F,(x) sera el del logaritmo neperiano, es
decir, (0, +00), y la funcién es continua en su dominio.

Dado que, para todo k, lim,._,, F.(x) = —o0, podemos afirmar que todas las funciones de la familia tienen
una asintota vertical en x = 0. Si se estudia el otro extremo del dominio de F(x), vemos que las imagenes
tienden también a menos infinito, lim,_, | o, F.(x) = —c0.

La convexidad de la funcién no cambia. La primera derivada de F,(x) es k/x — 1, cosa que indica un posible
extremo relativo cuando x = k. Teniendo en cuenta la asintota vertical en x = 0y que lim,,_, | o, F.(x) = —o0,
podemos asegurar que se trata de un maximo absoluto. Dicha afirmacién se confirma cuando se observa
que, si x < k, la derivada es positiva, y si x > k, la derivada es negativa.

La segunda derivada, —k/x?, asegura que no hay ningin punto de inflexién, ya que nunca se anula
(recordemos que k # 0).

3.1.2. Ceros de la funcion

Este es un apartado clave del andlisis de F,(x), ya que nos dard la informacién més relevante para la
investigacion. En esta seccion se analizara cudando se anula F(x), y cudntas veces lo hace.

Veamos que F(x) tiene como maximo dos ceros.

El pardmetro k tiene un efecto similar al de un factor de traslado, dado que, cuando aumenta el valor de k,
los valores de F (x) también aumentan (a partir de cierto x), y graficamente tenemos funciones similares
dispuestas como se puede observar en la figura 2. Experimentalmente se puede comprobar que el ntimero
de ceros varia entre 0 y 2 observando que F(x) y E(x) no cortan el eje X, pero a partir de F;(x) las gréficas
ya cortan dos veces el eje X.

En efecto, si k es mayor que un determinado valor, la funcién ha de cortar al menos una vez el eje X para
alcanzar el valor de F(x) en x = k, y, tal y como nos indica el limite lim, _, , ., F;(x) = —o0, es necesario
que F(x) vuelva a cortar el eje X. Dicho de otra forma, para x < k, F(x) es creciente, en x = k hay un
méximo absoluto y para x > k la funcién es decreciente. Por lo tanto, uno de los dos ceros serd menor que
k, y el otro serd mayor. Resumiendo, tenemos el siguiente resultado.

Proposicion2. Seak € R. Consideramos la funcién F,(x) = kIn(x)—x. Dicha funcion tiene las siguientes
propiedades.

(1) Sik < e, entonces F(x) # 0 para todo 0 < x.

(n) Sik=e, F(x)=0siysolosix=e.

(m) Si k > e, F.(x) = 0 tiene exactamente dos soluciones x,, x;, > 0 tales que x, < e y x; > e. Ademds,
G(xk) =k.
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Figura 2: Tlustracién de algunas de las primeras graficas consecutivas de F(x).

Demostracion. Encontrar los ceros de F(x) es equivalente a resolver la ecuacion k = x/In(x). Como la
expresion de la derecha de la igualdad es G(x), a efectos practicos se estd buscando la interseccion de y = k
y G(x). Como se ha visto que en x = e hay un minimo, automdticamente se demuestra (1). Cuando k = e,
y = k representa la tangente de G(x) en x = e, luego solo interseca una vez G(x), luego F.(x) se anula si'y
solo si x = e, demostrando asi (11). Al ser G(x) continua, lim,_,,+ G(x) = +oc0 y lim,._,, ., G(x) = +o0, en el
intervalo (1, €), G(x) asume todos los valores de (e, +0), y en (e, +oo0) también, pero en el primer intervalo
los valores son decrecientes, y en el segundo son crecientes, luego para k > e, y = k interseca dos veces
con G(x), luego F(x) tendra dos ceros, demostrando asi (111). [

Para las funciones que cortan dos veces al eje X, ;cuédl de los dos ceros nos da la informacién relevante para
la solucién del problema? Esta pregunta tiene una respuesta clara: el nimero primo serd mayor o igual
que la posiciéon asignada, ya que los elementos de la sucesiéon de los niimeros primos son naturales que
distan como minimo en una unidad, luego podemos deducir que el cero que nos interesa es el segundo,
ya que es el que tiene el mismo comportamiento que los nimeros primos.

3.1.3. Método 6ptimo a utilizar para encontrar los ceros de la funcion

El método 6ptimo es aquel que se adapta mejor a la funcién, o, simplemente, al entorno del cero de la
funcioén.

La funcién, después del méaximo absoluto en x = k, tiene una tendencia descendente, y segtn la in-
formacién que nos da la segunda derivada, que no presenta cambio de signo, se puede esperar que la
recta tangente en un punto x, > k aproxime muy bien la tendencia de F(x), permitiendo que el corte de
dicha tangente con el eje X sea muy cercano al cero de F(x). El método que utiliza tangentes para poder
aproximar ceros es el de Newton-Raphson, o método de la tangente [1].

El cuadro 3 muestra que, comparado con otros métodos conocidos, el método de la tangente es mas
efectivo para distintos valores de k (con una precisién requerida de 6 decimales).

El hecho de que los pardmetros iniciales estén més o menos cerca del cero puede afectar al namero de
pasos necesarios para obtener la aproximacién con la precisién requerida, pero en este caso estariamos
hablando de un efecto muy pequefio sobre los datos de la tabla anterior, por lo que podemos calificarlos
de vélidos. En las pruebas, el método de biseccion [1] y el de la regula falsi [6] tienen los mismos intervalos;
sin embargo, el de la secante [1] no, ya que para poder diferenciarlo del de la regula falsi se han escogido
imagenes que tengan el mismo signo. Por dltimo, el pardmetro inicial del método de la tangente es el valor
medio de los intervalos de la secante.
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f

Figura 3: Ejemplo de una primera iteracion del método de la tangente aplicada a F(x).

Cuadro 3: Rapidez con la que algunos de los métodos més conocidos convergen hacia el cero de F.(x) en
comparacioén con el método de la tangente.

Biseccién Regula falsi Secante Tangente
K Pardametros Numero Pardmetros Numero Pardmetros Numero Pardmetros Numero
iniciales de pasos iniciales de pasos iniciales de pasos iniciales de pasos
Xy = 20 X, = 20 Xy =11 _
10 X, = 45 26 X, = 45 6 X, = 25 6 x=18 4
,  Xg =250 Xy = 250 Xy = 146 _
100 — 840 0 =840 6 X, = 350 6 x =248 4
s Xo = 5500 Xo = 5500 Xy = 2521 _
10 x, = 12000 34 x, = 12000 6 x, = 5500 6 x = 4010 4
, X = 60000 Xo = 60000 Xy = 28000 _
10 x, = 150000 38 x, = 150000 x, = 70000 6 x = 49000 4

3.1.4. Sobre laimplementacién de los métodos numéricos en este estudio

Cada método ha sido programado en C++. El usuario necesita introducir los datos iniciales para que el
programa haga la primera iteracién, y el mismo programa ya va aumentando el valor de k, adecuando los
parametros iniciales cada vez que se trabaja con un nuevo valor de k.

El método escogido finalmente es el de la tangente y el programa realizado permite guardar la aproximacién
de cada cero en una lista para su posterior disposicién y manipulacion.

4. Error en las aproximaciones obtenidas con F,(x)

Por comodidad, en este apartado se trabajara con las siguientes definiciones. Para k > 1, R, seré el k-ésimo
numero primo. Para k > 3, definimos X, como la aproximacién de x; obtenida con el método de la
tangente.

En este apartado, ademads de estudiar el error relativo cometido en la aproximacioén, se afiadird un nuevo
elemento: una constante. Dicha constante es el valor por el que se deberia multiplicar la aproximacién
para obtener el nimero primo correcto, y se la denominara C(k): si k € Z3, C(k) = B/%y, donde x; estd
definido en la proposicién 2.
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Si se consiguiera modelizar estos valores, seria sencillo implementarlos en el proceso de obtencién de la
aproximacion, y de esta forma reducir el error cometido,

kln(x)—x =0,
xC(k) =~ R.

En el cuadro 4 se puede observar el comportamiento del error y de C(k) para valores comprendidos entre
3y 16 (recordemos que, para k = 1y k = 2, F.(x) no corta el eje X).

Cuadro 4: Comportamiento del error para ciertos valores de k.

Valor de k X B C(k) Error relativo
3 4,5364 5 1,1021 0,0927
4 8,6131 7 08127 0,2304
5 12,7132 11 0,8652 0,1557
6 16,9988 13 0,7647 0,3076
7 21,4649 17 0,7919 0,2626
8 26,0934 19 0,7451 0,3733
9 30,8672 23 0,7451 0,3420

10 35,7715 29 0,8107 0,2335
11 40,7938 31 0,7599 0,3159
12 45,9238 37 0,8056 0,2411
13 51,1525 41 0,8015 0,2476
14 56,4727 43 0,7614 0,3133
15 61,8773 47 0,7595 0,3165
16 67,3610 53 0,7868 0,2709

El error estd relacionado con C(k) de manera que si esta se va acercando a 1, el error serd mas pequefio, ya
que si en algiin momento C(k) fuera 1 significaria que la aproximacién misma corresponde al valor real.

El cambio de C(k) y del error cada vez que k aumenta su valor en uno es muy pequefo y se puede observar
que tiene un comportamiento oscilante, no tiene una progresion lineal.

Sin embargo, si se estudian los valores de C(k) para valores de k grandes, se aprecia que la tendencia
general es ascendente, sin llegar a alcanzar el valor 1, por lo que el error va, aparentemente, disminuyendo,
tal y como se puede observar en el cuadro 5.

Cuadro 5: Comportamiento del error para ciertos valores de k.

Valor de k Xy B C(k) Error relativo
9987 116 505,2633 104623 0,89801 0,113 57
9988 116518,0228 104639 0,898 04 0,11352
9989 116530,7824 104651 0,898 05 0,11351
9990 116543,5421 104659 0,898 02 0,11355
9991 116 556,3019 104677 0,898 08 0,11348
9992 116 569,0619 104681 0,89801 0,113 56
9993 116581,8219 104683 0,89793 0,113 66
9994 116594,5821 104693 0,89792 0,11368
9995 116607,3423 104701 0,89789 0,11371
9996 116620,1027 104707 0,897 84 0,11377
9997 116632,8632 104711 0,89778 0,113 85
9998 116 645,6238 104717 0,89773 0,11391
9999 116658,3845 104723 0,89768 0,11397

10000 116671,1453 104729 0,897 64 0,114 02

Se sigue apreciando el cambio lento del error y de C(k), incluso de forma més exagerada. También se
conservan las oscilaciones de los valores de C(k) y del error, pero son extremadamente mds pequenas.
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Viendo el comportamiento de C(k), es tentador pensar que este crecimiento tan lento significa que
acabara convergiendo a 1, cosa que implicaria que para valores muy grandes de k el error relativo seria
muy pequeiio. Presentamos este resultado.

Proposiciéon 3. Para todo k > 3 consideramos x, y K, definidos anteriormente. Entonces, se cumple que

Para demostrar este resultado se utilizara el siguiente lema.
Lema 4. Se tiene que
lim —~ =1
k—+co kIn(k)
Demostracion. Por el teorema 1, tenemos que

n(x)
xmtoo X/IN(X)

Como limy._,, o, B, = +o0, entonces
) 7(R)

1 — =1
kst oo B./In(B,)

Por definicién de 7(x), 7(B,) = k para todo k > 1. Por lo tanto,

. kIn(B)
1 =1
k—1>I-ll:100 B,
Como In(x) es continua, se tiene que
) kin(B)\ _ _

Desarrollando y dividiendo por In(B) se obtiene que

, In(k) = In(In(R)) _
kEToo(ln(B()-i- In(R) _1)_0'

Usando I'Hépital, se puede observar que lim;_, , ,, In(In(x))/In(x) = 0y, como lim;_, , ., B = +o0, entonces

i INONR) _

=0.
k=400 ID(BC)
De aqui se deduce que
In(k)
=1
koo IN(B)
Usando esta ultima igualdad y que lim,,_, . o, kIn(B)/B, = 1, se completa la demostracién del lema. u
Demostracion de la proposicion 3. Para k > 3 se tiene que
Xk
k=G(kx) = ——,
lo que implica que
- %k
- k ln(xk) ’
Tomando logaritmos, dividiendo por In(x;) y tomando limite cuando k tiende a infinito se deduce que
In(k)

k—>+ ln(xk) -
donde se ha usado que lim,._, , ,, X = +00. Combinando las dos ultimas igualdades se obtiene que
. Xk
1 —_— =
koteo KIN(K)

Utilizando entonces el lema 4 acaba la prueba. n
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Observacion. En la investigacion se ha trabajado con una aproximacion de x; dada por el método de la
tangente, a la que se ha denominado X (para k > 3). Dicha aproximacion se ha obtenido con un programa
con un error minimo definido, de tal forma que |x; — %;| < 1-1077. Luego el resultado anterior también
se aplica a X, ya que

. X . xx1077
lim =X = lim *——
k—>+ B( k—>+ B(

=1.

s

ot
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valores de

Figura 4: Comportamiento de C(k) para los primeros 10 000 valores de x.

5. Conclusiones iniciales

Teniendo en cuenta los resultados obtenidos en el apartado anterior, podemos decir que, aunque en cierto
modo se haya conseguido hablar de la inversa de G(x), en si misma la aproximacién obtenida con el
método descrito en este articulo no es muy buena. Es verdad que el error relativo tiene una tendencia
decreciente y se ha demostrado que C(k) tiende a 1 (cosa que implica que el error relativo tiende a 0), pero
si se mira la diferencia entre el valor obtenido y el valor real, se puede observar que dicha diferencia es muy
grande y aumenta cada vez que k lo hace. Por ejemplo, para k = 10 000 el ntimero primo correspondiente
a esta posicién es 104 729, mientras que la parte entera de la aproximacién que se obtiene es 116 671. Erra
por mas de 12 000 unidades. Es decir, el error relativo tiende a cero, pero el error absoluto va creciendo.

Sin embargo, si que se generan mds preguntas respecto al problema original. ;Qué pasaria si estudidsemos
los valores de C(k)? ;A qué se debe su comportamiento tan reacio al crecimiento? Dichas preguntas serdn
la base de un nuevo estudio.

6. Planteamiento de un nuevo estudio a partir de los resultados obtenidos

Gauss no fue el inico que explor6 la estructura x/In(x). Adrien-Marie Legendre, matematico francés,
propuso un cambio en la férmula de Gauss e introdujo una constante restando al logaritmo neperiano en
el denominador, concretamente —1,083 66 (de ahora en adelante la estructura de Legendre sera referida
como L(x), donde L(x) = x/(In(x) — 1,083 66)). Esta modificacién aparentemente reducia el error relativo
en gran medida, para los valores iniciales, como se puede apreciar en el cuadro 6.

Sin embargo, se puede apreciar que, mientras el error relativo utilizando G(x) va decreciendo, el error
relativo usando L(x) va creciendo, luego cabe la posibilidad de que, para valores muy grandes de x, con
G(x) se obtengan mejores aproximaciones que con L(x), aunque es algo que no sabemos.
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Cuadro 6: Comparacién entre las estructuras de Gauss y de Legendre.

Error relativo  Error relativo

x G(x) LGx) 7(x) de G(x) de L(x)
28422049 1656 038,33 1767 648,555 1766023 0,062 27 0,000 92
59462017 3321742,97 3535788,263 3532046 0,059 54 0,001 05
91483 589 4990 466,67 5304 008,298 5298 069 0,058 05 0,001 12

124143001 6661 124,08 7072 351,595 7064 092 0,057 04 0,001 16
157272821 8333 000,39 8840601,529 8830115 0,056 29 0,001 18
190776457 10005 786,4 10608 739,169 10596138 0,05571 0,001 18
224600587 11679798,4 12377 296,964 12362161 0,05519 0,001 22
258687353 13354272,2 14145605,831 14128184 0,054 77 0,001 23
293014009 15029649,8 15914 234,165 15894 207 0,054 39 0,001 26
327545129 16705403,7 17682 702,852 17660230 0,054 06 0,001 27
362267359 18381841,1 19451397,428 19426253 0,053 76 0,001 29
397151353 20058323,4 21219693,734 21192276 0,053 50 0,001 29
432194897 21735389,3 22988201,069 22958299 0,053 26 0,001 30
467376781 23412566,3 24756455,327 24724322 0,053 05 0,001 29
502699721 25090446,0 26525109,235 26490345 0,052 84 0,001 31
538148867 26768 720,1 28293862,735 28256368 0,052 64 0,001 32
573710677 28447 096,3 30062429,528 30022391 0,052 47 0,001 33

El cambio de Legendre es mds interesante por lo que representa mas que por lo que consigue. Legendre
deja claro que un factor restando en el denominador afecta, y mucho, al resultado final. Aplicando el mismo
proceso a L(x) que a G(x), definimos F"(x), y denotamos sus ceros como x%, y la aproximacién de sus ceros
como JEI,; La aproximacién obtenida tendria sus propias constantes, o valores de C(k). Ademas, el hecho
de que inicialmente con L(x) se obtenga un error relativo tan bajo parece indicar que las aproximaciones
de FkL(x) podrian ser, inicialmente al menos, notablemente mejores que las de F,(x). Véase, pues, la
diferencia entre las dos aproximaciones para valores de x relativamente pequefios (cuadro 7), donde se
confirma que para ciertos valores de x, con F(x) se obtienen mejores aproximaciones. ;Qué pasaria si
definiéramos otro pardmetro real libre, m, donde L(x) y G(x) serian casos particulares (m = —1,083 66 y
m = 0, respectivamente)?.

Cuadro 7: Comparacion entre las aproximaciones obtenidas con F.(x) y FX(x).

X Tk %k B, C(k) de F(x) C(k)de F-(x)
9987 116505,2633 104606,8800 104623 0,898 01 1,000 15
9988 116518,0228 104618,4599 104639 0,898 04 1,000 19
9989 116530,7824 104630,0400 104651 0,898 05 1,000 20
9990 116543,5421 104641,6201 104659 0,898 02 1,000 16
9991 116556,3019 104 653,2003 104677 0,898 08 1,000 22
9992 116569,0619 104664,7807 104681 0,898 01 1,000 15
9993 116581,8219 104676,3611 104683 0,897 93 1,000 06
9994 116594,5821 104687,9417 104693 0,897 92 1,000 04
9995 116607,3423 104699,5224 104701 0,897 89 1,00001
9996 116620,1027 104711,1031 104707 0,897 84 0,999 96
9997 116632,8632 104722,6840 104711 0,897 78 0,999 88
9998 116645,6238 104734,2650 104717 0,89773 0,999 83
9999 116658,3845 104 745,8461 104723 0,897 68 0,999 78

10000 116671,1453 104757,4274 104729 0,897 64 0,999 72

Con el nuevo pardmetro, la estructura a invertir seria x/(In(x) + m), que denotaremos como G,,(x). La
funcién G,,(x) tiene una asintota en x = e ™. La derivada de G,,(x) es (In(x) + m — 1)/(In(x) + m)?, donde
se observa que e!~" anula la derivada, luego en x = ¢!~ puede haber un extremo relativo, y haciendo
un estudio similar al de G(x) se llega a la conclusién de que es un minimo absoluto. Por tanto, a partir
de x = e!~™ la derivada serd siempre positiva, y, dado que G,,(x) es continua, también aseguramos su
inyectividad en el intervalo (e, +00). Como G,,(e!=™) = e¢!=™, estableceremos el dominio y la imagen
de G,,,(x) como (e, +00).
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ONSTANTE

VALOR DE G
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VALOR DE k

Figura 5: Representacién de C(k) para m = 0 (verde), m = —1,083 66 (rojo), m = —2 (azul) y m = 5 (negro).

Sea entonces F*(x) = k(In(x) + m) — x, donde el supuesto niimero primo en la posicién k-ésima serd un
cero de cada respectiva F(x), de tal manera que, si x" es dicho cero, G;;!(k) = xk,. De la misma forma
que con G(x), k € (e'™™, +c0), donde k > [e'~™| + 1 (| x] representa la parte entera de x), y, al representar
una posicion, k serd siempre natural.

Cabe destacar también que, para cada valor de m, C(k) variard. La figura 5 muestra las gréficas de C(k)
para diferentes valores de m. Noétese como todas las graficas tienen una tendencia aparente a acercarse
hacia 1, en especial con m = —1,083 66.

Corolario 5.  Para todo k > |~ + 1 consideramos x}' y B, definidos anteriormente. Entonces,

xm
lim & =1.
k—+co0 B
Demostracién. Es analoga a la de la proposicion 3. Se sigue cumpliendo que limy_,, o, In(k)/In(x*) =1,y
se puede seguir aplicando el lema 4 ya que se cumplia independientemente del pardmetro m. L]

Observacion. Como el error para calcular las aproximaciones de xj* es el mismo que el de xy, se cumple
que [x'—x'| < 1-1077, luego con el mismo razonamiento que con Xy, se tiene que limy_, , o, X3'/B, = 1.

Si se observan a la escala de la figura 5, parece que correspondan a gréficas de una funcién que bien
podria ser racional. Se ve una clara diferencia entre los valores de m negativos (cuyos valores iniciales son
superiores a 1) y los valores de m positivos y 0 (cuyos valores iniciales son inferiores a 1). Estos dltimos
tienen tendencia ascendente mientras que para los primeros la tendencia es decreciente.

Si se amplia la escala, se puede observar que la apariencia continua que se tiene «desde lejos» es falsa. Nos
encontramos con una distribucién caética de puntos, pero con algunas caracteristicas notables como que,
para distintos valores de m, los puntos tienen la misma distribucién en su forma para los mismos valores
de k. Por ejemplo, como muestran las figuras 6 y 7 param = -2y m = 0.

Este hecho se puede corroborar si se observa el cuadro 8. Se puede observar que, a medida que x va
creciendo, la diferencia entre los valores de C(k) de cada respectiva m tiene un cambio muy lento, como si
hubiera realmente un factor de traslado.
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Figura 6: C(k) para m = —2 para valores de k entre 40 016 y 40 034.
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Figura 7: C(k) para m = 0 para valores de k entre 40 020 y 40 034.
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Cuadro 8: Diferencia, en valor absoluto, entre los valores respectivos de C(k) param = -2 ym = 0.

Diferencia entre los Diferencia entre los
respectivos valores de C(k) respectivos valores de C(k)
10000 0,209 767 100000 0,165 663
10001 0,209 770 100001 0,165 663
10002 0,209 776 100002 0,165 664
10003 0,209 755 100003 0,165 664
10004 0,209 753 100004 0,165 666
10005 0,209 739 100 005 0,165 667
10006 0,209734 100006 0,165 665

Referencias

(1]

(2]

(3]
(4]

(5]

AGUILO GosrT, Francesc; BoapAs ELVIRA, Joan, y GARRIGA VALLE, Ernest. Temes de calcul. Temes clau.
Barcelona, ES: Universitat Politecnica de Catalunya. Servei de Publicacions, 1991. 1SBN: 978-84-7653-
116-7.

CAMACHO MEDINA, José de Jests. «Numeros Primos: Enigmas y Aplicaciones». En: MasScience (25 de
jun. de 2019). URL: https: //www.masscience.com/2019/06/25/numeros-primos-enigmas-y-
aplicaciones/.

GRACIAN, Enrique. Los ntimeros primos. Un largo camino al infinito. El mundo es matemaético. Barce-
lona, ES: RBA, 2010. 1SBN: 978-84-473-6625-5.

Harpy, Godfrey Harold y WriGHT, Edward Maitland. Introduction a la théorie des nombres. Trad. por
Sauvageot, E Con prél. de Goldstein, Catherine. 5.2 ed. Berlin, Heidelberg, DE: Springer, 2007. I1SBN:
978-3-540-64332-6.

MORENO CAsTILLO, Ricardo. Gauss. El principe de los matemdticos. 1.2 ed. La matemdtica en sus
personajes. Madrid, ES: Nivola, 2018. 1sBN: 978-84-15913-38-2.

WEISSTEIN, Eric W. Method of False Position. MathWorld-A Wolfram Web Resource. URL: https :
//mathworld.wolfram.com/MethodofFalsePosition.html (visitado 06-2020).

30

https://temat.es/


https://www.masscience.com/2019/06/25/numeros-primos-enigmas-y-aplicaciones/
https://www.masscience.com/2019/06/25/numeros-primos-enigmas-y-aplicaciones/
https://mathworld.wolfram.com/MethodofFalsePosition.html
https://mathworld.wolfram.com/MethodofFalsePosition.html
https://temat.es/

Fundamentos de la computacion cuantica

& Vicente Lopez Oliva Resumen: La computacién cudntica es un nuevo paradigma que permite abor-
Universitat Jaume I dar algunos problemas intratables con los ordenadores actuales. El impacto de
al341918@uji.es los futuros ordenadores cudnticos puede ser enorme en multiples dreas como la

criptografia, la simulacién cudntica o el aprendizaje automaético. En este articulo
describimos los fundamentos de la computacién cudntica, incluyendo tanto las
bases matemadticas que la sustentan como las propiedades de la mecdanica cudntica
que aprovecha para lograr toda su potencia computacional. En concreto, intro-
ducimos conceptos como la superposicion, el entrelazamiento o el paralelismo
cuéntico. También mostramos cémo las transformaciones de estados cudnticos
se implementan en forma de puertas con las que se construyen circuitos y crean
algoritmos cudnticos. Para ilustrar estos ultimos mostramos el funcionamiento de
un algoritmo cudntico sencillo pero sorprendente, que nos permite la teleportacion
de estados cudnticos.

Abstract: Quantum computing is a new paradigm that makes it possible to tackle
some problems which are intractable with today’s computers. The impact of future
quantum computers could be enormous in many areas such as cryptography,
quantum simulation and machine learning. In this paper we describe the funda-
mentals of quantum computing, including both the mathematical foundations
that underpin it and the properties of quantum mechanics that it harnesses to
achieve its full computational power. In particular, we introduce concepts such
as superposition, entanglement and quantum parallelism. We also show how
quantum state transformations are implemented in the form of gates with which
to build circuits and create quantum algorithms. To illustrate these, we show the
implementation of a simple but surprising quantum algorithm that allows us to
teleport quantum states.

Palabras clave: computacién cudntica, cibit, entrelazamiento, espacio vectorial
complejo, algoritmos cudnticos, teleportacién cudntica.

MSC2020: 81P68, 68Q12.

Recibido: 2 de marzo de 2021.
Aceptado: 8 de julio de 2021.

Agradecimientos: Quiero mostrar mi agradecimiento al profesor Ximo Gual por darme la oportunidad de realizar
el TFG [11], y al profesor José Manuel Badia, sin cuya ayuda no habria sido posible desarrollar el TFG y este
articulo no habria visto la luz.

Referencia: LOPEz OLIva, Vicente. «Fundamentos de la computacion cuantica». En: TEMat, 6 (2022), pags. 31-47.
ISSN: 2530-9633. URL: https://temat.es/articulo/2022-p31.

@@® Este trabajo se distribuye bajo una licencia Creative Commons Reconocimiento 4.0 Internacional
https://creativecommons.org/licenses/by/4.0/


mailto:al341918@uji.es
https://temat.es/articulo/2022-p31
https://creativecommons.org/licenses/by/4.0/

Fundamentos de la computacién cudntica

1. Introduccion

En la actualidad, tenemos computadores capaces de realizar tareas extremadamente complejas y costosas
en segundos!. No obstante, existen problemas para los que no se conoce ninguna solucién con coste
polinémico y que se clasifican en la clase NP [12, cap. 3]. Las soluciones a estos problemas tienen un coste
exponencial, que los hace intratables para la computacién clésica.

Por ejemplo, la simulacién realista del comportamiento de sistemas cudnticos sencillos, tales como
pequeiias moléculas o reacciones quimicas, teniendo en cuenta los efectos de la mecédnica cudntica,
tiene un coste espacial y temporal tan elevado que no es posible abordarla con los ordenadores clasicos
actuales ni previsibles en el futuro. Debido a ello, en 1982 el fisico Richard Feynman propuso la creacién
de ordenadores que sacaran provecho de ese mismo tipo de propiedades cuanticas para poder llevar a
cabo este tipo de simulaciones [6].

Las propiedades que muestran los sistemas cuédnticos han sorprendido por igual a fisicos, matematicos
y todo tipo de cientificos desde que fueron descubiertas, debido a que contradicen el comportamiento
habitual de los objetos macroscépicos que estamos acostumbrados a observar a nuestro alrededor. A pesar
de ello, propiedades como el entrelazamiento o la superposicién se han podido aprovechar para disefiar
algoritmos cudnticos que podran resolver en horas problemas tan importantes como la factorizaciéon de
nameros enteros, que se encuentra en la base de gran parte de los sistemas criptogréficos actuales [9,
cap. 4]. De hecho, la computacién cuédntica ha permitido definir nuevas clases de complejidad, tales como
BQP, que incluye los problemas que pueden resolverse con una probabilidad acotada de error usando
circuitos cudnticos de tamafio polinémico. Lo llamativo es que esta clase incluye algunos de los problemas
NP antes mencionados, tales como el de factorizacién [12, cap. 1].

Se estdn realizando grandes avances en la construccién de ordenadores cudnticos, aunque faltan afios
para poder superar las diferentes dificultades tecnolégicas a las que nos enfrentamos tales como, por
ejemplo, el tratamiento de errores [12, cap. 10]. No obstante, el aumento de potencia de cdlculo asociado
a estos ordenadores puede suponer grandes avances en campos con un enorme potencial econémico y
social, como pueden ser los campos de la quimica [19], la farmacologia [7] o el aprendizaje automatico [17,
cap. 1], entre otros.

2. Unidad basica de informacion

2.1. Definicion de cabit

Sabemos que la computacién cldsica, la que opera en los ordenadores que podemos encontrar en nuestro
dia a dia, utiliza una unidad bdésica de informacién que llamamos bit. Estos bits representan estados y son
utilizados no solo para hacer funcionar el propio ordenador, sino también para almacenar informacién.
Empecemos por definir qué es un bit.

Definicion 1. Un bit b € {0, 1} es la unidad minima de informacién empleada tanto en los computadores
clasicos como en la teoria de la informacion clésica.

Es importante tener en cuenta que en cada momento un bit solo puede estar en uno de sus dos estados
posibles, 0 o 1. Dicho de otro modo, ambos estados son excluyentes. La composicién de miltiples bits
acaba dando lugar a la informacién con la que trabaja nuestro ordenador. Por ejemplo, para representar la
letra Q haciendo uso de los bits cldsicos, utilizaremos el conjunto de bits 01011001, segtin la representacién
del c6digo ASCII. El homélogo al bit cldsico y el que es la unidad de informacién bdsica en computacién
cudntica es el bit cudntico o cubit.

Podemos dar una primera definicién de cibit de forma andloga al bit de la siguiente forma.

Definicion 2. Un cibit 9 es la unidad minima de informacién cuantica empleada tanto en los compu-
tadores cudnticos como en la teoria de la informacién cuantica.

Ihttps://top500.org

32 https://temat.es/


https://top500.org
https://temat.es/

Lépez Oliva

Un cubit, al igual que un bit clasico, puede estar en dos estados basicos que se representan utilizando
una notacién especial. La notacién de Dirac, también denominada notacion bra-ket, fue propuesta por
primera vez por Dirac [4]. Haremos uso de la notacién ket para representar el vector v de la forma
[v) = [vy, ..., v,]" y1a notacién bra para expresar el vector w', que es el transpuesto conjugado de w, de
la forma (w| = [wy, ..., W, ]. Utilizando esta notacién, el producto escalar de w' y v vendria representado
como (w|v). Esta notacién es utilizada en mecénica cuantica para hacer referencia a vectores en un espacio
de Hilbert y esta justificada porque un espacio de este tipo y su dual son isomorfos. De este modo, cada
bra corresponde exactamente a un ket y viceversa [12].

La diferencia esencial respecto a los bits clasicos es que los bits cudnticos aprovechan propiedades de
la mecénica cuéntica para conseguir en algunas circunstancias un aumento enorme en la capacidad de
informacién que pueden almacenar y procesar. La propiedad que explotan para lograrlo es la superposicion
de estados, que hace que un cubit no esté restringido a sus dos estados bésicos, sino que puede estar en
una combinacién lineal de ambos. Esto da lugar a un conjunto infinito de estados posibles en los que
puede estar el ctibit. Mds formalmente, los estados de un ctbit se definen de la siguiente forma.

Definicién 3. Sean a, 8 € C con |af*> + |B|*> = 1. Definimos el estado de un cibit 1 sobre la base estandar
{10, ]1)} como
[¥) = a|0) + B[1),

donde a y 8 se denominan amplitudes de estado. Es habitual representar el estado en forma vectorial
como [a, B]T, lo que nos permite ver que la base estandar viene dada por {[1,0]7, [0, 1]7}.

Segun la definicién anterior, un ctbit puede estar en una combinacién lineal de estados bdsicos. Sin
embargo, las amplitudes que determinan dicha combinacién no pueden ser obtenidas de forma simulténea.
Solo podemos obtenerlas de forma experimental bajo ciertas condiciones utilizando técnicas como la
tomografia cudntica. Para acceder a la informacién del cibit, es necesario realizar una medida. La medida
de un ctibit en la base estdndar nos dara un tinico valor 0 o 1, «colapsando» el estado de nuestro ctbit en
uno de los estados bésicos con probabilidad |«|? de medir un 0 y |3|?> de medir un 1. El hecho de que la
probabilidad total de medir uno de los dos estados sea 1 explica la condicién impuesta en la definicién
(Ja|?> + |B|? = 1). Una vez el estado ha colapsado, no importa cudntas veces volvamos a realizar la medida
en la misma base, el resultado siempre serd el mismo.

La medicién de estado de un cubit puede interpretarse geométricamente como la proyeccién del vector
asociado i) sobre alguno de los vectores de una determinada base (por ejemplo, {|v,), |v,)}). En concreto,
la probabilidad de obtener el estado |v;) tras realizar la medida viene dada por p(|v;)) = |[{v;|¥)/?.

Hemos visto que el ctbit suele representarse como un vector. En concreto como un vector complejo en un
espacio de Hilbert. Vamos a concretar brevemente esta definicién.

Definicion 4. Un espacio vectorial complejo es un espacio vectorial cuyas propiedades se extienden al
dominio de los complejos.

Si anadimos el producto escalar (-|-) y una propiedad adicional a un espacio vectorial, obtenemos un
espacio de Hilbert, que podemos definir de la siguiente forma.

Definicion 5. Un espacio de Hilbert es un espacio vectorial completo cuya norma procede de un producto
escalar.

Que el espacio vectorial sea completo significa que cualquier secuencia de Cauchy de vectores del mismo
converge a algin vector que también pertenece al espacio [10]. El producto escalar dota de una métrica al
espacio vectorial, lo que nos permite definir la longitud de los vectores usando la siguiente norma:

(1) 1Pl =~/ Plb).

Una vez definido el concepto de espacio de Hilbert, podemos dar una nueva definicién tanto de ctbit
como de los estados que puede adoptar.

Definicion 6. Un ciibit es un espacio de Hilbert de dos dimensiones.
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Definicion 7. Un estado puro de un ctibit es cualquier vector unitario (de longitud 1) en el espacio de
Hilbert.

A partir de (1) y de la definicién 3, podemos ver que la longitud de todo vector representando un estado

puro viene dada por
¥l = V@xa+pxp=lal+IBP =1,

donde o yﬁ son las amplitudes complejas conjugadas y * representa el producto de nimeros complejos.

La unitariedad de los vectores representando estados cudnticos, y no solo los basados en un solo ctbit sino
también en varios, es fundamental puesto que, como hemos comentado anteriormente, las componentes
de dichos vectores estan asociadas a las probabilidades de cada uno de los estados basicos y estas siempre
tienen que sumar 1. Podemos ver mds detalles en el libro de Loceff [10].

Tengamos en cuenta que los estados puros son aquellos de los que conocemos toda la informacién. Sin
embargo, también existen los estados mezcla, de los que no se dispone de toda la informacién. Estos se
suelen definir mediante una combinacién de distintos estados puros con una determinada distribucién
de probabilidad y se representan mediante matrices de densidad [12, cap. 2]. En lo que resta de articulo,
nos centraremos en las propiedades y funcionamiento de los estados puros.

2.2. Esfera de Bloch

En este apartado, vamos a ver una representacion alternativa de los ctibits que nos ayudard a visualizar sus
estados y las transformaciones que hagamos sobre ellos. Segtn la definicién 3, un cibit viene dado por dos
nameros complejos, lo que quiere decir que tenemos cuatro valores reales, que no pueden representarse
graficamente de forma sencilla. No obstante, si revisamos la definicién con mas detalle nos daremos
cuenta de que podemos representar un ciibit en un espacio de tres dimensiones aprovechando ciertas
restricciones sobre los valores posibles de ambos nimeros complejos. Para llegar a esta representacion
comenzaremos por usar la forma polar para las dos amplitudes:

a = rye'o, B = el
A partir de ellas podemos representar nuestro ctibit como

(2) [1) = r,el®0]|0) 4+ rei%1|1).

Si extraemos e'% como factor comtin, obtenemos que
) = €% (110) + e @=P|1)),
donde ¢, se denomina fase global y (¢, — ¢,) se denomina fase relativa.
La fase global, tal y como la hemos definido, cumple la siguiente propiedad.
Propiedad 8. La fase global de un ctibit no altera la probabilidad de medir sus estados base.

Demostracién. Sea i un cubit con a, 8 € C de forma que |) = «|0) + 3]1). Si le aplicamos una fase global
¢ = e'?, obtenemos que

|cp) = cal0) + cBl1).

Dado que |¢| = |e'®| = 1, para todo ¢, las probabilidades de medir los estados base |0) y |1), respectivamente,
son

10) = |eaf? = [e[*|af* = |af?,

1) = [cBI* = [c[*|BI* = |BI*. n

Esto hace que los efectos de la fase global no sean observables mediante ningtin experimento que mida el
estado del cbit.
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Por el contrario, la fase relativa si puede medirse si elegimos la base adecuada y, ademads, su influencia
serd fundamental para la implementacién de los algoritmos cudnticos.

Por otro lado, teniendo en cuenta que |a|? + |8|? = 1y su representacion en (2),
ol + 1817 = [ el + [ne'® 2 = |y *e'?o? + |1 P[] = 1.

Luego, dado que r, y ; son ntimeros reales, tenemos que %2 + 12 = 1. Por lo tanto, podemos encontrar un
dngulo 9/2 de forma tnica tal que

I —cos<6> n —sen<6>

b= 5) 1= 5)

Esto nos permite reescribir un ctibit como
0 : 0
) = cos (§> |0) + e!® sen <§> 1),

que tiene Gnicamente dos pardmetros reales, cuyos valores cumplen 0 < ¢ < 21y 0 < 6/2 < 1/2 (véase el
libro de Sutor [17]). Podemos, pues, obtener una representacion de los cubits como puntos en la superficie
de una esfera en un espacio R® que podemos ver en la figura 1. Esta representacion esférica es la que se
conoce como esfera de Bloch. Cada estado de un cubit viene dado de forma tinica por dos dngulos en esta
esfera, que corresponden a la latitud (6) y la longitud (¢) que utilizamos, por ejemplo, para representar la
posicién de un objeto en la esfera terrestre.

Podemos ver que en la esfera los dos estados que definen la base estdndar, |0), |1), que son ortogonales en
el espacio de Hilbert, se representan como antipodales. Haber elegido /2 como dngulo definido por iy y
permite que cada estado puro quede representado por un tnico punto en la superficie de la esfera y que
el 4&ngulo que nos da la latitud sea 6. De hecho, mientras los estados puros quedan representados sobre la
supetficie, los estados mezcla, de los que hemos hablado anteriormente, se corresponden a los puntos en
el interior de la misma.

Figura 1: Esfera de Bloch para un cubit arbitrario [i).

2.3. Transformaciones de estados cuanticos

Una vez definida la unidad bésica de informacién cuéntica, veamos cémo manipularla. En computacién
cudntica, para manipular el estado de los ctbits se usan transformaciones lineales, que vienen definidas
de la siguiente forma.

Definicion 9. Sean dos espacios vectoriales V'y Wy sea una funcién T: V — W. Diremos que T es una
transformacién lineal si cumple las siguientes propiedades:

(1) paratodov € Vytodow € W, T(v + w) = T(v) + T(w);
(n) paratodov € Vytodoc € C, T(cv) = cT(v).
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Mas concretamente, al operar con cubits, se utilizan transformaciones lineales unitarias que vienen dadas
por matrices unitarias®. Recordemos su definicién.

Definicién 10. Sea M € C™". Diremos que M es una matriz unitaria si cumple que MM" = I, siendo M
la transpuesta conjugada de M.

Las matrices unitarias tienen propiedades que permiten realizar modificaciones sucesivas de los ctbits,
manteniendo siempre un estado cudntico puro conforme a la definicién 7. La primera de estas propiedades
es la siguiente.

Propiedad 11. Sean M, M’ € C"*" dos matrices unitarias. Entonces, MM' es una matriz unitaria.

Esta propiedad implica que podemos componer sucesivas transformaciones unitarias en una nueva
transformaciéon unitaria. La segunda propiedad importante es que las matrices unitarias preservan el
producto escalar.

Propiedad 12. Sea M € C™" una matriz unitaria y sean v, w € C". Entonces, (Mv|Mw) = (v|w).

Esto implica que el médulo del vector asociado a los estados de los ctibits se mantiene inalterado, preser-
vando su longitud unidad. Podemos ver mds detalles, por ejemplo, en el libro de Yanofsky y Mannucci [18].

En los sistemas clédsicos, para modificar la informacién, disponemos de puertas como la AND o como la
OR que nos sirven para operar con los bits [17, cap. 2]. En computacién cudntica, tenemos sus homélogos,
las puertas cudnticas, que pueden definirse del siguiente modo.

Definicion 13. Una puerta cudntica es un operador que actiia sobre cubits y estd representado por una
matriz unitaria.

Esto implica que, dada una puerta cudntica G, siempre vamos a poder encontrar otra puerta G’ de forma
que GG’ = I (en particular, con G’ = G, por ser G unitaria). Asi pues, podemos decir que toda puerta
cudntica es reversible, es decir, podemos deducir los valores de entrada conociendo solamente los valores
de salida, al contrario de lo que ocurre con algunas puertas clésicas [10, cap. 5].

Veamos algunas de las puertas cudnticas sobre un ctbit més utilizadas. La primera puerta que vamos a
describir es la conocida como puerta de Hadamard y se representa como H. Esta puerta es una de las més
importantes, ya que es la que nos permite conseguir un ctibit en un estado de superposicién partiendo de
un ctbit que se encontraba en uno de los estados basicos {|0), |1)}. Si aplicamos la puerta sobre los estados
bésicos, obtenemos los siguientes estados:

0) +11) 0) = 11).

V2 V2

De este modo, al aplicar la puerta de Hadamard sobre los estados bdsicos, obtenemos una superposiciéon
equiprobable de los mismos. Esto es, si medimos cualquiera de los estados resultantes, obtendremos
los estados |0) 0 |1) con un 50 % de probabilidad. Notemos que {|+), |—)} forman también una base del
espacio de Hilbert, que se conoce como base de Hadamard o base Pauli X. Podemos ver en la figura 2
que la aplicacién de la puerta de Hadamard, como la del resto de puertas cudnticas, corresponde con
una rotaciéon del vector asociado al estado cudntico en la esfera de Bloch. La puerta de Hadamard tiene
asociada la siguiente matriz unitaria:

[+) = H|0) = ) |-)=HI|1) =

1
oLl 1]
Vel =
Si se aplica una puerta de Hadamard sobre un elemento de la base de Hadamard, por ejemplo sobre el
estado |+), se tiene que

Hi+) = H—=((0) + |1)) = —=(H|0) + H|1)) = 2(0) + |1) + [0) — 1)) = [0),
2 \2 2

\/_

2Recordemos que, dada una transformacién lineal, podemos encontrar una matriz que represente dicha transformacioén y
viceversa (véase el libro de Loceff [10, cap. 5]), luego podemos hablar de ellas indistintamente.
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Figura 2: Efecto al aplicar Hadamard sobre el estado |0).

donde se puede observar que las fases del estado |0) se han sumado, mientras que las fases del estado |1) se
han cancelado. Este fenémeno se denomina interferencia y en algunos casos actia de forma constructiva
y en otros destructiva. Muchos algoritmos cuédnticos aprovechan esta propiedad y transforman los estados
cuénticos para lograr incrementar las probabilidades asociadas a los estados que son solucién del problema
y reducir o eliminar las probabilidades del resto de estados.

Las siguientes puertas que introducimos son las puertas de Pauli, que son los generadores del grupo especial
unitario SU(2). Dado que este grupo es isomorfo con el grupo de rotacién SO(3), las tres puertas de Pauli
nos permiten representar cualquier rotacién en tres dimensiones. De hecho, sus nombres corresponden a
los ejes sobre los que cada una de ellas realiza una rotacion: X, Yy Z. Sus matrices unitarias asociadas son

las siguientes:
0 1 0 —i 1 0
S TR H Rt

La puerta X corresponde a una rotacién de 180° respecto al eje x de la esfera, tal y como puede verse
en la figura 3a, donde la flecha azul representa el estado anterior a la transformacién del estado |0) y
la flecha roja el estado posterior. Esta puerta se suele denominar también NOT porque transforma el
estado |0) en |1) y viceversa. También se denomina bit-flip debido a que, dado un cibit en superposiciéon
[¥) = a]0) + B|1), lo transforma en X|) = 5|0) + «|1), es decir, intercambia las amplitudes de los estados
base.

La puerta Z corresponde a una rotacién de 180° respecto al eje z. Su efecto sobre los estados bdsicos es
dejar inalterado el estado |0) y convertir el estado |1) en —|1). Estas transformaciones no modifican la
representacion de ambos estados en la esfera de Bloch, tal y como puede observarse en la figura 3b. La
mejor forma de ver el efecto de esta puerta es aplicarla sobre los estados de la base de Hadamard. El estado
[+) = (]0) + |1))/\/§ lo transforma en Z|y) = (|0) — |1>)/\/§ = |—) y viceversa. Con este ejemplo podemos
ver que esta puerta aplica una fase relativa adicional de 180° al estado, cambiando el signo + por —y
viceversa, de ahi que la puerta Z se denomine también phase-flip.

Por ultimo, la puerta Y corresponde a una rotacién de 180° respecto al eje Y. Su efecto sobre los estados
bésicos es convertir el estado |0) en i|1) y el estado |1) en —i|0). Podemos ver que, si aplicamos una puerta
Y sobre un estado cualquiera en superposicion, |) = a|0) + 3|1), su efecto es el siguiente:

Y[$) = —iB|0) + ia|l) = —i(B|0) — a[1)) = B|0) — a|1).

La dltima equivalencia viene dada por el hecho ya comentado con anterioridad de que dos estados
cuanticos que solo se diferencien por una fase global de médulo unidad son indistinguibles. Por tanto,
podemos ver que la puerta Y combina un bit-flip con un phase-flip.

La figura 3 representa el efecto de aplicar las puertas de Pauli sobre el estado |0). Debemos notar que las
figuras 3a y 3b son iguales, aunque hemos llegado al mismo estado a través de la rotacién alrededor dos
ejes diferentes, x e y. Notemos también que, en la figura 3c, el estado |0) no se ha visto afectado por la
transformacion Z, dado que esta realiza una rotacion sobre el eje z en el que se sittia el vector.

Para ver mejor la diferencia entre las puertas X e Y, vamos a aplicarlas sobre el estado resultante de la
figura 2 (es decir, sobre el estado |+)), obteniendo como resultado las esferas de la figura 4. En este caso,
podemos ver como es la puerta X la que deja invariante el ctbit, ya que gira sobre el mismo eje en que se
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(i [ i
(a) Efecto de X. (b) Efecto de Y. (c) Efecto de Z.

Figura 3: Efectos de las puertas de Pauli sobre el estado |0). En azul el estado inicial y en rojo el final.

(a) Efecto de X. (b) Efecto de Y. (c) Efecto de Z.

Figura 4: Efectos de las puertas de Pauli sobre el estado |+). En azul el estado inicial y en rojo el final.

encuentra, mientras que las puertas Yy Z confluyen en el mismo resultado, aunque rotando alrededor de
dos ejes distintos.

Podemos generalizar las rotaciones alrededor del eje z mediante la puerta Rg, asociada a la siguiente
matriz unitaria:

, [1 0
. -]t 8]

Esta puerta realiza una rotacién de dngulo ¢ alrededor de z, lo que supone un cambio de fase en el
estado del ctibit. Podemos ver que la puerta Z es un caso particular de esta puerta (Z = RZ). Otros casos
particulares de esta puerta son S = Rﬁ pYT = Ri /4 Cuyos efectos sobre el estado |+) pueden verse en la
figura 5.

0) [0}
A/,, p /\ Y ,
1) Y
(a) Efecto de S. (b) Efecto de T.

Figura 5: Efectos de las rotaciones sobre el estado |+). En azul, el estado inicial y en rojo, el final.

3. Sistemas cuanticos

3.1. Combinar maltiples cabits

Al igual que disponer de un ordenador cldsico con un tinico bit no es de mucha utilidad, un ordenador
cudntico con un tnico cibit tampoco, debido a la cantidad limitada de informacién que se puede manejar.
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En concreto, un cuibit nos permite almacenar dos ntimeros complejos correspondientes a sus amplitudes.
Es por ello que se hace necesario combinar ctbits para poder conseguir sistemas que permitan trabajar
con mayores cantidades de informacion. Los espacios vectoriales asociados a los ctbits se combinan
usando el producto tensorial. En concreto, utilizaremos el producto de Kronecker, que podemos definir
para vectores complejos de la siguiente forma.

Definicion 14. Sean A € C"y B € C™ de la forma

Se define el producto de Kronecker para vectores como

ab,
a;-B
A®B= ] = ‘;11;’“
an . B 2: 1
anbm

Esto es, para llevar a cabo el producto, multiplicamos cada uno de los elementos del primer vector por
todos los del segundo.

Veamos un ejemplo sencillo de cémo combinar dos cibits. Supongamos que tenemos los cibits represen-
tados por los siguientes vectores: [0;) = [, 8117 ¥ |¥,) = [, B»]". Entonces, el sistema cuéntico definido
por ambos es

o,
@) [90) @ [2) = [Zi] ® [2‘2] - |

P12

Este producto se puede aplicar sobre los vectores de la base del espacio vectorial. Por ejemplo, si utilizamos
la base de célculo {|0), [1)} de un ctbit, la combinacién de todas las parejas posibles formadas con sus
elementos da lugar a la base anédloga para un sistema de dos cubits. Asi, dicha base se construye como
{10 ® 0), |0) ® |1),|1) ® |0),]1) ® [1)}, y suele expresarse de forma compacta como {|00), |01), |10), |[11)}.
Podemos comprobar que dichos vectores tienen dimensién 22 y son

100) = , |o1) = , 10) =

0
0
0

S O O+
o O = O
= o O O

Asi pues, los cubits se combinan con el producto tensorial conforme al siguiente teorema.

Teorema 15. Sean dos sistemas cudnticos independientes Q y Q', representados respectivamente por
. . ! . . . . 4 P
los espacios de Hilbert V y V' . Entonces, el sistema cudntico resultante al combinar Q y Q tendrd el
. ! .
producto tensorial V ® V' como espacio de los estados.

El estado resultante de combinar dos ctbits usando (4) se denomina estado separable, ya que, dado el estado
[0, a1 85, B1ca, B1B2]T, podemos obtener los estados (las amplitudes) de los dos ctibits combinados. Sin
embargo, en la gran mayoria de los casos, no es posible separar dichos estados. Por ejemplo, el estado
[¥) = [1/\/5, 0,0, 1/\/5]T no puede separarse en dos cubits independientes. Cuando esto ocurre se dice que
el sistema cudntico esta en un estado no separable, mas habitualmente denominado estado entrelazado.

Definicion 16. Diremos que un sistema cudntico 1) estd en un estado entrelazado o no separable si no
existen [1hy), [1h,) de forma que [¢) = [1h)) @ [¢,).
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El entrelazamiento es uno de los fendmenos més llamativos y dificiles de explicar de la mecénica cudntica
y también es una de las propiedades que son la base del funcionamiento de la mayoria de los algoritmos
cudnticos. Esto se debe a la siguiente propiedad.

Propiedad 17. Sea un sistema cudntico |¢) en un estado entrelazado de dos ctibits [,) y |),). Entonces,
cualquier cambio sobre el estado del ctibit |,) modificard el estado del ctibit |,) independientemente de
la distancia entre ellos.

Intentemos explicarlo con un ejemplo. Supongamos que tenemos dos cibits entrelazados en el siguiente
estado:

y que hemos separado los sistemas fisicos que almacenan ambos cibits una enorme distancia; por ejemplo,
tenemos uno en la Tierra y otro en Jipiter. Sabemos que si medimos en la Tierra el primer ctibit y obtenemos
el estado |0), el segundo estara necesariamente en ese mismo estado |0), y lo mismo ocurrird si al medir
el estado del primer ctibit obtenemos |1). Ademas, el colapso del estado del segundo ctbit se producird
de modo simultaneo al producido al medir el primero, independientemente de la distancia y de que el
limite de la velocidad de la luz impide que se dé una comunicacién instantdnea entre la Tierra y Jupiter.
El entrelazamiento da lugar, pues, a un fenémeno «misterioso» que Albert Einstein denominé «accién
fantasmal a distancia». Esto es, sabemos que el resultado de medir cada ctbit por separado es totalmente
aleatorio y que existe una probabilidad del 50 % de que lo midamos en cada uno de los dos estados bésicos.
Sin embargo, existe una correlacion total entre los estados de ambos ctibits que hace que el estado del
segundo cubit quede, en ese caso, definido con un 100 % de probabilidad. Asi pues, el estado del sistema
de dos cubits entrelazados solo puede entenderse completamente como un estado global y no como dos
componentes manipulables por separado. No obstante, el entrelazamiento no permite la transmisién de
informacién mds rapido que la luz. Si medimos el ctibit en la Tierra y obtenemos un |0), no podremos saber
si ha sido un resultado aleatorio o es porque se ha medido primero el ctibit en Jupiter y se ha obtenido ese
mismo valor. Tal y como veremos al describir la teleportacién cudntica, solo usando un canal cldsico para
comunicar esa informacién podremos saber quién lo midi6 primero [1, 5].

(100) + [11)),

En (4) hemos visto que el producto tensorial de dos sistemas de C? resulta en un nuevo sistema en C*. Esto
es, combinar dos ctbits duplica el tamafio del espacio vectorial. En general, el crecimiento del tamafio de
los sistemas cudnticos viene dado por la siguiente propiedad.

Propiedad 18. Sea A € C" y sea B € C™. Entonces, el producto tensorial A ® B pertenece al espacio C"™.

Sabemos que los ctibits nos permiten almacenar informacién codificada en las amplitudes. Un ctbit nos
permite almacenar dos estados posibles al mismo tiempo, cada uno de ellos con una cierta probabilidad.
En base a la propiedad anterior asociada al producto tensorial, dos ctbits nos permitirdn almacenar
2 x 2 = 22 estados y, en general, n ctbits nos permitirdn almacenar 2" estados. Aumentar en uno la
cantidad de cubits disponibles duplica la cantidad de informacién que podemos almacenar. Esto es, la
informacién almacenable y utilizable en los algoritmos aumenta exponencialmente con el nimero de
cubits. En contraste, en el caso de los bits clasicos, la informacién almacenable aumenta solo linealmente
con el nimero de bits.

3.2. Transformaciones con multiples cabits

En el apartado 3.1 vimos que las transformaciones de los estados de un ctbit se asocian a matrices
complejas de tamafio 2 X 2. Dado que los estados de n ctibits se representan mediante vectores de tamafio
2", las matrices asociadas a sus transformaciones seran de tamaino 2" x 2". Estas transformaciones se
suelen implementar mediante la combinacién de puertas cuanticas de uno y dos cubits.

Por ejemplo, supongamos que tenemos un sistema cudntico de dos ctbits dado por [¢) = [;) ® [P,)
y queremos aplicar una transformacién de Hadamard a cada uno de ellos. En ese caso, en base a las
propiedades del producto tensorial (véase el libro de Scherer [15]), obtenemos que

Hlyy) ® Hly,) = (H ® H)([$1) ® [¥,) = (H ® H)|p) = HZ?[)).
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Por tanto, H®? = H® H es una transformacién sobre dos ciibits que tiene el efecto de aplicar una Hadamard
sobre el primer cubit y otra sobre el segundo. De forma andloga, si se quiere aplicar la transformacién de
Hadamard tGnicamente sobre el primer ctbit, aplicaremos a ambos ctbits la transformacién dada por
H ® I, siendo I, la matriz identidad en C2. Para poder realizar estas operaciones, es necesario extender la
definici6én del producto de Kronecker a matrices complejas.

Definicion 19. Sean dos matrices complejas A y B de la forma

A ot Gin by, - by
A= : I B=] : :
AGmi1  ° Qmn bp,l bp,t

Se define el producto de Kronecker como

apibiyy 0 agbyy apby o ayRbyg
a;,-B a;,- B ’ ’ I )

A®B= . . . _ al,lbp,l al,lbp,t al,pr,l al,nbp,t
) ’ ) a,b <+ Qyqb a,,b -+ Qyub

Gy - B Gyn - B 21911 2191t 22011 2nOt

am,lbl,l am,lbp,t am,sz,l am,nbp,t

Esta nueva definicién permite obtener la matriz asociada a H ® H:

1 1 1

1
11 1 11 1] 1|1 -1 1 -1
H®H‘E[1 —1]‘8’_[ ]‘E 1 1 -1 -1
1 -1 -1 1

Si aplicamos esta transformacion H®? al estado |00) obtenemos un estado especial y muy utilizado para
iniciar algoritmos cudnticos:

HE200) = HO0), = —= Y, |x)y = 5(100) +[01) + [10) + [11)).

\/? x€{0,1}2

Podemos ver que, de modo andlogo a lo que ocurre con la puerta de Hadamard aplicada a un cubit,
obtenemos una superposiciéon equiprobable de todos los estados basicos de dos cubits. Este mismo
comportamiento puede extenderse a n ctibits usando la transformacién H®":

1
(5) H®"|0),, = > X

@ xef{o,1}n

Las transformaciones con varios cubits descritas hasta el momento se aplican individualmente sobre cada
cubit y mantienen el sistema en un estado separable. Para poder obtener toda la potencia dada por el
entrelazamiento de sistemas cudnticos es necesario utilizar alguna puerta que permita, tal y como veremos
en el préximo apartado, entrelazar varios ctbits. La més conocida de estas es la puerta NOT controlada o
CNOT. El primero de los cubits sobre los que se aplica se denomina control y el segundo objetivo. Esta
puerta tiene como efecto aplicar una puerta NOT (otra denominacién de X) sobre el objetivo cuando el
control se encuentra en el estado |1) y de no aplicar ningtin cambio (es decir, aplicar la identidad sobre el
objetivo) cuando el control se encuentra en el estado |0). Su matriz unitaria es

y si la aplicamos sobre los cuatro estados basicos de dos ctibits su efecto es el siguiente:

CNOT|00) = [00),  CNOT|10) = |11),
CNOT|01) = [01),  CNOT|11) = |10).

TEMat, 6 (2022) e-1SSN: 2530-9633 41



Fundamentos de la computacién cudntica

Esta puerta es el equivalente reversible de la puerta XOR, ya que obtiene en el ciibit objetivo el resultado de
aplicar esa operacion sobre los dos cubits de entrada. Otras dos puertas importantes de varios ctibits son
la SWAP y la Toffoli. La puerta SWAP sobre dos ctibits debe su nombre a que intercambia las amplitudes
de ambos estados. Esta puerta es muy utilizada por los compiladores cuando realizan transformaciones
sobre los circuitos cuanticos [2]. La puerta de Toffoli sobre tres ctbits es una puerta NOT doblemente
controlada. Esto es, aplicard una puerta NOT sobre el tercer ctibit si y solo si los dos primeros ctbits se
encuentran en el estado |1). Esta puerta permite la implementacion reversible de todas las puertas clasicas:
OR, AND, NAND, etc. [18].

3.3. Circuitos cuanticos

El modelo mas utilizado para representar los algoritmos cudnticos es el basado en circuitos cuanticos,
aunque existen otros como el basado en quantum annealers [9, cap. 2]. Como ocurre con los circuitos
en los ordenadores clésicos, estos se construyen aplicando en un cierto orden puertas, pero en este caso
puertas cudnticas sobre cibits. Dichos ctbits se agrupan en registros.

Definicion 20. Un registro cudntico es una coleccién de ctbits 3, ... , ¥, que se utilizan para el calculo.

Es decir, un registro cudntico define el ndmero y orden de los ctbits. Esto, combinado con la sucesién de
puertas cudnticas, nos permite definir un circuito cudntico como sigue.

Definicion 21. Un circuito cudntico es una sucesion de puertas cudnticas B, ..., B, que se aplican sobre
un registro cudntico.

Para representar un circuito cudntico, se disponen los ctiibits del registro cuantico en el eje vertical en
orden descendente conforme a su posicion del registro. Asociada a cada cubit del registro, se dibuja una
linea horizontal que denota el tiempo de izquierda a derecha. Sobre dichas lineas se dibujan las puertas
cudnticas que se aplican sobre uno o varios ctbits.

En la figura 6 podemos ver un ejemplo de circuito cuantico sencillo pero muy importante, puesto que se
utiliza para entrelazar los estados de los dos cubits sobre los que se aplica: |x) y |y). Se suele analizar el
funcionamiento de un circuito cuédntico estudiando el estado del sistema en determinados momentos,
tras la aplicacién de algunas de las puertas incluidas. En este ejemplo estudiaremos el estado en tres

momentos, dados por |@;), |@2) ¥ |@3)-
lx) — H T

|y>T TWT

l 1) lp2)  |s)

Figura 6: Ejemplo circuito cudntico.

En el estado |p,), tenemos los ctbits en el estado inicial, es decir, tenemos que |¢;) = |x) ® |y). Tras aplicar
una puerta de Hadamard (H) sobre el primer ctbit, llegamos al estado

|lp2) = H|x) ® |y) = (H ® I,)(|x) @ |y)).

Por dltimo, aplicamos una puerta CNOT usando el primer ciibit como control y el segundo como objetivo.
El estado resultante viene dado por

lps) = CNOT(H|x) @ |y)) = CNOT(H @ L,)(|x) ® |y))-

Es interesante observar que las transformaciones aparecen en la ecuacién en orden inverso a las puertas
en el circuito.
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Estudiemos el circuito cudntico para un caso concreto para entender su efecto. Supongamos que el registro
cudntico estd compuesto por dos ctibits en estado |0). Este es el estado habitual en que suelen iniciarse
todos los algoritmos cudnticos. Asi pues, el estado inicial serd

1) = 10) ® [0) = |00).
Tras aplicar la puerta de Hadamard sobre el primer ctibit obtenemos

lp,) = H|0) ® |0) = M ® |0) = M

V2 V2
Por tultimo, aplicamos una puerta CNOT y obtenemos

00) + [10) _ [00) +11)
V2 V2 oo

El resultado es precisamente el estado entrelazado comentado en el apartado 3.1. Se trata de uno de los
cuatro estados denominados pares de Bell, obtenidos aplicando el circuito anterior sobre cada uno de
los cuatro estados bésicos de dos ctbits: {|00), |01), |10), |11)}. Estos estados se utilizan, por ejemplo, en el
algoritmo de teleportacién cudntica que veremos en el siguiente apartado.

lps) = CNOT

Veamos ahora de dénde surge la potencia computacional de los ordenadores cudnticos. Supongamos para
ello que tenemos una funcién f: {0,1}* — {0, 1} que, dada cualquier cadena de n bits, obtiene un bit.
Supongamos también que tenemos un circuito cudntico que usa una transformacion unitaria Uy para
calcular dicha funcién del siguiente modo:

Ur(1%)10)) = [x)n] f())-

Esto es, la transformacién deja invariables los primeros n ctibits de entrada y devuelve en el ctibit n + 1 el
resultado de aplicar la funcién f sobre los mismos. Puede consultarse, por ejemplo, el libro de Nielsen
y Chuang [12] para ver c6mo construir esta transformacién. Su «potencia» surge cuando el estado de
entrada |x) es una superposicién equiprobable como la obtenida en (5). En ese caso, teniendo en cuenta
que se trata de una transformacion lineal, el resultado sera

1 1 1
(1%),]0)) = — Ur(|x),]0)) = — [%),] f(x)).
NI NI Vo

Podemos ver que, aunque la transformacion se ha aplicado solo una vez para el estado en superposicion, de
algiin modo la funcién se ha evaluado simultdneamente para los 2" estados superpuestos. La posibilidad
de almacenar 2" estados usando solo n ctibits y de poder modificar todos esos estados a la vez se denomina
paralelismo cudntico. Esa potencia computacional que crece exponencialmente con el niimero de cubits es
lo que permite abordar con ordenadores cudnticos determinados problemas intratables con ordenadores
clasicos. No obstante, para poder aprovechar el paralelismo cudntico, los algoritmos deben modificar los
estados superpuestos, de modo que, aprovechando la interferencia entre ellos, se incremente al méximo la
probabilidad de obtener finalmente la solucién correcta y se decremente la de medir soluciones incorrectas.

Uy

4. Algoritmos cuanticos

Siguiendo con el modelo de circuitos cudnticos, los algoritmos cudnticos son circuitos pensados para
realizar una tarea o resolver un problema. En este apartado revisaremos uno de los mds conocidos y, a
pesar de su simplicidad, uno de los mds llamativos. Se trata del algoritmo de teleportacién cudntica, que
ya ha sido utilizado en la practica desde satélites en drbita [14]. Este algoritmo aprovecha la propiedad de
que, dados dos ctbits entrelazados, los cambios sobre uno de los ctbits afectan al otro sin importar la
distancia.

En la figura 7 estd representado el circuito cudntico del algoritmo. Detallemos los pasos seguidos en el
algoritmo. Sea |)) = a|0) + f|1) el estado del ctbit que Alice desea enviar a Bob (|x) en el circuito). Para
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A |x) 10 _E},=.=
|_V> |0)... D @:
Bob 1Z) 101 fas T T T T A ||—Z_|_| T
| 1) | p2) | 3) lps) | s) | p6)

Figura 7: Circuito del algoritmo de teleportacién cuantica.

poder enviarlo, necesitan repartirse dos ctibits entrelazados, que serdn los ctbits |y) y |z) del circuito. Esto
se consigue construyendo con estos ctibits un par de Bell, tal y como se ha descrito en el apartado 3.3. De
este modo, en el estado |p,) los ctibits |y) y |z) se encontrardn en el siguiente estado:

v2) = %uom + 1),

En este punto, Alice se queda con uno de los ciibits entrelazados, |y), y Bob con el otro, |z). Ambos pueden
entonces alejarse todo lo que quieran y, en cualquier momento, utilizar los ctbits entrelazados para llevar
a cabo la teleportacion de [).

Si incluimos el cibit que queremos teleportar en posesion de Alice, obtenemos el estado
1 1
lp2) = [$) ® |yz) = («|0) + B[1)) ® E(IOW +[11) = ﬁ(foOOO) +a|011) + B]100) + B[111)).

Para iniciar la teleportacion, Alice aplica una puerta CNOT sobre sus dos ctbits, transformando el sistema
global al estado

1
lps) = (CNOT ®D)|¢,) = 5(04000) +a|011) + B[110) + 5]101)),
que puede expresarse también como

193) = —=[]0) ® (00) + [11)) + B1) ® (]10) + [O1))].
NG

Lo siguiente que debe hacer Alice es aplicar una puerta H sobre el ctbit [¢), dejando el sistema en el
siguiente estado:

lpa) = (H® L) (%[alm ® (100) + |11)) + BI1) @ (|10) + |01>)]>

% [(|000) + [011) + [100) + [111)) + B(|010) + |001) — [110) — [101))]

%HOO)(ﬁIl) +a|0)) +[01)(a|1) + 810)) + [10)(=B[1) + «|0)) + [11)(«|1) — B|0))].

En este punto, Alice mide sus dos ctibits y puede obtener con igual probabilidad cada uno de los estados
basicos. En cada caso, el ctibit de Bob colapsara a un estado diferente dado por el cuadro 1.

Para completar la teleportacién, Bob puede tener que realizar algunas transformaciones sobre el estado de
sus cubits que dependerdn de los ctibits medidos por Alice. Por ello, Alice debe enviarle el resultado de su
medicién, y puede hacerlo por un canal clésico, puesto que solo necesita enviar dos bits de informacién.
Las transformaciones que realizara Bob en ese punto para obtener en su cubit el estado teleportado |)
pueden verse en el cuadro 2.

Podemos ver que la teleportacién se ha producido y Bob acaba teniendo en todos los casos en el ctbit z
el estado [¢) inicialmente en posesion de Alice. Merece la pena comentar algunos aspectos del proceso.
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Cuadro 1: Estado de los cubits en |p5), tras la medicion de Alice.

| cubits de Alice | cibit de Bob en |gs) |

00 al0) + BI1)
01 Bl0) + af1)
10 al0y — B|1)
11 —Bl0) + a1)

Cuadro 2: Estado de los cubits en |pg), tras completarse la teleportacion.

| cubits de Alice | ctbit de Bob en |p;) \
00 I(a]0) + B[1)) — a|0) + B|1)
01 X(B|0) + |1)) = «]0) + B|1)
10 Z(a|0) — B[1)) — a|0) + B[1)
11 ZX(—B|0) + a|1)) — a|0) + B|1)

Noétese que en ninglin momento se ha comunicado informacién més rapido que la luz, puesto que los bits
de Alice se han enviado por un canal cldsico. Es cierto que ha sido necesario enviar esos dos bits, pero en
realidad se han teleportado las dos amplitudes complejas asociadas a |i) con una precisioén infinita. Para
ello ha sido necesario destruir el estado inicial del ctbit x de Alice cuando esta lo ha medido. También se
ha destruido el estado de los dos cubits inicialmente entrelazados que han usado Alice y Bob como base
para lograr la teleportacion. Finalmente, en ningtn caso estamos hablando de teleportacién de materia,
sino de informacién en forma de estado cuantico de un cubit.

Existen un conjunto de algoritmos cuénticos bien conocidos que sirvieron para demostrar el potencial de
la computacion cudntica. Estos son el algoritmo de Deutsch-Jozsa [3] que determina si una funcién es
constante o equilibrada, o el algoritmo de Grover [8], que permite buscar informacién en secuencias de
datos no ordenados. Pero sin lugar a dudas, el algoritmo cuédntico més conocido y que sirvi6 para despertar
el interés en la computacién cuéntica es el algoritmo de Shor [16], que permite factorizar grandes ntimeros
enteros con un coste lineal y puede suponer una amenaza para los sistemas criptograficos actuales en el
momento en que podamos construir ordenadores cudnticos con un nimero suficiente de ctbits [9, cap. 4].
Debido a ello, se estdn desarrollando nuevos sistemas criptogréficos resistentes a la computacioén cudntica.
No obstante, dado que la adaptacién de todos los sistemas actuales a la criptografia postcudntica puede
llevar mds de una década, es urgente no solo desarrollarlos, sino también desplegarlos [9, cap. 4].

Por otro lado, el funcionamiento de los algoritmos comentados se basa en la existencia de ordenadores
cudnticos sin errores. En la actualidad, y muy probablemente durante bastantes afios, nos encontraremos
en la denominada era Noisy Intermediate-Scale Quantum (NISQ), en la que manejaremos unos pocos
cientos de ctbits con ruido y puertas con fiabilidad reducida [13]. Para la obtencién de un cubit l6gico
sin ruido es necesario utilizar sistemas de correccién de errores que involucran cientos de ctbits fisicos
ruidosos. Dado que queda mucho tiempo para disponer de ordenadores cuanticos con los muchos miles
de cubits necesarios para implementar los algoritmos comentados, nuestra mayor esperanza a corto
plazo es el desarrollo de algoritmos eficientes que permitan obtener soluciones aproximadas a problemas
con aplicacién préctica y rendimiento econémico usando pocos cubits. Entre ellos se encuentran los
algoritmos cudnticos variacionales, que permiten utilizar sistemas hibridos que combinan un ordenador
cldsico con uno cudntico para resolver, por ejemplo, problemas de quimica cuantica con aplicaciones en
farmacologia o ciencia de materiales [9, cap. 3].
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5. Conclusiones

Alo largo del articulo hemos podido constatar cémo los fundamentos matemaéticos de la computacién
cudntica son sorprendentemente simples. Esto es asi a pesar de que algunos de los fenémenos fisicos en
que se apoya, tales como el entrelazamiento o el efecto de la medida, supusieron un reto para algunas
de las mentes mas brillantes del siglo pasado, como Albert Einstein y Niels Bohr, y cuya interpretacion
sigue siendo polémica en la actualidad. Basicamente, la computacién cuéntica se basa en el dlgebra lineal
compleja con el uso, menos habitual, del producto tensorial. También hemos podido describir algunas
de las propiedades que confieren toda su capacidad y poder computacional a los ordenadores cuanticos.
Hemos descrito la superposicion de estados cudnticos y el caso particular del entrelazamiento de varios
cubits. Hemos comentado c6mo aprovechar el fenémeno de la interferencia. También hemos visto cémo
el crecimiento exponencial de la informacién con el ntimero de ctbits en ciertos casos y la posibilidad
de transformar simultdneamente todos los estados en superposicién pueden dar lugar a la potencia de
célculo exponencial del paralelismo cudntico para ciertos problemas. Finalmente, hemos visto cémo
sacar partido de esas propiedades mediante el uso de circuitos cudnticos para poder llevar a cabo tareas
sorprendentes y abordar problemas aparentemente intratables con ordenadores cldsicos, tales como la
factorizacién de grandes niimeros enteros.
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La ecuacion 9 y el teorema de Runge
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La ecuaci6n d y el teorema de Runge

1. Introduccion

Dado Q un abierto en el plano complejo C, denotaremos por O() al espacio de funciones holomorfas en
Q. Dados dos dominios (abiertos y conexos) 2 ¢ Q c C, la restricciéon O(Q) — O(), aunque inyectiva,
nunca es sobreyectiva. Basta considerar, para a € Q \ @, la funcién f(z) = 1/(z — a): si existiera una
extension f de f a todo Q, entonces, por el teorema de identidad, (z — a)f(z) = 1 en Q, y esto es una
contradiccién cuando z = a.

Por otro lado, como consecuencia del teorema de Runge, toda funcién holomorfa en Q se puede aproximar
(uniformemente en compactos de Q) por funciones holomorfas en Q siempre que cualquier componente
conexa de C, \ Q interseque C, \ Q (donde C, = C U{oo} denota la esfera de Riemann o plano complejo
extendido). Que esta condicién topolédgica es necesaria para la aproximacién que dicta el teorema de
Runge es consecuencia inmediata del ejemplo anterior atendiendo al principio del méximo. Esto significa
que el teorema de Runge no se reduce a un mero corolario de un resultado de extensién para funciones
holomorfas que, por otro lado, es evidentemente falso.

Para ser mds precisos, si K C C es un subconjunto compacto del plano complejoy A Cc C, \ K un
subconjunto del plano extendido, el teorema de Runge establece que cualquier funcién holomorfa en
un entorno de K se puede aproximar uniformemente en K por funciones racionales con polos en A'. En
particular, si C, \ K es conexo, podemos tomar A = {o0} y concluir que toda funcién holomorfa en un
entorno de K es limite uniforme en K de polinomios?.

La idea de usar la ecuacién d para probar el teorema de Runge es la siguiente. Sea f una funcién holomorfa
en un entorno abierto 2 de un compacto K C C. Si y € C®(Q) es una funcién C*®(Q) con soporte
compacto en 2y y = 1 en algin entorno de K, entonces la funcién yf € C*(C) coincide con f cerca
de K pero no es holomorfa en Q. Ahora se trata de encontrar una funcién u, pequefia en K, para la que
la funcién f = yf — u sea holomorfa en Q. Esto lleva a considerar el problema no homogéneo para el
operador 8/3z = (8/9x +19/3y)/2, ya que f es holomorfa en Q precisamente cuando du/dZ = fdy/dzZ en Q.

La seccién 2 contiene los teoremas 1, 2 (este también conocido como desplazamiento de polos) y 5 que
desglosan el teorema de Runge aludido anteriormente. De ellos presentamos sus demostraciones clasicas
tal y como se suele llevar a cabo cuando se presenta el teorema de Runge en los primeros cursos de
variable compleja. En principio, esta prueba no proporciona informacién sobre el grado de precision
en términos del grado de los polinomios aproximantes (en el caso en que el dominio sea simplemente
conexo, es decir, cuando C, \ Q es conexo). Para atacar esta cuestién normalmente se usa la teoria de
aplicaciones conformes, pero en 1927 G. Szeg6, usando métodos elementales (teorema 7), demostré que,
si 02 se reduce a una curva cerrada simple rectificable y K C Q es compacto con dist(K,90Q) = § > 0,
entonces existen constantes A > 0y 0 < k¥ < 1y una sucesién de polinomios {p,,} donde el grado de p,, es
menor o igual a n tal que ||f — p,llx < Ax™ (aqui, y en adelante, | f|x = Sup, g |f(z)| denotard la norma
uniforme de f). Cabe mencionar que, en este resultado, x depende de & y la geometria de 642, pero A
también depende de la funcién f.

La secci6n 3 recoge los preliminares relativos a la ecuacién d y los resultados que se usardn posteriormente
en la seccién 5 para presentar la relacién que existe entre el problema 0 y el teorema de Runge. A saber, los
siguientes problemas son equivalentes.

Problema A. Aproximar uniformemente en K cualquier funcién holomorfa en un entorno de K por
funciones holomorfas en Q.

Problema H. Dada f € C{°(Q) tal que K nsop f = @y e > 0, encontrar una soluciéon u € C*(Q) de
du/dz = f tal que ||ju|x < e.

En esta misma seccién aparece el primer nexo de unién entre ellos. Haciendo uso de la férmula de
Cauchy-Green (proposicion 8), el corolario 10 presenta una solucién local del problema d que, combinado
con el teorema de Runge, permite, en el teorema 11, probar la existencia de soluciones globales; es decir,

1Podria suceder que no se requieran todos los puntos de A, es decir, A podria contener mas puntos de los necesarios para que la
aproximacién que dicta el teorema de Runge tenga lugar.
2Recuérdese que las funciones racionales con polos en el infinito son precisamente los polinomios.
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en cualquier abierto Q C C, la ecuacién du/dz = f admite soluciones u € C!(Q) para cualquier dato
f € CY(Q). Para completar la exposicién de la seccién 5 hemos incluido una discusién sobre el teorema
de Szegd basado en las estimaciones I? para el problema d debidas a Hérmander.

De nuevo basado en la férmula de Cauchy-Green, el teorema 12 en la seccion 4 presenta una generalizacién
del teorema de Runge en la que se relaja la hip6tesis sobre la funcién f a aproximar observando que,
para ello, es suficiente que f € C! en un entorno de Ky 0f/dz = 0 en K. Aqui también recogemos el
famoso ejemplo del queso suizo debido a Alice Roth [11], un subconjunto compacto y conexo del disco
unidad cerrado con interior vacio sin la propiedad de aproximacién de funciones continuas por funciones
racionales.

Para finalizar, en la tltima seccién del articulo, el teorema 20 muestra que la ecuacion du/dz = f € CL(C)
admite soluciones u € C°(C) con sopu C sop f siy solo si f es ortogonal a las funciones racionales con
polos en un subconjunto A C C, \ sop f en las mismas hipdtesis que en teorema de Runge. Esto implica
el teorema de Runge y cierra este circulo de relaciones.

2. El teorema de Runge

Sea f una funcién compleja definida en un subconjunto compacto K C C. ;Cudndo podemos aproximar f
uniformemente en K por polinomios (en z) o por funciones racionales (cocientes de tales polinomios)?
Limites uniformes de funciones racionales con polos fuera de K deben ser continuos y holomorfos en su
interior si este no es vacio (en conjuntos abiertos, el limite uniforme en compactos de funciones holomorfas
es holomorfo). Asi, estas condiciones resultan necesarias para la aproximacién de f. El teorema de Runge
proporciona condiciones suficientes.

Teorema1(Runge). Sea K C C compacto. Entonces, toda funcion holomorfa en un entorno de K se puede
aproximar uniformemente en K por funciones racionales con polos fuera de K.

Demostracion. La demostracion se basa en aproximar la funcién z = 1/(z — a) (a € C) tras descomponer
f en «suma» de tales funciones. La prueba que presentamos a continuacién corresponde a aquella en el
libro de Gamelin [5].

Por hipétesis podemos encontrar un abierto 2 con frontera C* que contiene a K tal que f es holomorfa
en un entorno de Q. Por la férmula integral de Cauchy,

=@ 1949 zeo

T 2mi a—2

Ahora descomponemos 92 en una unién finita de curvas y; tales que 3 C A(§j, 5) y KNA(g, ) = @. Entonces
f= Zj fi, donde
1
f@ =~ [ {8

= — d¢, .
2ni ) {—z & zEY
4
La funcion f; es holomorfa en C \ % ya que admite un desarrollo en serie de potencias decrecientes en
Z — ¢ que converge uniformemente en |z — §| > 5y, en particular, en K. Sumando estos aproximantes

vemos que f se puede aproximar uniformemente en K por funciones racionales con polos fuerade K. =

Cabe mencionar que la misma idea usada para aproximar las funciones 1/(z — ¢;) en el teorema 1 permite
prescribir de antemano los polos de las funciones aproximantes (véase el trabajo de Fumero Padrén (3,
Proposicién 2.4]), es decir, se tiene el siguiente resultado.

Teorema 2. Sea K C C un subconjunto compacto del plano complejoy A C C, \ K un conjunto que
contenga un punto en cada componente conexa de C, \ K. Entonces, cualquier funcién holomorfa en un
entorno de K se puede aproximar uniformemente en K por funciones racionales con polos en A.

Demostracion. Utilizaremos un argumento de conexidad. Sean U C C \ K una componente conexa
cualquiera de C \ Ky a € U. Veremos que cualquier funcién racional con polos en U se puede aproximar
uniformemente en K por funciones racionales con polo en a.
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Sea V el conjunto formado por aquellos w € U tales que la funcién z — 1/(z — w) se pueda aproximar
uniformemente en K por funciones racionales con polos en a. Veremos que V es abierto y cerrado en
U, porlo que V = U cuando V # @, ya que U es conexo. Que V es cerrado es inmediato de su propia
definicion: si w; € V converge aw € U, entonces 1/(z — wj) — 1/(z — w) uniformemente en K, por lo
que, por definicién de V, w € V también. Para ver que V es abierto hemos de probar que, siw, € Vy
w € U esta suficientemente cerca de w,, entonces w € V; es decir, que z — 1/(z — w) se puede aproximar
uniformemente en K por funciones polinémicas en 1/(z — wy). En el caso en que w, = o, esto significa
que, si |w| es grande, z — 1/(z — w) se puede aproximar uniformemente en K por polinomios. Para ver
esto, desarrollamos 1/(z — w) en serie de potencias:

1 1 1 1z
z-w  wl-z/w __Ekzz‘gﬁ'
Si|z| < Men Ky |w| > 2M, la serie anterior estd dominada por la serie geométrica Y. 2% en K, por lo
que converge uniformemente en K. Si w, € C, la demostracién es esencialmente la misma. Tomemos
0 < 6 < dist(wy, K). Si |[w — wy| < 6/2, entonces |w — wy|/|z — wy| < 1/2 para g € K, por lo que la serie
geométrica

11 1 ol (w—wp)F
Z-w  Z—wyl— 220 z—wy o (- wp)k
zZ—Wy

convergente uniformemente en K. Esto significa que el disco A(wy, §/2) C V'y V es abierto. Por udltimo, por
elteoremal, V # @. n

En particular, si C \ K es conexo, cualquier funcién holomorfa en un entorno de K se puede aproximar
uniformemente en K por polinomios® (en este caso basta tomar A = {co}).

Observacion 3. Noétese que el conjunto A puede ser infinito; por ejemplo, si K = {0} U UjZI 0A(1/j, ;) con
/(G +1)72 > g — 0 (para que estas circunferencias sean disjuntas). Para este compacto, A debe ser del tipo
A={g; 1 j>1}U{oeo} con g; € A(1/j,¢)), por ejemplo, g; = 1/.

Como corolario del teorema 2 tenemos la siguiente version relativa del teorema de Runge.

Teorema 4. Si K C Q es un subconjunto compacto de una regién Q C C tal que cualquier componente
de C, \ K interseque C, \ Q, entonces toda funcion holomorfa en un entorno de K se puede aproximar
uniformemente en K por funciones holomorfas en todo Q (de hecho, por funciones racionales sin polos
en Q).

Demostracion. La hipdtesis implica que cada componente de C, \ K contiene al menos un punto en
C, \ QY, por tanto, existe A C C, \ Q2 en las hipdtesis del teorema 2. Cualquier funcién racional con
polos en A es, en particular, holomorfa en Q. [

Con esto, el siguiente teorema recoge la version més general del teorema de Runge [2, Theorem 10.7].

Teorema 5. Las siguientes afirmaciones sobre un subconjunto compacto K C 2 en un abierto 2 C C son
equivalentes:

(1) Q \ K no tiene componentes relativamente compactas en Q.

(1) Toda componente de C, \ K interseca C, \ Q.

() Cualquier funcion holomorfa en un entorno de K se puede aproximar uniformemente en K por
funciones racionales sin polos en Q.

(IV) Cualquier funcién holomorfa en un entorno de K se puede aproximar uniformemente en K por
funciones holomorfas en Q.

(V) Paratodo a € Q \ K existe h € O(Q) tal que |h(a)| > ||h| k.

3Este es el resultado de Runge de 1885. Curiosamente, ese mismo afio fue probado el teorema de Weierstrass sobre aproximacién
polinémica en intervalos.
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Demostracion. Para ver que (1) implica (11), sea V' una componente acotada de C, \ K. Si V C Q, Vseria una
componente de C, \ K con dV C K C Q. Que (11) implica (111) es el contenido del teorema 4. Trivialmente
(1m1) implica (1v). Si V C Q es una componente relativamente compacta de Q \ Ky a € V, la funcién
f(z) = 1/(z — a) es holomorfa en un entorno de K pero no seria uniformemente aproximable en K por
funciones holomorfas en Q: no existe g € O(Q2) tal que ||f — g|lx < 1/2 en K puesto que esto implicaria
(por el principio del mdximo) que |1 — (z — a)g(z)| < 1/2 para todo z € V, lo que es una contradiccién en
zZ = a. Asi, (1v) implica (1).

Por dltimo, esta tltima idea permite ver que (v) es equivalente a estas cuatro afirmaciones: si V C 2 \ K
es una componente de C \ K relativamente compacta en Q y h € O(Q2), entonces, para todo a € V,
|h(a)| < méxgsy |h| < maxg|h|siV C Q, ya que dV C K. Esto prueba que (v) implica (1). Por otro lado,
sia € Q\ K, (1v) aplicado al compacto K := K U {a} C Q proporciona una funcién h € O(Q) tal que
|1 — h(a)|, ||h|lx < 1/2 (basta aproximar la funcién que vale 0 en un entorno de K y 1 en otro entorno de a
disjunto de K). Para esta funcién tenemos que |h(a)| > 1/2 > ||h||. Asi, (1v) implica (v). L]

Si denotamos por Ky = {z € Q : |h(z)| < ||h|x, paratoda h € O(Q)}la envolvente de holomorfia de K
respecto a €2, este teorema implica que K, coincide con la unién de K y las componentes relativamente
compactas de Q \ K en Q [8, Theorem 1.3.3]. Por tanto, (1) o cualquiera de las otras condiciones en este
teorema equivale a que K, = K. En este caso se dice que K es O(2)-convexo.

Puesto que cualquier abierto 2 del plano admite un recubrimiento por compactos O(Q)-convexos [13,
Theorem 13.3], como consecuencia de este teorema tenemos el siguiente resultado [13, Theorem 13.9].

Teorema 6. Sean Q C C un conjunto abierto del plano, A un conjunto que interseque cualquier compo-
nente de C,, \ Q y f una funcién holomorfa en Q. Entonces, existe una sucesion de funciones racionales
{r,} con polos solo en A tal que r, — f uniformemente en subconjuntos compactos de Q.

En el caso especial en el que C, \ Q sea conexo, podemos tomar A = {oo} para concluir que existe una
sucesién de polinomios {p,} tal que p,, — f uniformemente en subconjuntos compactos de Q*.

Como hemos mencionado en la introduccién, ahora estudiaremos el grado de precisién de la aproximacion
polinémica en el teorema de Runge [7, Theorem 16.6.5] (Szego, 1927).

Teorema7. Sean Q C C un dominio plano acotado con frontera rectificable tal que C, \ Q es conexo,
K C Q un subconjunto compactoy § = dist(K, 3Q) > 0. Si f es holomorfa en Q y continua en 2, entonces
existen constantes A > 0, 0 < x < 1 y una sucesion de polinomios {p,} con p, de grado a lo sumo n tales
que

M If = pnllx < Ax"
Aqui, x depende de Q y &, pero A también depende de f.

Demostracion. Por la férmula integral de Cauchy, para z € K

1 f©
(2) = — —=d¢.
f@) 9559 ¢

27 (—z

Ahora, como en la demostracién del teorema 1, dividimos Q2 en una unién finita de arcos ¥ tales que
¥% C A, ), KN A, 1) = @ para los que

1

(3) <4_9v gyge)/,ZEK,

donde ¢ = diam 3Q (el didmetro de 442, que es finito porque 2 se supone acotado). Por el teorema 6
podemos, para cada j, elegir un polinomio g; tal que

1
< —, € K.
40 2

‘g“%z - qj(z)
]

4De hecho, esta propiedad de aproximacién caracteriza los dominios simplemente conexos del plano [13, Theorem 13.11].
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Asi, por (3), para todo { € %y z € K tenemos que

1 1 1 1 1
“ e N e e MR R
Ahora definimos
1—(1=(=2)q))™
® WO=T g5 [ T O%, mea
J Vj

Como para todo w € C tenemos que 1 — (1 —w)" = w ka:_ol(l — w)¥, la funcién racional que apare-
ce en el integrando de cada sumando en (5) es realmente un polinomio en (¢, z) cuyo grado en z es
(dj+1)(m—1) +d; = (d; + 1)m — 1 si el grado de gj es d;. Asi, si d = méx; d;, Qy, es un polinomio de grado
alosumo (d + 1)m — 1.

De (2) y (5), para z € K tenemos que

1 [ (1-¢-2q@)"
=3

f@) = Quz) =), fd¢
j Yi {-z
J
y, por tanto,
2™ If I Ifllag €(5£2) _
— <— | === |d¢ < o,
1@ -l 5 | e < el
donde £(0Q) denota la longitud de 00, ya que, por (4), |1 — (§ — 2)q;(z)| < 1/2 para{ € 3y z € K. Ahora,
paran=1,2,...,seam, = |n/(d + 1)] el mayor entero menor o igual que n/(d + 1). Entonces, p, := Q,,, €s

un polinomio de grado a lo sumo # para el que (1) se verifica con A = | f||sq £(3Q)/(n8) yx = 2~Y/(@+D)_ u

Por lo general, cuando & decrece, d normalmente crece, por lo que A — oo yx — 1 cuando & \ 0.

3. La ecuacion d

La ecuacién d consiste en, dada f € C*(2) (o en cualquier otro espacio de funciones adecuado), encontrar
u € C*(Q) tal que

0
6 é = f
en Q. Aqui
Lo )
9z~ 2\ox  ay)
donde
du _oda 9B ou _da .9B

ax ~ ax Tlax y 5y_6y+16y
si a y B denotan las partes real e imaginaria de u, respectivamente.

Obsérvese que du/dZ = 0 equivale a que du/dx = —idu/dy, que a su vez se puede reescribir como

da 9
ax — oy’
da 0B
ay ox’

y que reconocemos como las ecuaciones de Cauchy-Riemann. Asi, 0u/6Z = 0 en Q significa que u es
holomorfa en Q.

La importancia de la ecuacién no homogénea (6) radica en su uso para la construccién de funciones
holomorfas que, por su rigidez (no existen «particiones de la unidad holomorfas»), hacen de ella una
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herramienta extremadamente ttil. Tras el éxito que ha supuesto, no solo en una, sino en varias variables
complejas (donde la naturaleza de (6) es, si cabe, atin mas fundamental), esta idea ha dado lugar al llamado
principio de Oka: si podemos resolver un problema (de construccién de funciones holomorfas) en la
categoria de funciones continuas, entonces también serd resoluble en la categoria de funciones holomorfas.
Ejemplos de esta técnica se pueden encontrar en las pruebas de los teoremas clasicos de Mittag-Leffler y
Weierstrass [8, Theorem 1.4.3 y Theorem 1.5.1; 10, seccién 1.4.1].

Que la ecuacion du/dz = f tiene solucién en cualquier abierto Q para cualquier dato f € C*(Q) se puede
probar usando el teorema de Runge [8, Theorem 1.4.4; 10, teorema 1.16]. La demostracién es consecuencia
del corolario 10, que a su vez se sigue de la proposicién 16.3.1 del libro de Rudin [12].

Proposicién 8 (Cauchy-Green). Siu € C(C), entonces

1 [ du/ow(w
) ) = 1 [ 2425 qaqw)
TJe Z—W
Demostracién. Por la regla de la cadena (ver la observacion 9), en coordenadas polares tenemos que
0 1 ie( o i 6)
®) az 25 \5e T o8/

Alternativamente, hemos de encontrar dos funciones A = A(g, 8) y B = B(g, 8) que cumplan la relacién
0/8z = Ad/d¢+B3d/d6. Para ello, basta testar esta igualdad con las funciones u y i (la funcién conjugada de u),
donde u(z) = z = ¢e'®; para la primera tenemos que e®A +ie®oB = 0, para la segunda, e ®A—ie B = 1.
Asi,

A+igB=0, A=¢/2,
A—igB = el B = ie'/2e.

Para z = 0, el lado derecho de (7) es igual al limite cuando ¢ — 0% de

1 [(®( (" (ou idu
9 L (B 2 )
2n ). < ARCERIPYT d
y, puesto que la funcién 8 — u(ge'®) es 2r-periédica, la integral de du/36 es cero y (9) es, atendiendo al
teorema de Fubini, igual a

1 21 oo du 1 21
- hudad - i6
o ), ([ 3o dg) dé > /0- u(ee’®)do m» u(0),

yaque u(z) = 0 para |z| suficientemente grande (u tiene soporte compacto) y u(ee®) — u(0) uniformemente
cuando ¢ — 0. Esto prueba (7) paraz = 0.

El caso general se sigue aplicando este a las trasladadas de u: si a € Cy u,(z) = u(a + z), de (7) paraz = 0
tenemos que

(@) = 1,(0) = _%/‘ aua/i)u')(w) dAw) = _% f 6u/6w£)a + w) dA(Ww) = %/‘ Ou/dw(w) dAW),
c c c

a—w
quees (7)conz = a. n

Observacion 9. Como se ha dicho, (8) también se sigue de la regla de la cadena, a saber,
6 _0x0 o0

+ =—= cos@3 +sen6i
0o Jdgodx Jdedy Ox ay’

9 _9x0 HIo
96~ d6ox 999y
por lo que 9/0x = (¢ cos 80/0¢ — sen 80/06)/¢ y 0/0y = (¢ sen 63/9¢ + cos 83/36)/e. Asf,

d d
= —gsen 95 + ¢ cos 6@,

9 _ l(i_Hi)_ 1((Cose+isen6)i+ (—sen6+icos6)i>

9z 2\ox  dy) 2 do 0 30
-2 isen0) 4 | senoy 2 ) = Leo(2 , 10
= 2((cos9+1sen6)ae + 9(cose+1sen6)66) = 2e (69 + 966)'

Como consecuencia, tenemos el siguiente corolario.
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Corolario 10. Sean Q C C abiertoy f € CL(Q). Si
(10) w1 [ 2 sw, zea,
Tt fo) Z—W

entonces u € C1(Q) y du/dz = f en Q.

Demostracion. La férmula (10) se puede escribir como
1 —w
TJe W

y permite ver que u € C!(Q) puesto que esta expresion se puede derivar bajo el signo integral, ya que la
funcién 1/z es localmente integrable.

Fijemos a € Q ysea® € C}(Q) tal que ¢ = 1 en un entorno U € 2 (U c Q) de a. Si reemplazamos f por
(1 —9)f en (10), la funcién resultante es holomorfa en Uy, por tanto, f se puede reemplazar por 3 f para
el cémputo de du/dz(a). Pero derivando bajo el signo integral, de (7) tenemos que

o=y [P gy 1 [ ) - @ = @

c T a-

Obsérvese que, de hecho, aqui Q no es relevante: la funcién u dada en (10) es C*(C) y 6u/Z = f en todo
el plano, y la segunda parte en la demostracion del corolario 10 muestra que (10) sigue siendo solucién
cuando el segundo miembro tenga sentido; por ejemplo, si Q es acotado y f € C(Q) es acotada [12,
Proposition 16.3.2].

Ahora estamos preparados para la demostracién del teorema de existencia de soluciones parala ecuacion (6)
(véase el libro de Hormander [8, Theorem 1.4.4]).

Teorema 11. Para todo abierto Q C C y toda funcién f € CY(Q), la ecuacién du/dz = f tiene una solucién
u € CY(Q).

Demostracion. Sean K, C K, € Q dos subconjuntos compactos de Q' y ¢,,%, € C®(Q) tales que, para
J = 1,2, ¢ = 1 en un entorno de K;. Por el corolario 10, existen dos funciones u;,u, € C(Q) tales
que 0u;/0z = ;f (j = 1,2), pero, en general, no podemos controlar cun cerca esta u, de u, en K; (el
menor de los compactos), aunque, ciertamente, u, — u; es holomorfa en un entorno de K. Asi, si ademas
suponemos que K; es O(Q2)-convexo y € > 0, por el teorema de Runge podemos encontrar v € O(Q2) tal
que [lu, —u; — vk, < ¢. Es decir, reemplazando u, por u; + v podemos conseguir que du;/9Z = ¥, f para
J =1,2 con |lu, — u||g, tan pequefio como se desee.

De este modo, si {Kj}jz1 es un recubrimiento normal de Q [13, Theorem 13.3], es decir, un recubrimiento
de Q por compactos O(£2)-convexos, podemos construir una sucesioén de funciones {y;} C CY(Q) tal
que du;/0Z = ;f (en particular, u;,; — u; es holomorfa en un entorno de K;_;) y |[ujz; — uj||Kj <27
para todo j = 1,2, ... Por tanto, esta sucesién converge uniformemente en compactos a una funcién
u = lim;y = Zj(ujH - ) € CY(Q) que satisface _au/az = f en Q ya que, por las estimaciones de
Cauchy [13, Theorem 10.26], ||(4j4; — u;)'[[x < Cg27/ para todo subconjunto compacto K C Qsi j es
suficientemente grande. m

Noétese que la solucidn asi construida es C*(2) cuando f € C*(). Esto también es consecuencia de la
elipticidad del operador d.

4. Una generalizacion del teorema de Runge

Por el teorema de representacion de Riesz [13, Theorem 2.14], el dual de C(K) con la métrica uniforme
coincide con el espacio de las medidas complejas en K. Esto quiere decir que cualquier funcional lineal
acotado en C(K) es de la forma

f€d©—ﬁMH=/fW€C

K
para alguna medida compleja u en K.

56 https://temat.es/


https://temat.es/

Fumero Padrén

Sea R, (K) el subespacio de C(K) que consiste en las restricciones a K de las funciones racionales con
polos en A. El teorema 2 afirma que, si A C C, \ K contiene al menos un punto en cada componente
de C, \ K, R4(K) es denso en el subespacio de C(K) formado por las restricciones a K de las funciones
holomorfas en un entorno de K, y, de acuerdo al teorema de Hahn-Banach [13, Theorem 5.19], esto es
equivalente a probar que si una medida compleja u es «ortogonal» a R4 (K) (u L R4 (K)), es decir, tal que
ul[r] = 0 paratodar € R,(K), también lo es al subespacio de las restricciones a K de funciones holomorfas
en un entorno de K, esto es, u[f] = 0 para toda funcién f holomorfa en un entorno de K.

De hecho, la prueba funcional clasica [13, Theorem 13.6] permite relajar las hip6tesis en el teorema 2 [4,
Theorem 1.1].

Teorema12. Sean K C C un subconjunto compacto del plano complejo y A C C,, \ K un conjunto que
contenga un punto en cada componente conexa de Co, \ K. Si f es C' en un entorno de Ky 3f/z = 0 en
K, entonces f se puede aproximar uniformemente en K por funciones racionales con polos en A.

Demostracién. Seau L R,(K).Puesto que f es C! en un entorno de K, podemos, sin pérdida de generalidad,
suponer que f es C}(C). Por (7) y el teorema de Fubini,

m = [s@we= [ (2 [ sw)aue = [ Lwnwaw),
K K C

z C\K
donde d
h(w)::lfﬂ, w ¢ K.
T ) Z—

La funcién h asi definida es holomorfaen C \ Ky

h(”)(w)=%!fﬂ w ¢ K,

— 1’
I (Z w)n+

paran = 0,1, ... Puesto que para cada a € A las funciones z — 1/(z — a)" pertenecen a R ,(K), por
hipétesis, K (a) = 0 paratodon = 0,1, ... y, del teorema de identidad, h = 0 en cualquier componente
acotada de C \ K. De igual manera, h(c0) =0y

n—-1 ]
A (o0) = da h(1/w) = n d —_ l/ du@) _ _Efzn—ld,u(z) =0
dwl,,_, dw weo T Jg 2w —1 T Jy
paran=1,2,... Contodo,h=0enC\ Kypu[f]=0. ]

Existe un teorema de aproximacién polinémica debido a Mergelyan [13, Theorem 20.5] que afirma que,
para compactos K con complementario C, \ K conexo, cualquier funcién continua en K y holomorfa en
su interior puede ser aproximada uniformemente por polinomios. De hecho, si el complementario de K
tiene un niimero finito de componentes, cualquier funcién continua en K y holomorfa en su interior se
puede aproximar uniformemente en K por funciones racionales sin polos en K (esto es consecuencia del
teorema 10.4 en el libro de Gamelin [4], que establece que para esto es suficiente con que los didmetros de
las componentes de C \ K estén uniformemente acotados inferiormente, es decir, que exista § > 0 tal que
diam V > § para cualquier componente conexa V de C \ K).

El resultado andlogo al de Runge para funciones racionales es falso. Existen compactos K con interior vacio
y una funcién continua f en K que no se puede aproximar uniformemente en K por funciones racionales
con polos fuera de K.

Un ejemplo viene dado por el llamado queso suizo® 8 que se obtiene del disco unidad cerrado A tras
quitar una sucesion de discos abiertos {Aj} con clausuras mutuamente disjuntas y tales que 4 \ Uj 4; tiene
interior vacio (figura 1).

SIntroducido en 1938 por la matematica suiza Alice Roth en su tesis doctoral [11, pag. 96], m4s parece un queso gruyer que, por
cierto, recibe su nombre del distrito de Gruyere del cant6n de Friburgo (Suiza) donde se fabrica.
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Figura 1: Queso suizo.

Para su construccion, sea S = {sy, 5y, ... } una sucesién densa en el disco unidad abierto 4 y elijamos
4; = A(s;, ) C A cuyo centro es el primer elemento de S que no esté contenido en ningtin disco previo 4;

para k < j para entonces tomar ; > 0 lo suficientemente pequefo para que A_j sea disjunto con Agsik < j.

. . . . . ) —

Supongamos, ademds, que para la sucesion de radios asi elegida se cumple que Zj " <lysea$ = A\Uj 4;.

8 es compacto con interior vacio (por construccion, 8 N 4; = @ para todo j), ya que es cerrado, acotado y

S es denso. Si f es cualquier funcién continua en 8, entonces | #,, f(¢)d¢| < 27| f| g%, por lo que la serie
J

Z}. % 4, f($)d¢ converge absolutamente. Por el teorema de Cauchy, ¢, f({)d{ = Zj [ 4 f©Od¢si fes
racional con polos fuera de Sy, por tanto, también si f es limite uniforme de tales funciones. Pero

0
— T ) T
95 ¢d¢ = i;j-f (5;+re el do = i§j§f dé  + 2nir’ = 2mir?
2] - b

Y 54 Ed{ = 2m7i. Puesto que Zj ;3-2 < 1, la funcién f(z) = zZ no se puede aproximar uniformemente en S
por funciones racionales sin polos en 8. Nétese que lo anterior implica que la medida

d _ dz en dA,
w@=1"0 o U oa,

es ortogonal al espacio R(S) de todas las funciones racionales con polos fuera de § y, sin embargo,
ulZ] = 2mi(1 - ) # 0°.

Observacion 13. Que 8 también es conexo es consecuencia de un resultado de topologia general que
establece que la interseccién encajada de compactos conexos sigue siendo compacta y conexa. Como
§= ﬂjA_ \ Dy con Dy = Uj <4 y A\ Dy es conexo, § también lo es. La prueba de este resultado topolégico
va como sigue: si {Kj};>; es una familia de compactos conexos encajados (Kj.; C Kj) en un espacio
topolégico X y U, V son abiertos disjuntos tales que K = ﬂj K; c W = UUYV, entonces ﬂj KnX\W =g,
que, por compacidad, implica que ﬂ€<m Kj, N X\ W = @yaqueK;nX\ Wes cerrado para j > 1. Asi,
K, NX\W =@y, por .tant.o, K;, C W = U U V. Puesto que Kj, esconexoyUn V = (@, se sigue que
K; cUoK; cV.EstoimplicaqueK CK; CUoK CK; C VyK esconexo.Por ultimo, K es compacto
ya que es intersecciéon de compactos.

Para j > 1, los conjuntos Kj := {z € C : x?/j2+y* > 1,|y| < 1} son conexos y encajados pero, sin embargo,
K= ﬂjKj = {y = =1} no es conexo. Asi, en general, la interseccién encajada de conexos no es conexa.
Esto prueba que, en el resultado anterior, no se puede omitir la hipétesis de compacidad.

6La condicién Z}. rJg < 1 es necesaria ya que, en caso contrario, § tendria medida cero y cualquier funcién continua en 8 se
podria aproximar uniformemente en 8 por funciones racionales [6].
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5. Relacion entre el problema 3 y el teorema de Runge

Anteriormente hemos visto que el teorema de Runge implica la existencia de soluciones para la ecuacién
d. En esta secci6n veremos que, reciprocamente, la existencia de soluciones para el problema d con
estimaciones implica el teorema de Runge.

Como antes, consideremos K un subconjunto compacto de un abierto Q C C. Resulta interesante que los
siguientes problemas’ son equivalentes.

Problema A ((1v) en el teorema 5). Aproximar uniformemente en K cualquier funcién holomorfa en un
entorno de K por funciones holomorfas en Q.

Problema H. Dada f € C{°(Q) tal que K nsop f = @y e > 0, encontrar una soluciéon u € C®(Q) de
du/dz = f tal que ||ju|x < e.

Problema A implica problema A. Sea u, € C* cualquier solucién de du,/3Z = f en Q (teorema 11). Puesto
que K nsop f = @, u, es holomorfa en Q \ sop f D Ky, para ¢ > 0 dado, por hipétesis existird h € O(Q)
tal que ||ug — h||g < €. La funcién u := u, — h satisface que ou/dz = f y |u|lg < e (]

Problema H implica problema A. Sean g € O(U) holomorfa en algin entorno U € 2 de K (K c U c U C Q),
€ > 0y consideremos y € C®(U) tal que y = 1 en un entorno de K. Para f = gdy/0zZ € C*(Q) existira
u € C*(Q) tal que 0u/dz = f y |u|x < e. Entonces, la funcién h := yg — u es holomorfa en Q (ya que g es
holomorfa en U D sop y v, por tanto, 0h/0z = gdx/0z — du/dz =0en Q) y ||g — h|x = |ullx <. L]

Observacion 14.  Como sabemos, si el problema A tiene solucién, entonces I?O = K (ver la discusion tras el
teorema 5), es decir, cualquier componente de Q \ K interseca C \ Q. Esto se puede ver directamente del
problema H:sia € Q\ Ky y € C°(Q2) es tal que y = 1 en un entorno de ay y = 0 en algiin entorno de K,
entonces, para K = K U{a}, se tiene que K Nsop dy/dZ = @y, por tanto, si relativo al K el problema H tiene
solucién u con dato f = 0y/dZ, entonces h:= y —u € O(Q), |h(a) — 1| <ey|h| <eenK. Asi,sie < 1/2,
|h(a)| > 1 —¢ > ¢ > ||h||g. Puesto que a € Q \ K es arbitrario, concluimos que K, = K.

El siguiente es un ejemplo directo (trivial desde el punto de vista del problema A) donde el problema H
para Q = C no tiene solucién.

Ejemplo 15. Sea y € C®(C) talquesopy = {z € C : |z| > 1/2} y ¥ = 1 para |z|] > 3/4. Tomando
f=2z19x/0z € CP(C)yK =T ={z € C : |z| = 1}, el problema H no tiene solucion. Efectivamente,
nétese que K Nsop f = @ yaquesopdy/dz C {z € C : 1/2 < |z| < 3/4} y que cualquier solucién del
problema du/dZ = f hace que h = zu — y sea entera. Pero, por el principio del maximo, tenemos que
1 = |h(0) + 1| < ||k + 1||y = |lully. Esto quiere decir que la solucién al problema d no se puede elegir
arbitrariamente pequefia en T: el problema H no tiene solucién si e < 1.

Tras esta discusion, podemos enunciar el siguiente teorema.

Teorema 16. Sea K un subconjunto compacto de un abierto Q C C. Los siguientes enunciados son
equivalentes.

(@) Cualquier funcion holomorfa en un entorno de K se puede aproximar uniformemente en K por
funciones holomorfas en Q.

(b) Para todo € > 0 y toda funcion f € CP(Q) tal que K nsop f = @ existe una soluciénu € C*(Q) de
la ecuacion du/dZ = f tal que |u|g < e.

© Kg =K.
Es decir, podemos afiadir la propiedad (b) a la lista de equivalencias en el teorema 5. La relacion entre (b)
y (c) estd implicita en la observacién anterior.

Una forma de abordar el problema H es via el siguiente teorema de Hérmander, que proporciona soluciones
al problema (6) con estimaciones I2.

"Las denominaciones A y H en estos problemas se refieren a Aproximacién y Hérmander, respectivamente.
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Teorema 17 (Hérmander [8]). Sea ¢ € C?(Q) una funcién subarménica en un dominio Q C C, es decir,
A¢ = 49°¢/3z0Z > 0 en Q. Entonces, para toda f € I3, .(Q) existe una solucion® u € I3,.(Q) de du/dz = f
tal que

2
f|u|2e‘¢dA§fﬁe‘¢’dA.
fo o A%

Asi, para probar (b) en el teorema 16, todo lo que hemos de hacer es encontrar «pesos» ¢ adecuados. Sirva
el siguiente ejemplo como ilustracion.

Ejemplo18. Seanr <1,K=A4(0,r)={z€C : |z| <1}y f € CX(C) con Ansop f = &, donde 4 = A(0, 1)
denota el disco unidad. La funcién ¢(z) = In(1 + |z|?) es estrictamente subarmoénica en C, ya que
az
A¢(Z) = 4@

d z 4
1n1+z2=4—_( >= >0
( | | ) az 1+|Z|2 (1+|Z|2)2

Por el teorema 17 aplicado a la funcién ¢,, = m¢ (m = 1, 2, ...), existe una solucién u = u,, € C*(C) de
ou/dzZ = f tal que

. Ilelsop f]
T m2m
sop f=0

dA(z)

AN

|u(z)|* 1 f If2)1*
C

dA i
c (A +|z)™ ©) = 2 (1 +|z2)"?

donde |sop f| denota la medida de area de sop f, y, por tanto,

2 m [ _u@P m [ @ I/ 1€ Isop /|
fAlu(z)l dA(z) < 2 | Gt 12" dA(z) <2 NPV DR dA(z) < =————.

Puesto que u es holomorfa en 4, por la propiedad del valor medio [5, Chapter III: §4; 10, corolario 2.5] y la
desigualdad de Hélder concluimos que

1/2 1/2
.fllc Isop 1

L 2
lulk < ﬁa( fA ()] dA<Z>> Y - a——

sid =1 —r > 0. De hecho, |Ju||x < € tan pronto como

1712 sop f1 [+

m > mg(e) = l 182:2

Observacion 19. Ademas, en este ejemplo, como u es holomorfa para |z| suficientemente grande (lo es
fuera del soporte de f, que es compacto), tendremos como antes

|u(w)l*

1/2 1/2
1 1 m
< - dA < — ———dA 1 2" dA < 1z|™,
w1 [ @A < ﬁ< / N (w)) ( / () (w)) 2

es decir, u presenta un crecimiento polinémico. Esto implica que la funcién aproximante h = u — yg que
se produce en el problema H es un polinomio de grado a lo sumo ms(e) (h es entera con crecimiento
polinémico ya que coincide con u para |z| suficientemente grande). N6tese, ademds, que en este caso

_ lsop X
|sop f| = ’sop az'| ~ 218

_.ex| 1
Il = Jo5z] =~ lolicg,

8En sentido débil. En caso de que f € C®, cualquier solucién de esta ecuacién es automaticamente C®.
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ya que sopdy/9z C {z € C : r < |z| < 1}. Por tanto,

2|lgllx
5z |t L

(12) ms(e) ~ {

Esto proporciona una estimacién del grado del polinomio aproximante en términos de los datos relevantes
del problema: el error de aproximacion ¢ y el tamario & del entorno de K donde la funcién a aproximar se
supone holomorfa. Como cabe esperar, esta estimacién permite ver que el grado del polinomio aproximante
es «inversamente» proporcional al tamafio del entorno donde la funcién originalmente es holomorfa.
Obsérvese ademads que, como es natural, la expresion (12) es homogénea de grado cero en (g, €): si un
polinomio p aproxima g en K con error ¢, entonces, para 4 > 0, el polinomio Ap aproxima Ag con error le
y sus grados son iguales.

Por otro lado, la estimacién (12) en general no es 6ptima. Por ejemplo, si |a| > 1 y queremos aproximar
f(z) = 1/(a — z) sobre el disco unidad cerrado, podemos truncar el desarrollo de Taylor de f en el origen.

Como L Lok .
fo=irm=d 25+ 2 (5))

k=0 k>m

yparal0 <¢ <1,
. |w|m+l B §)m+1

max
lw|<e

’

k’ = =
= lw<e 1 —w|[  1-¢

con ¢ = 1/|a| se tiene que
T I = 1 1/|a™! 1
Pl = Jal T=1/la] ~ (al - Diaf™*’

donde p,,(z) = Z;{”:() Z¥/a**!, Puesto que en este caso & = |a| — 1 (f es holomorfa en el disco A(0, |al)), se
sigue que el error al aproximar f en el disco cerrado por p,, es ¢ = 1/8(1 + §)"*! y, por tanto,

_ In(1/£5)

1
m = m -1 511’1(1/55)

cuando § — 07, bastante menor que la estimacién 1/5%¢? dada en (12).

Por otra parte, nétese que en este ejemplo no hemos usado el teorema 17 en toda su generalidad, ya
que este permite, de antemano, la eleccién del peso ¢. De hecho, con otra eleccion (adaptada a Z), el
teorema 17 proporciona la estimacion m < 8log(1/¢) /8 [9] (comparar con el teorema 7). Como se puede
comprobar, esta estimacion es bastante mejor que m = 1/8% obtenida anteriormente por truncacion.

6. Soluciones localizadas de la ecuacién 9

Siguiendo la sugerencia planteada en el libro de Andersson [1, Chapter 3], en esta seccién probaremos el
problema 18 (que proporciona una version funcional del teorema de Runge) alli propuesto.

Como hemos visto, por el teorema 11, la ecuacién ou/9Z = f admite soluciones en cualquier abierto del
plano. Por otro lado, esta ecuacién con dato f € C(C) admite soluciones con soporte compacto siy
solo si los momentos w[f] = Jo Z¥f(z) dA(z) = 0 para todo k = 0,1, ... [10, seccién 1.4.2] (obsérvese
que esta condicién sobre los momentos equivale a que f sea ortogonal a los polinomios, es decir, a las
funciones racionales con polo en el infinito). En tal caso, la demostracién del teorema 1.27 en el trabajo de
Macia Medina [10] muestra que la solucién (que es necesariamente tnica) se anula en la componente
no acotada del complementario del sop f. Esto significa que sopu C sgﬂ” (la envolvente de holomorfia
respecto al plano @ = @ o) Ala vista de esto, una cuestion natural es la siguiente: ;qué condiciones
adicionales hay que exigir a f para que sopu C sop f? Como veremos, la respuesta a esta pregunta, sugerida
por la demostracién del teorema 12 y que a estas alturas quizas no resulte sorprendente, implica el teorema
de Runge (observacion 21).
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Teorema 20. Sean f € C(C) y A C C, \ sop f un conjunto con al menos un punto en cada componente
de C, \ sop f. Entonces, la ecuacién du/dZ = f admite una solucién con soporte en sop f (sopu C sop f)
siy solo si [ r(z)f(z) dA(z) = 0 para toda funcion racional r con polos en A.

Demostracion. La condicién es necesaria: si u es una solucién de du/dZ = f con soporte contenido en
sop f y r es cualquier funcién racional con polos en A, por el teorema de Green

[C H(2)f(2) dA() = fn 3@ A = f 2 (ru)dzndz

=l_/-d(rudz)=l,/ rudz =0,
2i o 2i 50

donde Q es cualquier abierto acotado con frontera C® que contenga sop f pero no a los polos de r (basta,
por ejemplo, considerar un disco lo suficientemente grande que contenga a sop f al que se eliminan discos
centrados en los polos de r suficientemente pequefios para que sean disjuntos entre si y con sop f).

Reciprocamente, la solucién que buscamos debe coincidir con la presentada en el teorema 1.27 del trabajo
de Macia Medina [10], es decir, la dada por (10). Por este teorema, u se anula en la componente no acotada
de C \ sop f. Si V es cualquier otra componente de C \ sop f, entonces u es holomorfaen Vy,sia e ANV,

u(z) = zf(wb)u dA(w) = —= f < Z a)nH)f(w) dAw) = Y 1l flz - a)",

n>0 n>0

donde
___f(wf(w) dAw), n=01,..

a)n+1

si |z — a| < dist(a, sop f)/2. Puesto que la funcién racional w ~ 1/(w — a)"*! tiene polo en a € A, por
hipétesis u2[f] = 0 para todo n = 0, 1, ... El principio de identidad implica que u = 0 en V ya que, como
se ha dicho, u € O(V) y V es conexo (nétese el paralelismo de esta demostracién con la del teorema 12,
donde u juega el papel de h). n

Observacion21. SiK c C es compacto y u es una medida compleja soportada en K, la solucién del problema
0u/dZ = f con dato u es precisamente la funcién i que aparece en la demostracién del teorema 12. Como
se puede comprobar facilmente, el teorema 20 (con las modificaciones necesarias) sigue siendo vélido
si el segundo miembro en esta ecuacién es una medida (en este caso, la solucién u serd localmente
integrable [10, teorema 1.8]). Asi, el teorema 20 implica el de Runge.
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La conjetura de Collatz

&9 Alejandro Gil Asensi® Resumen: La conjetura de Collatz, también llamada el problema 3x+1, el problema
Universidad de La Rioja de Siracusa, el problema de Kakutani, el algoritmo de Hasse o el problema de
algila@unirioja.com Ulam, es uno de los problemas mateméticos sin resolver cuyo enunciado es muy

facil de comprender, pero resulta harto complicado abordar una demostracion.
Concretamente, esta conjetura afirma que si C(n) es la funcién de Collatz definida
por C(n) = n/2 sines pary por C(n) = 3n + 1 si n es impar, entonces tras un
ntmero finito de iteraciones de C(n) se llega al valor 1 independientemente del
valor entero positivo de partida.

Abstract: The Collatz conjecture, also known as the 3x + 1 problem, the Syracuse
problem, Kakutani’s problem, Hasse’s algorithm or Ulam’s problem, is one of these
unsolved mathematical problems which is easily stated but extremely difficult to
prove. Specifically, the conjecture asserts that if C(n) is the Collatz function defined
as C(n) = n/2 if nis even, and C(n) = 3n + 1 if n is odd, then C(n) reaches 1 in a
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Palabras clave: Collatz, conjetura de Collatz, conjetura 3x + 1, problema de Ulam.
MSC2020: 11-37.

Recibido: 20 de marzo de 2021.
Aceptado: 13 de febrero de 2022.

Agradecimientos: Quiero agradecer a mis tutores del Trabajo de Fin de Grado, por animarme a enviar este articulo.
Agradezco a la ANEM vy a todos los que colaboran en esta revista para incentivar el talento matematico y
divulgar las matematicas.

Referencia: GIL AsENsI, Alejandro. «La conjetura de Collatz». En: TEMat, 6 (2022), pags. 65-81. 1SsN: 2530-9633.
URL: https://temat.es/articulo/2022-p65.

“El autor estaba afiliado a la Universidad de Alicante cuando se desarroll6 la mayor parte del trabajo.

@@® Este trabajo se distribuye bajo una licencia Creative Commons Reconocimiento 4.0 Internacional
https://creativecommons.org/licenses/by/4.0/


mailto:algila@unirioja.com
https://temat.es/articulo/2022-p65
https://creativecommons.org/licenses/by/4.0/

La conjetura de Collatz

1. La conjetura de Collatz

La conjetura de Collatz, también conocida como problema de Kakutani, conjetura de Ulam, problema
de Siracusa o, mds genéricamente, como problema 3x + 1 (o 3n + 1), es un tipico problema matematico
facil de enunciar cuya dificultad reside en ser capaz de demostrar sus implicaciones. El problema consiste
en estudiar el comportamiento de las iteraciones de la funcién de Collatz C(x) (con x € N ={1, 2,3, ... }),
definida como

X
= six=0 (mod 2),
Cx)=42 ( )
3x+1 six=1 (mod 2).

La conjetura esté relacionada con las iteraciones de esta funcién, aunque en la literatura aparece con més
frecuencia la funcién
six=0 (mod 2),

x
2
T)=13x4+1

six=1 (modd 2).

De tal forma, se ahorra un paso si x es impar. Si se itera en las funciones C(x) y T(x) utilizando, por ejemplo, 6
como semilla, se obtienen las secuencias (6, 3, 10, 5, 16, 8,4, 2,1, ... )y (6, 3,5, 8,4, 2, 1, ... ), respectivamente.
Se observa que estas secuencias acaban llegando al bucle (1, 4, 2) en el caso de C(x) y (1,2) en el caso de
T(x).

Se va a utilizar la siguiente terminologia en relacién con las secuencias generadas por estas funciones.
Definicién 1 (trayectoria). Se llama trayectoria de x € N a Q(x) = (x, T(x), T?(x), ...).

Definicién 2 (ciclo). Se dice que Q(x) es un ciclo de longitud k si T¥(y) = y para todo y € Q(x). Al ciclo
(1, 2) se le llama ciclo trivial.

Se puede observar que para cada x solo pueden suceder tres cosas:

1. Existe k € N tal que T*(x) = 1. Es decir, su trayectoria es convergente.
2. Q(x) tiene un ciclo no trivial o una 6érbita.

3. klim Tk(x) = 40, 0 lo que es lo mismo, su trayectoria es divergente.
—> 00

Los conceptos de trayectoria y ciclo se pueden definir tanto para C(x) como para T(x). En el caso de
utilizar la funcién C(x), se llamara ciclo trivial al ciclo (1, 4, 2).

Con esto, podemos formular la conjetura de Collatz, la cual afirma lo siguiente.

Conjetura 3. Para todo x € N, existe un entero positivo k tal que T*(x) = 1y, por ende, toda trayectoria
es convergente.

Normalmente la conjetura de Collatz se formula para todo entero positivo, pero nada impide extender
la funcién T(x) a enteros. Como T(0) = 0y T(—1) = —1, aparecen dos nuevos ciclos unipuntuales, pero
también aparecen los siguientes: (-5, -7, —10) y (—17, —25, =37, —55, —82, —41, —61, —91, —136, —68, —34).
En tal caso, se conjetura que cualquier trayectoria termina por entrar en el ciclo trivial (1, 2) o en alguno
de los ciclos anteriores.

Este problema se le atribuye a Lothar Collatz (1910-1990), matemaético alemén que realizé importantes
aportaciones en andlisis funcional, teoria de la aproximacién, optimizacién y ecuaciones diferenciales,
entre otros campos. Plante6 el problema en la década de 1930, mientras estudiaba el comportamiento
de funciones bajo iteraciones. Otros importantes mateméticos como Helmut Hasse (1898-1979), Shizou
Kakutani (1911-2004) o Stanislaw Marcin Ulam (1909-1984) también plantearon, de manera independiente,
dicha conjetura y, por ello, figuran como autores en la literatura.

Que el problema lleve casi cien afios sin resolverse implica preguntarse por qué la conjetura es tan dificil.
Por un lado, cabe destacar que la conjetura no apareci6 en la literatura hasta los afios 70. Por otro lado, el
comportamiento bajo iteraciones de este tipo de funciones es muy impredecible. Ejemplo de ello puede
verse con los iterados C¥(27) (véase la figura 1).
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Figura 1: Trayectoria del ndamero 27. A la izquierda, mediante la funcién C(x) y a la derecha por T(x). Como
puede verse, ambas trayectorias tienen una forma parecida a pesar de que la izquierda necesita mds pasos
para llegar al 1y, por eso, tiene una forma mds punteada. En total, se necesitan 110 pasos con C(x) (i. e.,
CH0(27) = 1) y 70 con T(x) (i.e., T?°(27) = 1). El valor méaximo de la trayectoria también es diferente,
C™(27) = 9232 ala izquierda y T*(27) = 4616 a la derecha (justamente la mitad).

Al tratarse de un problema abierto, existen en la literatura diferentes formas de abordarlo. El objetivo a
lo largo de este articulo es presentar algunas de las que se han considerado mads interesantes y que mas
se acercan a tener una demostraciéon de la conjetura. En primer lugar, se va a extender el problema a
un tipo de funciones més general en la seccién 2. En la seccién 3 se procederd a presentar conceptos
de teoria ergédica y su funcién junto a cadenas de Markov para el estudio del comportamiento de los
iterados médulo m. La seccién 4 introduce el concepto de tiempo de parada con la intencién de presentar
el teorema de Terras, el cual evidencia que la conjetura es cierta para «casi todos» los ntimeros (en un
sentido de densidad natural que se presentard en la misma seccién). Ademds, se relacionara este resultado
con uno mucho més fuerte al que recientemente llegé Terence Tao!. Finalmente, en la dltima seccién se
realizaran algunas reflexiones sobre la dificultad de la conjetura y el estado actual de la misma. También
se mencionardn algunos otros avances en otras direcciones diferentes que no se han podido abordar en
este articulo. Junto a esto, los lectores podran consultar la bibliografia para acceder a mas informaciéon
sobre el tema.

2. Generalizaciones del problema 3x + 1

Antes de que aparecieran, en los afios 70, los primeros trabajos relacionados con el denominado problema
3x + 1, en los afios 60 ya se encontraban problemas semejantes. Por ejemplo, el problema al que lleg6
Murray Klamkin en 1963. Este estaba relacionado con la funcién U(n) definida como

2
?” sin=0 (méd 3),
4n—1
R Un) = ”3 sin=1 (méd 3),
4 1
”3+ sin=2 (méd 3),

donde n € N. El problema consistia en estudiar si los iterados a partir del valor n = 8 forman un conjunto
infinito o no. Es decir, si la trayectoria de n = 8 por la funcién U es divergente. Este problema continta sin
ser resuelto hasta la fecha, aunque se conjetura que es cierto [10].

ITerence Tao fue merecedor de la prestigiosa Medalla Fields en 2006, la cual recibié en la vigésima quinta edicién del Congreso
Internacional de Matemdticos, en Madrid [23].
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Este hecho sirve para sospechar que la dificultad de la conjetura estd muy ligada a la dificultad del estudio
de las iteraciones de funciones de esta indole. En esta seccion se va a dar una generalizacién de este tipo
de funciones y a estudiar si todas ellas tienen un comportamiento parecido.

2.1. Funciones de Collatz generalizadas

Para generalizar el problema 3x + 1 se va a recurrir a las llamadas funciones de Collatz generalizadas
(véanse las definiciones 4 y 5).

Definicion 4 (funcién admisible). Se dice que una funcién T es admisible si envia enteros a enteros, es
decir, siesdelaformaT: Z — Z.

Definicion 5 (funcién de Collatz generalizada). Sea una funcién admisible T. Si existen un ntimero natural
d > 2 yenteros a;, b;, coni € {0,1, ...,d — 1}, tales que

a;x + bi
d

entonces se dice que T es una funcién de Collatz generalizada.

(2) T(x) = six=i (madd d),

Alo largo de este articulo se mencionardn con frecuencia enteros a; y b; coni € {0, 1, ..., d — 1} que siempre
se referirdn a los que aparecen en la definicién anterior.

Proposicion 6 (caracterizacién de admisibilidad). Sea T una funcién de la forma presentada en (2).
Entonces, T es admisible si y solo si ia; + b; = 0 (mo6d d) paratodo0 <i<d-1.

Demostracion. Sea x € Z con x =i (mod d), de modo que x — i = kd para cierto k € Z. Entonces,

%-H)i=tez = qi—i+x)+b=dt
~ iai+bi=dt—(x—i)ai=dt—dkai:d(t—kai)

< ig;+b; =0 (mod d). L]

Ejemplos de funciones de Collatz generalizadas son la funcién T(x) del problema 3x + 1, cuando se
toman coeficientes d = 2, a; = 1, by = 0, a; = 3y b; = 1, o la funcién de Klamkin U(x) (definida en
(1)) tomando d = 3,ay = 2,a;, = a, = 4, by =0, b; = —1yb, = 1. La admisibilidad de T(x) es facil de
ver mediante la caracterizacién de admisibilidad, ya que 0ay + by =0 =0 (m6d 2)yla; + b, =4 =0
(mdd 2). Andlogamente se puede comprobar la admisibilidad de U(x).

2.2. Funciones de tipo relativamente primo

Dentro de las funciones generalizadas de Collatz estédn las llamadas de tipo relativamente primo, que han
sido objeto especial de estudio.

Definicion 7 (funcion de tipo relativamente primo). Una funcién generalizada de Collatz se dice que es de
tipo relativamente primo si se da que

3) mcd(aga; -+ ag_;,d) = 1.

La funcién T(x) del problema 3x + 1 tiene a; = 1,by, = 0,a, = 3y b; = 1, luego, como mcd(1-3,2) =1,
pertenece a la familia de funciones de tipo relativamente primo. Sin embargo, para la funcién de Collatz,
C(x),ap=1,by=0,a, =6yb, =2, luego mcd(1-6,2) =2 # 1y, por tanto, no pertenece a este tipo.

Por otro lado, en cuanto a la funcién del problema anélogo 5x + 1 definida como

g six=0 (mod 2),

T5()=15x 41

six=1 (mod 2),
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también es una funcién de tipo relativamente primo. Sin embargo, parece que el comportamiento de
esta funcion es diferente, ya que se conjetura que existen trayectorias divergentes [10]. Por tanto, todo
apunta a que algunas funciones generalizadas de Collatz van a tener trayectorias divergentes y otras no.
La siguiente conjetura fue realizada por Matthews y Watts [17, conjeturas (i), (ii) y (iv)]. Indica cudndo va a
darse cada casuistica.

Conjetura 8 (conjetura sobre los ciclos y las trayectorias divergentes). En lo referente a las funciones de
Collatz generalizadas de tipo relativamente primo, se ha conjeturado lo siguiente.

(1) Sil|aga; - ag_,| < d%, entonces en algiin momento todas las trayectorias llegan a un ciclo (y, por
tanto, siempre existird al menos un ciclo).
() Silaga; -+~ aq_q| > d9, entonces existen trayectorias divergentes.

() Sila trayectoria (Tk(n))k>0, n € Z, no entra nunca en un ciclo, entonces las iteraciones se distribuyen
uniformemente (mo6d d%) para todo a > 1, es decir,

lim 1
N-oow N+1

Card{k <N | T*(n)=j (mod d%)} = d—la, paratodo0 < j<d¥ -1,

donde Card{-} denota el cardinal del conjunto.

El caso |aya; -+~ a4_;| = d% no hace falta cubrirlo puesto que, por la condicién (3), esto nunca puede darse.
Esta conjetura va acorde a lo mencionado antes (en el problema 3x + 1). Se obtiene que |aya;| = 3 < 22,
luego la conjetura nos dice que todas las trayectorias serdn ciclicas en algin momento. En cambio, para la
conjetura 5x + 1 se tiene que |aya;| = 5 > 22 y, por tanto, deben existir trayectorias divergentes. También
cabe resaltar que esta conjetura no depende de los valores que tengan los b;. Esta conjetura también
parece ser un problema intratable [17].

3. Estudio de los iterados

El estudio de los iterados es interesante para una mayor comprension del comportamiento de T(x). En
esta seccion se estudiard no solo cémo poder dar una férmula para el K-ésimo iterado, sino también c6mo
estos iterados se distribuyen médulo m. Para ello, resulta muy ttil plantear modelos de Markov [16].

Para un x cualquiera, se puede dar una férmula del K-ésimo iterado, pero es més laboriosa. Consideremos
el caso mas genérico: el de funciones de Collatz generalizadas definidas en (2). Siguiendo la misma notacién
anterior, definimos ag(x) = a; y bg(x) = b; si T¥(x) =i (m6d d) para 0 < i < d, de tal forma que

ag()T*(x) — b (x)
y .

Teorema 9 (expresién del K-ésimo iterado). Para una funcion generalizada de Collatz, T(x), el K-ésimo
iterado se puede expresar como

TK+1(x) —

(4) TX(x) = ag(x) --- ag_(x) (x _ Kz_f b;(x)d! ) ‘

dx 24 Go(x) - a;(x)

Si T(x) # 0 para todo i > 0, también se verifica que

Kooy _ Q0(%) - ag_1(x) p= b
(5) TK(x) = WD xg(l —ai(x)Ti(x)>,

Demostracién. Se va a demostrar (4) por induccién. En primer lugar, para el caso K = 1, se tiene que

_ ay(x) ( _ bo(x)) _ ay(x)x — by(x)
T = a \* ap(x)) d '
Como ay(x) = a; y by(x) = b; six =i (mdd d), se llega a que
T(x) = %_bi six=i (méd d).
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Ahora, supongamos que se da la igualdad (4) para todo K < N. Veamos que se cumple paraK = N + 1.
Tenemos que

TN+1(X) — T(TN(X)) — aO(T;V(x)) (

TN(X) _ bO(TN(x))) .

ag(TN(x))
Se puede ver facilmente de la definicién de a;(x) y b;(x) que ao(T*(x)) = ag(x) y bo(T*(x)) = bg(x). Por

tanto,
ey - U (@) @, (N bod! bi(x)
T =g ( a~ (x‘ 2 ao(x)---al-(x)> - aK(x)>

_ ap(x) -+ ag_y(¥)ag(x) x_KZ‘I bixd! | bg(x)

- dK+1 por ap(x) - a;(x) d

_ () g (Dag() (s bid!

= qK+1 <x - ;} () - a,-(x)) :
Con esto, queda demostrado (4). La demostracion de (5) se omite por ser similar. ]

Con el objetivo de conocer mejor las iteraciones, se va a estudiar como se comportan los iterados médulo
m. La idea es conocer cuanto tiempo permanece la funcién T(x) en la clase de elementos congruentes
con i (méd m). Cuando m = d, puede estimarse que

1 d-1
(6) () ~ 5 (H af i) x,
i=0

donde f; € [0,1] es la frecuencia con la que los iterados permanecen en la clase de los elementos
congruentes con i (mod d) (ala que en la definicién 10 denotaremos como B(i, d)). En el teorema 14 se
dara la expresion de estas frecuencias limites cuando T(x) sea una funcién de Collatz de tipo relativamente
primo. Por (6), cabe esperar que los iterados TX(x) crezcan o decrezcan geométricamente en base a estas
frecuencias.

A pesar de que los iterados TX(x) quedan determinados por x, se han empleado en la bibliografia muchas
ideas propias de la estadistica y la probabilidad. Por ejemplo, se puede considerar la sucesién de los iterados
x, T(x), T*(x), ..., T¥(x), ... como un proceso estocdstico [16], esto es, una sucesion de variables aleatorias.
En nuestro caso, se observa que la clase de congruencia del iterado TX*!(x) solo estd determinada por
la clase en que esté la iteracién anterior, TX(x). Esto corresponde a procesos muy concretos conocidos
como cadenas de Markov, los cuales se introducirdn mas adelante. Por tanto, con el objetivo de estudiar
las clases de congruencias médulo m de los iterados para 6rbitas largas, se construird, a partir de las
cadenas de Markov, lo que se conoce como matriz de transicién. Esta matriz aporta mucha informacién
del comportamiento de los iterados cuando K — .

Definicion 10. Definimos la clase j (méd m), donde j € {0, 1,2, ..., m — 1}, como
B(jym)=={x€Z|x=j (mbéd m)}.

Definicion 11 (conjunto ergédico). Diremos que S C Z es un conjunto T-invariante médulo m si T(S) C Sy
se cumple que S = B(i;, m) UB(i,, m) U ... U B(i;, m), es decir, que es una unién de ¢ clases de congruencias
moédulo m. Diremos que S es un conjunto ergdédico médulo msi S # @y S es un conjunto T-invariante
médulo m minimal. La condicién de minimalidad implica que, si existe otro conjunto ergédico médulo m,
R,talque R C S, entonces R = S.

El motivo por el que tiene interés estudiar los conjuntos ergédicos médulo m es que la aplicacién inversa
de una funcién de Collatz generalizada T, aplicada sobre una clase de congruencias médulo m, resulta
ser una union de clases de congruencias médulo md [3]. Por ejemplo, si T es la funcién de Collatz del
problema 3x + 1, entonces su aplicacién inversa, T~!, satisface que

B(2j,2m)UB(2]3_1) sim#0 (méd 3),
T~Y(B(j, m)) = { B(2j, 2m) sim=0 (m6d3)yjz2 (madd 3),
B(2j,2m) uB(ZJg—_l, %m> sim=0 (méd3)yj=2 (moéd 3).
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De esta forma, solo es necesario estudiar separadamente los conjuntos tales que T(S) C S (es decir, los
conjuntos ergédicos) para obtener una idea del comportamiento de la funcién T.

Observacion 12. Cada conjunto ergdédico médulo m, Si(m), coni > 1, tiene interseccién vacia con cualquier

sy si™ diferentes. Como ambos

. . 2 . .2 m m .z 2
son uniones de clases de congruencias médulo m, la interseccién s§ ) A s§ ) también lo es. Ademas

otro conjunto ergédico. Para verlo, tomemos dos conjuntos ergédicos

T(s{™ ns§™) ¢ 5™,
T(s'™ n si™y ¢ s,

Luego T(SY") N ng) )CS fm) N ng) y, por tanto, es un conjunto ergédico. Sin embargo, por la condicién de
minimalidad de ng) yde ng), como S%m) n ng) C Si(m) (i = 1,2), se tiene que
sim _ SY") n s{m _ glm)

1 - 2 — 22

Luego los conjuntos ergdédicos mdédulo m son disjuntos. Ademds, si suponemos que tenemos r de ellos en
total, entonces se cumple que

Z=5"us™y. us™,
donde ng), S;m), s £’") son los diferentes conjuntos ergédicos médulo my S(()m) es la unién de las clases
de congruencias restantes, a veces llamada clases de transicién pues representa a aquellas clases que en
alguna iteracién pueden abandonarla.

Ejemplo 13. Consideremos la funcién de Collatz T(x) del problema 3x + 1. Para m = 2 solo tenemos
las clases de congruencias B(0, 2) y B(1, 2). Para ntimeros de la forma 2n se tiene que T(2n) = n, luego
T(B(0,2)) = Z, asi que T(B(0,2)) ¢ B(0,2). Por tanto, B(0,2) no es ergédico por no ser T-invariante.
También se puede comprobar que B(1, 2) no es ergddico puesto que T(B(1,2)) ¢ B(1, 2). Como ni B(0, 2)
ni B(1, 2) son ergddicos, el tnico conjunto que puede serlo es Z = B(0,2) U B(1, 2).

Consideremos ahora el caso m = 3. Las clases de congruencias son B(0, 3), B(1, 3) y B(2, 3). Por tanto, los
posibles conjuntos ergédicos serdn alguna de estas clases de congruencias, o unién de algunas de ellas.
Se puede comprobar que T(B(i, 3)) € B(i, 3) para todo i € {0, 1, 2}. Sin embargo, se observa que la unién
s§*°’) = B(1, 3) U B(2, 3) estad formada por los ntimeros de la forma 3k + 1 y 3k + 2. Estos nlimeros pueden
tener imdagenes (3k + 1)/2, (3k + 2)/2 si son pares o (9k + 4)/2, (9k + 7)/2 si son impares, que en cualquier

caso no son un multiplo de 3. Luego T(S§3)) c S%S) y, por tanto, es un conjunto ergédico (mod 3). Como
la interseccién de conjuntos ergddicos diferentes tiene que ser vacia, el otro conjunto ergédico posible es
B(0, 3), pero no lo es por no ser T-invariante, luego no existe otro conjunto ergédico. Finalmente,

Z=5Pus?,
donde S(()S) = B(0, 3) es el conjunto de clases de transicion.

En general, si 3 4 m, el tinico conjunto ergédico es Z v, si 3 | m, Z — 3Z. [3, ejemplo 1.1].

El siguiente resultado fue obtenido por Matthews y Watts [18] para estimar las frecuencias limites de las
clases de congruencias B(j, m).

Teorema 14. Sea T(x) una funcion de Collatz generalizada de tipo relativamente primo. Sea
S = B(i;, m) U B(iy, m) U ... U B(i;, m)

un conjunto ergédico modulo m y llamemos S' = (B(i;, m), B(i,, m), ..., B(i;, m)). Entonces, la frecuencia
Iimite de la componente B(j, m) (con j € {i,, ..., i;}) viene dada por

7 us/(B(j, m)) = 1\}13;0 ]%] Card{K < N | T(n) € B(j, m)}.
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Se sabe que esto es cierto en el caso de funciones de tipo relativamente primo, pero permanece sin
probarse en el resto de casos, aunque hay evidencia computacional que afirma que esto se sigue dando.
Un algoritmo para calcular las frecuencias limite puede encontrarse en el trabajo de Leigh [14].

Para estudiar la distribucion de los iterados médulo m es ttil utilizar procesos de Markov (o cadenas
de Markov). Se trata de procesos estocdsticos discretos con m posibles estados, Ej, ..., E,,, en los que la
probabilidad de que se dé un estado depende tinicamente del estado anterior. En nuestro caso, cada
una de las observaciones TX(x), con K =0, 1,2, ..., estar4 en el estado i si TX(x) pertenece a B(i, m). La
intencién es estudiar cudl es la probabilidad de pasar de un estado a otro en cada una de las iteraciones
(ala probabilidad de pasar del estado j al estado i la denotaremos por g;;) y asi construir una matriz de
transicion (o matriz de Markov) que nos permitird estudiar el comportamiento de los iterados en el limite.

Definicion 15 (matriz de Markov). Sea p;;(m) el nimero de clases de congruencias médulo md en el
conjunto T~(B(i, m)) N B(j, m) y sea q;j(m) = p;j(m)/d. La matriz m X m

qoo(m) qo1(m) qO(m—l)(m)
Qp(m) = [q;;(m)] = Q1o§m) q11§M) ql(m—sl)(m)
dim-10M)  qm-11(M) -+ Gem-1)(m-1)(M)

se llama matriz de Markov. Los g;; representan la probabilidad de transicion del estado j al estado i.

Teorema1é. La matriz de Markov Qq(m) es una matriz estocdstica. Esto es, q;; > 0 paratodo0 < i, j < m—1
y los valores de cada columna suman 1 (algunos autores trabajan con filas en vez de columnas).

Demostracién. Claramente, g;; > 0 por definicién. Ademas,

m-—1
B(j,m) = ZnB(j,m) = T~NZ)nB(j,m) = | J [T~'(BG, m)) n B(j, m)].
i=0

Por lo tanto, B(j, m) es unién disjunta de erzl p;j(m) clases de congruencias médulo md. Por otro lado,

como
d-1

B(j,m) = | [BG + km, md)],
k=0

se tiene que B(j, m) es unioén de d clases de congruencias (mdd md). Luego se sigue que Z:ﬁ;l pij(m) =d
m—1 -
y, finalmente, 3.~ " q;j(m) = 1. "

Observacion17. Sid | m, entonces

m
2 ST = (méd —),
qijm)=1d / d
0 en otro caso.

En caso contrario, el célculo de los g;j(m) resulta complicado de hallar.

Por ejemplo, para T(x) del problema 3x + 1y m = 3 se tiene que los estados posibles son B(0, 3), B(1,3) y
B(2, 3). Consideremos {0, 3, 6, ...} los elementos de B(0, 3). Entonces,

7({0,3,6,...}) = {0,3,6, ...} U{5,14,23,...} = B(0,3) U B(5,9)

y, como B(5,9) C B(2, 3), intuitivamente podemos afirmar que el estado B(0, 3) pasa al estado B(0, 3) con
probabilidad 1/2 o al estado B(2, 3) con la misma probabilidad. Esto puede verificarse computacionalmente.
Para B(1, 3),

T({1,4,7,..) =1{2,5,8,...}U{2,11,20,...} C B(2,3),

luego del estado B(1, 3) siempre se pasa al estado B(2, 3). Por tltimo,

T({2,5,8,---) =1{1,4,7,---}uU{8,17,---},
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luego el estado B(2, 3) pasa al estado B(1, 3) o B(2, 3) con misma probabilidad. Por tanto,

1/2 0 0
QT(3)=[ 0 0 1/2‘
/2 1 1/2

Hasta ahora se ha trabajado con matrices de transicién de un paso (una iteracion). El objetivo es conocer
la matriz de transicion en el limite, es decir, calcular (Qp(m))X y hacer K — co.

Teorema 18. Sea py;; el numero de clases de congruencias médulo mdX en T~X(B(i, m)) n B(j, m). En-
tonces,
K
[pij]” = [pkij]-
Ademds, se satistace que
Pkij ]

(@r(m))* = | —%

Continuando con el ejemplo anterior, para el problema 3x + 1 y m = 3 se tiene que

1 (-1 1 1 (-1
(QT(?’))k = §(1 + 2k+1 >_ 2k+1 §<1 + k-1 )

luego cuando k -
0 0 0
(QT(S))"—>[ 1/3 1/3 1/3 ]
2/3 2/3 2/3

Luego el tnico conjunto ergédico (méd 3) es S = Z — 3Z, como ya fue mencionado anteriormente. Esto
implica el curioso hecho de que, una vez se llega a un ntimero que no es multiplo de 3, la trayectoria
nunca vuelve a pasar por un nimero multiplo de 3 [16].

4. Tiempo de parada

La conjetura 3x + 1 se ha formulado en la literatura de diversas formas como, por ejemplo, la que pre-
sentamos como conjetura 3. En esta seccion, se va a reformular la conjetura en términos de un concepto
muy importante denominado tiempo de parada. Este concepto, junto a otros que se introducen en esta
seccion, se pueden definir para una funcién generalizada de Collatz cualquiera. Sin embargo, durante esta
seccion denotaremos por T(x) a la funcién de Collatz del problema 3x + 1.

Definicion 19 (tiempo de parada). Se conoce a o(n) como el tiempo de parada de n € N y se define como
o(n) == inf{k € N | T*(n) < n}.

Por convenio, se define o(n) = 4o si ningtin entero positivo k verifica que T*(n) < n.

Por ejemplo, para n = 7, se tiene la trayectoria Q(7) = (7,11, 17, 26, 13, 20, 10, 5, 16, 8,4, 2, 1). Observamos
que k = 7 es el menor entero positivo que verifica que T7(7) = 5 < 7. Por tanto, o(7) = 7.

Definiciéon 20. Llamaremos
S(k) ={n| o(n) < k}

al conjunto de naturales con tiempo de parada inferior a k.

Con esto, se puede redefinir la conjetura en términos de tiempos de parada de la siguiente forma [8].
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Conjetura 21. Cualquier niimero natural tiene tiempo de parada finito.

La equivalencia de esta conjetura con la conjetura 3 es evidente. Si todo ntimero n € N satisface que
Ti(n) = 1 para cierto i, necesariamente su tiempo de parada debe ser finito. El reciproco puede compro-
barse por induccién. Supongamos que la conjetura 3 es cierta para todo nimero menor o igual que n.
Ahora, como todo ntimero tiene tiempo de parada finito, el niimero n + 1 va a llegar a un nlimero x menor
o igual que n en o(n + 1) de iteraciones. Aplicando la hipdtesis de induccidn a este x < n, se tiene que
existe un entero positivo i tal que T!(x) = 1. Por tanto, T°"**D+{(n 4 1) = 1, terminando asi de demostrar
la equivalencia de las conjeturas.

En lo relativo a este concepto, el resultado més importante es el teorema de Terras [24] (que se verd en el
teorema 37). Este teorema presenta una prueba de que el conjunto de niimeros que satisfacen la conjetura
es denso en el sentido de densidad natural, que se define a continuacién. También mencionaremos
brevemente un resultado similar (véase el teorema 38), pero mucho mds potente, al que se ha llegado
recientemente.

Definicion 22 (densidad asint6tica o densidad natural). Un subconjunto A C N tiene densidad asintética
a si Card(A N [1, n])/Card([1, n]) —» a cuando n — oo, donde [1,n] = {1, ..., n}. Dicho de otra forma, tiene
densidad asintética « si existe el limite

D(A) := lim 1 Cardfne A|n < x}
x—o00 X

y es finito con valor a.

El concepto de densidad asintética o densidad natural de un conjunto se refiere a la proporcién de
elementos de ese conjunto en el intervalo [1, n] a medida que este intervalo se hace grande. Los siguientes
resultados nos conduciran al teorema de Terras (teorema 37), donde se muestra que el conjunto de
elementos con tiempo de parada finito tiene densidad asintética 1; en otras palabras, se prueba que

D(s(0) = lim )1( Card{n € N|n < xyo(n) <k} — 1

cuando k — +o0. Para probar el teorema de Terras es necesario definir previamente el siguiente concepto.

Definicion 23 (vector de paridad). Se define como el vector de paridad de n a v(n) := (x4(n), x;(n), ...),
donde, para cada 0 < i < oo, se tiene x;(n) € {0,1} con x;(n) = Ti(n) (méd 2). Se define el vector de
paridad k-truncado como v (n) := (xy(n), x1(n), ..., Xp_1(n)).

Por ejemplo, observando Q(7), tenemos que v(7) = (1,1,1,0,1,0,0,1,0,0,0,0,1, ... ) y 0,(7) = (1,1, 1, 0).
Similarmente a la representacion de los iterados que se dio en el teorema 9, podemos expresar los iterados
en funcién de los vectores de paridad de la siguiente forma.

Teorema 24 (representacion de los iterados). Se satisface la siguiente igualdad para el k-ésimo iterado
den:
T5(n) = A (mn + pi(n),

donde
3x0(n)+x1(n)+ vt Xg_1(n)
) = =
y
k-1 X1 () +. . +xp1 (1)

piln) = Y xi(m)

i=0
donde los x;(n) denotan los elementos del vector de paridad de n.
Demostracion. Para k = 1 tenemos que A, = 3% /2y p,(n) = x,(n)/2. Entonces, si n es par, xo(n) = 0y,

en tal caso, T(n) = n/2. Si, en cambio, n es impar, se tiene que x,(n) = 1y, por tanto, T(n) = (3n + 1)/2.
De esta forma se obtiene la definicién de T. Ahora, supongamos que la igualdad es cierta hasta k — 1.

Casol. T¢¥"'(n) = x_,(n) = 0 (méd 2). Entonces,

Ak (mWn + py_1(n)
2 )

Tk(n) = T(T*"'(n)) =
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y, como xj_;(n) = 0, se tiene que
A (n) _

1 = 2w
Y k—2 k-1
Pk— (n) 1 — 3xi+1(n)+~--+xk—2(”) — 3xi+1(n)+-~~+xk—1(”)
Tl =5 Z;) x;(n) Py = Z;) xi(n) ok = px(n).
1= 1=

Con todo esto, se llega a que
Tk(n) = A(W)n + pi(n).

Caso 2. T¥'(n) = x;_;(n) = 1 (mdd 2). Entonces,

T8(n) = T(Tk1(n)) = a1+ 3P + 1

2
Y ahora, como x;_;(n) =1,
LSRRG
y
k—2 ‘
Bpk_l(zn) +1_ % ; %) 3xl+1(n2)::1.jk—2(n) 3xka(m) 4 %
k=2 X1 (W+.+xg 1 (1) 1
= 26— + X (n)5
k-1 X1 (W+. . +xg_1 (1)
= 2 () = Pl
y de nuevo se llega a que T*(n) = 1, (n)n + pr(n). [

Con esta representacion de los iterados se observa que una condicién indispensable para que T*(n) < n
se cumpla para cierto k es que 1;(n) < 1, debido a que p;(n) nunca es negativo. Este hecho motiva la
siguiente definicién.

Definicion 25 (coeficiente del tiempo de parada). Se llama coeficiente del tiempo de parada, w(n), al
menor k tal que 4;(n) < 1.

Proposicion 26. Se cumple que w(n) < a(n).

Demostracion. Si o(n) = +0, la desigualdad se cumple trivialmente, asi que supongamos que o(n) = k.
Entonces, por el comentario anterior, 1;(n) < 1, luego w(n) < k = a(n). [

Proposicion 27.  Se satisface que T*(n) < n si y solo si pi(n)/(1 — 4;(n)) < n.
Demostracion. Inmediato por el teorema 24. [

Teorema 28 (periodicidad). Sea vy (n) un vector de paridad k-truncado. Entonces, se cumple que
ve(n) = vi(m) si y solo si n = m (mod 2%).

Demostracion. Supongamos que vi(n) = vi(m). Notemos que, en ese caso, 4, (n) = A, (m) y pr(n) = pr(m).
Entonces,
3x0(n)+x1(n)+...+xk_l(n)

2k

Tk(n) — T*(m) = A(n)(n — m) = (n—m)

y, como esta expresion tiene que ser un entero, se debe cumplir que 2% | (n — m).

Por otro lado, si n = m (mdd 2¥), veamos que se cumple que x;(m) = x;(n) paratodoi = 0,1, ..., k. El
caso i = 0 es inmediato por hip6tesis. Supongamos que se cumple hasta j y veamos que se cumple para
J+ 1. Como x;j,,(n) = TJ*!(n) y tanto en la expresién de Aj41(n) como la de p;,,(n) solo aparece hasta el
término x;(n), se tiene que X;,,(n) — xj;,(m) = Tt (n) — TI+(m) = Ajp(m)(n—m) =0 (mod 2. ]
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Cabe destacar que este hecho también implica la periodicidad de las funciones 1. (n) y o, (n). Esta propiedad
motiva a definir al conjunto
[n:kl={meN|m=n (méd 2k)}

y centrarse en el estudio de los elementos de este conjunto.

Teorema 29. Supongamos que w(n) = k y seam € [n : k]. Entonces, existe M € N tal que para todo
m > M se satisface que o(m) = k.

Demostracién. Como py(n) y Ax(n) son periédicas con periodo 2¥, entonces t(n) = pr(n)/(1 — Ax(n))
también lo es. Sea R verificando que t(n) < n + R2¥. Entonces, para r > R se cumple que

t(n+r2%) = t(n) < n + R2k < n 4 r2k,

y, por la proposicién 27, esto implica que T*(n + r2¥) < n + r2¥. Llamando m = n + r2* > n + R2¥ = M, se
concluye, por tanto, que o(m) < k. Finalmente, como siempre se verifica que o(m) > w(m) = w(n) = k,
entonces a(m) = k. n

Definicion 30. Se define P[w = k] := Card{n € [1,2¥] | w(n) = k}/2¥ como la proporcién de enteros
del intervalo [1, 2%] con coeficiente de parada igual a k. Andlogamente se definen P[w < k], P[w > k],
Plw <klyPlw > k].

Teorema 31. El limite )
F(k) == lim o Cardin e N | n < xya(n) >k}
X—00

existe y vale P [w > k| para todo k € IN.

Demostracion. Por la periodicidad del coeficiente de parada se satisface que
1
Plw =k] = lim — Card{n < m | w(n) = k}.
m—oo M

Por el teorema 29, el conjunto de los ntimeros con coeficiente de parada igual a k es igual al de los niimeros
con tiempo de parada k salvo, a lo sumo, un conjunto finito de nameros. Por tanto,

Plw=k] = lim — Card{n < m | o(n) = k}
m—oco M

y se sigue que
Plw> k] = lim — Card{n < m | o(n) > k} = F(K). .

m—-oo

Se observa que
D(S(k))=1—-F(k)=1—-Plw > k] = Plw < k]

cuando k — oo. El objetivo de los resultados siguientes es probar que F(k) — 0 cuando k — oo para
concluir que el conjunto D(S(k)) de los niimeros con tiempo de parada finito tiene densidad asintética 1.

Para hallar F(k) vamos a utilizar que

(8) Plw > k] = Z—Ik Card{n € [1,2¥] | 4;(n) > 1 paratodo 1 <i < k —1}.
Como 4;(n) > 1 paratodo 0 < i < k — 1, se sigue que

3x0(n)+x1(n)+ et X1 (n)

> > 1 3x0(n)+x1(n)+...+xi_1(n) > Zi

Ai(n) =

= (x(n) + x;(n) + ... + x;_1(n))1og(3) > ilog(2)
1
= X)) +x1(m) + ..+ X () > il?)ig'

Con esto, se observa que una forma posible para hallar P [w > k] es hallar cudntos vectores v;(n) de longitud
i < k — 1 satisfacen que 4;(n) > 1. Por ello, vamos a definir los siguientes conceptos.
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Definicion 32 (vector admisible). Sea y = log(2)/log(3). Un vector vy, = (vy, Uy, ..., Ug_1), con v; € {0, 1}, es
admisible si
Vo+ Uy +...+0;_; >iy, paratodol <i<k-1.

Si, ademads, se verifica que
Ug+U; + ... + U > ky,

se dice que el vector admisible es activo, y en otro caso se le llama terminal.

Definicion 33. Se definen

numero de vectores admisibles de longitud k con a ceros sia € [0, k],

n(a, k) = 0 sia & [0,k],

(a k) = 1 sia<k(l-y),
o sia> k(1 —y).

A n(a, k) se le conoce como el coeficiente binomial modificado.

Se observa que, si a es el nimero de ceros de un vector vy de longitud k cuyas componentes toman valores
0 o 1, entonces la condicién a < k(1 — y) equivale a b > ky, siendo b = k — a el nimero de unos de vy.
Ademas, si un vector admisible es terminal, entonces c(a, k) = 0 pero c¢(a,k — 1) = 1.

Teorema 34. Se cumple que Pw > k] = 27% ZZ=O n(a, k) = F(k).
Demostracién. Trivial, partiendo de la definicién de n(q, k) y de la expresion de P[w > k] dadaen (8). =

Teorema 35. Sean n(0,1) = 0, n(1, 1) = 0. Entonces, se satisface la recurrencia
n(a, k + 1) = c(a, k)n(a, k) + cla — 1,k)n(a — 1, k).

Demostracion. Basta observar que c(a, k)n(a, k) denota el niimero de vectores admisibles y activos de
longitud k con a ceros, y andlogamente para c(a — 1, k)n(a — 1, k). Si tenemos un vector admisible de
longitud k + 1 con a ceros, eliminando la tdltima componente, serd un vector activo con a o a — 1 ceros.
Por otro lado, los vectores de longitud k activos pueden extenderse afladiendo una componente a vectores
admisibles. [

Corolario 36. Se tiene que n(a, k) < (l;)

Demostracion. Utilizando el hecho de que c(a, k) es una funcién booleana, por la férmula de recursién
anterior se tiene que n(a, k+1) < n(a, k)+n(a—1, k) y ahora se puede probar la desigualdad por induccién
simplemente del hecho de que (k“) = (k) + ( k ) n

a a a—1

Teorema 37 (Terras, 1976). Se satisface que lim,._,, F(k) = 0.

Demostracion. Por el teorema 34 se cumple que

k

Plo>kl= ),

a=0

n(a, k)
ok = F(k).
Sea vy, un vector admisible de longitud k y sea a el nimero de ceros y b = k — a el niimero de unos. Si vy
es activo, entonces 3%/2% > 1, donde a < k(1 — y). En cambio, si es terminal se tiene que 3b/ok < 1, pero
3P/2k=1 < 1 y entonces a < (k — 1)(1 — ). Juntando todo se tiene que n(a, k) = 0 cuando a > [k(1 — )|,y
con esto y el corolario 36 se llega a que

[k(1-y)

J k=]
Plo<kl= ) %S >, ()i

k
a=0 a=0 2
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Esta ultima expresion corresponde a P[S; < |k(1 —y)]], donde S, ~ Bin(k, 1/2) (es decir, sigue una

distribucién binomial®) puesto que es la suma de k variables independientes que se distribuyen como una
Bernoulli con p = 1/2. Entonces, normalizando, se tiene que

|[k(1-p)]
Q > (k) : P[SkSk(l—y)]=P[S"""2 <HMAZP K2y,

a=0 a)2k = \/E/Z B \/z/Z

Aplicando el teorema teorema central del limite [22] se obtiene que

Sy — k/2 ] 1 /x —t2/2
— <Lx|=0(x) = — e dt.
[ Vk/2 AYE

Dado un € > 0, podemos encontrar x € R tal que @(x) < €y, como 1 -2y < 0, también podemos encontrar
un K > 0, suficientemente grande, que cumpla que

lim P

k=

\/%(1 —2y)<x paratodok >K

S — k/2

Vk/2

<x paratodok > K.

Por lo tanto, finalmente se tiene que

[k(1=1)] k —k/2
Plw <k] < Z ( )%:P[Msﬁ(l—h) <¢g paratodok > K,
a=0 a/2 \/%/2
luego
F(k) = lim iCard{n |n<xyo(n)>k}—-0
X—>o0
cuando k — oo. n

En conclusion,
1 — F(k) = D(S(k)) = lim % Card{n < x | o(n) < k}
X—00

existe y ID(S(k)) — 1 cuando k — oo. Esto nos indica de que «casi todos» los enteros positivos (en un
sentido de densidad asintética) cumplen la conjetura de Collatz.

Recientemente se han realizado avances en un sentido similar al resultado anterior. El célebre matematico
Terence Tao demostr6 en 2019 una versién mds fuerte del teorema de Terras. En primer lugar, reemplazé
el sentido que antes se ha dado al término de «casi todos», aludiendo a la densidad asintética, por otro
basado en la densidad logaritmica. La densidad logaritmica de un conjunto A C N se define como el
siguiente limite (si existe):
, 1 1
o= lim foos 2
n<x

En su articulo, Tao [21] prueba lo siguiente.

Teorema 38 (Terence Tao, 2019). Sea f: N — N una funcién cualquiera con lim,,_, ., f(n) = +oo y sea
Cpin(n) = min{C*(n) | k € N} el valor minimo de Ia trayectoria de n mediante la funcién de Collatz C(x).
Entonces, se tiene que

Cmin(n) < f(l’l),

para «casi todo» n € N (en el sentido de densidad logaritmica).

2Si X ~ Bin(n, p), entonces la expresion de una binomial P[X < k] viene dada por P[X < k] = Zizo(;)p"(l —-p)nx.
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5. Conclusiones

En este articulo se ha pretendido presentar algunos de los conceptos més importantes en relacion a la
conjetura 3x + 1 y algunos de los resultados parciales mas importantes. Otros campos de estudio no han
podido tratarse en este articulo. Por tal motivo se proporciona bibliografia a la que el lector con interés en
profundizar en este tema pueda acudir si desea conocer mas sobre la conjetura.

* Lagarias [8, 10, 12] presenta una introduccién al problema 3x + 1 tratando su contexto histérico y
resultados mds relevantes. También recopila en su libro The ultimate challenge: the 3x+1 problem [11]
todas las investigaciones mds recientes y relevantes que se han realizado sobre la conjetura.

* Varios autores han tratado de estudiar la conjetura hacia atrds mediante el estudio de la funcién
inversa, T~!(x). A esto se le ha llamado 4rboles de Collatz y para informacién al respecto es reco-
mendable consultar el articulo de Applegate y Lagarias [1]. En este aspecto, también se ha tratado el
problema desde el punto de vista del dlgebra mediante el llamado «semigrupo 3x + 1» [2] y se ha
llegado a resultados interesantes.

* Se ha tratado de estudiar modelos estocdsticos que puedan permitir predecir el comportamiento de
los iterados, por ejemplo, en el articulo de Lagarias y Weiss [13].

* Evidencia computacional de la conjetura puede verse en el trabajo de Oliveira e Silva [19], donde se
ha comprobado la conjetura hasta 20 x 2% ~ 5,7646 x 108,

e Avances importantes en el estudio de ciclos se han realizado en el trabajo de Eliahou [5], donde
el resultado principal demuestra que, si existen ciclos no triviales, estos deben ser de longitud al
menos 17087 915. A pesar de esto, debemos mencionar que no se conoce ninguna prueba de que
deba existir un nimero finito de ciclos, aunque se cree que esto es cierto.

 Otros autores también han extendido la conjetura a otros espacios como Q [9], R [7] o incluso C [15].

* Por ultimo, debemos hacer mencion al trabajo de Conway [4] en cuanto a la indecidibilidad de la
conjetura.

La conjetura de Collatz es todavia un problema de actualidad. Es interesante tanto para aficionados a
las matemadticas como para expertos debido a su sencillez y su dificultad al mismo tiempo. Todavia hay
matemadticos que contintian trabajando en ella. Por citar uno de los dltimos intentos realizados, Peter
Schorer [20] dio a conocer una nueva via de demostraciéon en septiembre de 2019, pero desgraciadamente
se le encontré un error insalvable. El avance mds importante, quizds, sea el realizado por Terence Tao en
2019 [21], el cual presentamos en el teorema 38, y parece que establece una nueva conexion de la conjetura
con el drea de ecuaciones en derivadas parciales [6].

;Por qué se trata de un problema tan dificil a pesar de que es muy féacil de enunciar? Lagarias [10] reflexiona
sobre la complejidad del problema. Por un lado, los iterados tienen un comportamiento «pseudoaleatorio»,
es decir, aunque estén perfectamente definidos, parecen comportarse aleatoriamente. Esto hace que, como
hemos visto, el problema se conecte con teoria ergdédica y sistemas dindmicos; resulta, por tanto, dificil
de abordar. Destaca, por otro lado, la indecidibilidad del problema. De hecho, el resultado de Conway [4,
teorema 1] nos indica que no existe ningtin algoritmo con parametro de entrada la funcién T(x) yunn € N
capaz de decidir en un niimero finito de pasos si existe i tal que T%(n) = 1 o no. Se puede observar que,
construyendo un algoritmo que calcule las iteraciones, en el caso de que en algtin momento T'(n) = 1, el
algoritmo podria devolver «si». Sin embargo, si alglin entero entrara en una trayectoria divergente, nuestro
algoritmo no tendria forma de devolver «no».

En cuanto a la dificultad del problema, el prolifico matematico Paul Erdds (1913-1996) decia que «las
matematicas atin no estdn preparadas para tales problemas» [8].
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Resumen: A partir del siglo xvi11, con la difusién de las barajas de cartas, se han
creado trucos y efectos «mdagicos» con estos objetos. Con la llegada del siglo xx, las
barajas de cartas se convierten en un accesorio habitual, hasta esencial, para los
ilusionistas. Uno de los magos de esta época fue Si Stebbins, quien, durante sus
espectéculos, divulgé trucos con una ordenacion de la baraja de cartas de péquer
(52 cartas, 4 palos) que hoy en dia recibe su nombre.

En este articulo, se introduce la ordenacién de Si Stebbins y se explora otra ordena-
cién que la precede en mds de 350 afos, presente en un libro del siglo xvi1, escrito
por el matemdtico portugués Gaspar Cardozo de Sequeira. Como conclusién,
se estudian las matemadticas que hay detrds de cada una de estas ordenaciones,
determinando el caso general, aplicable a un conjunto de n objetos.

Abstract: From the 18th century onwards, with the dissemination of playing cards,
“magic” tricks and effects have been created using them. In the 20th century, playing
cards became a customary accessory, perhaps even essential, for magicians. One
of them, during this time, was Si Stebbins, who during his shows performed tricks
with a deck of poker playing cards (52 cards, 4 suits) pre-arranged in a specific
order which is now named in his honor.

In this article, we expose Si Stebbins’s order and we explore a different arrangement
preceding it by more than 350 years, present in a 17th century book written by the
Portuguese mathematician Gaspar Cardozo de Sequeira. Concluding the article, we
study what mathematical rules allow us to explain how any of both arrangements
work in order to have the desired effect, ending with the determination of the
general case which is applicable to a set of n objects.
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Aritmética y barajas de cartas

1. Introduccion

«Aqui tengo una baraja de cartas. La voy a cortar y barajar cuantas veces quieras. Cuando estés satisfecho,
ieliges una carta y yo adivinaré cudl es tu carta, a través del uso de las ondas cosmopsicobiolégicas!»

Probablemente, en algtin punto de nuestras vidas, ya todos habremos escuchado esta conversacién o
conversaciones parecidas (tal vez sin las citadas ondas) por parte de un familiar, un amigo u otro. Es
normal. La magia atrae a la humanidad desde hace milenios. Existen relatos de un truco utilizando bolas y
vasos en el Antiguo Egipto, el cual, casi 5000 afios después, sigue teniendo éxito hoy en dia. Con el paso del
tiempo, esta atracciéon por la magia llevo a que siempre se buscaran nuevas formas y objetos para nuevos
efectos, aparentemente, magicos. Se han creado trucos con cuerdas, con aros metdlicos, con animales
vivos, y, por fin, con cartas de juego.

Las cartas se destacan, hoy en dia, porque muchos de nosotros no conseguiriamos imaginar la magia sin
ellas. Pero lo més curioso es que no sabemos ni como fueron inventadas ni la historia de su utilizacién.
Sabemos que llegaron a Europa en el siglo X1v (Alemania, Francia, Espafa) y 200 afios después, en 1593,
se publico el primer libro sobre juegos de cartas, llamado Giocchi di carte bellissimi di regola e di memoria,
de Oratio Galazzo. Le sigui6 otro libro en 1612 llamado Thesouro de Prudentes [7], donde el tercer capitulo
estd dedicado al ilusionismo y muchos de los efectos descritos utilizan cartas.

En el siglo x1x, la magia, hasta entonces solo vista en ferias y eventos privados, pasé a ser parte de actos en
grandes salas y auditorios donde se montaron grandes espectdculos llenos de glamour y fantasia. A partir
del siglo xx, las barajas de cartas se volvieron populares de tal forma que se publicaron y popularizaron
innumerables trucos de magia utilizando cartas, popularidad que sigue atrayendo a la gente a este mundo
fantdstico a dia de hoy [3, 4].

2. iOrden! jOrden en la baraja!

Volvamos a nuestra situacion inicial. Un voluntario elige una carta de una baraja de cara hacia abajo,
abierta en abanico por un mago. Guarda su carta, no se la ensefia a nadie. {Pasados unos segundos, el
mago consigue adivinar la carta elegida! ;Cémo lo ha hecho?

En trucos de magia usando cartas, es comuin que la baraja esté ordenada de una forma particular. En
lenguaje especializado, llamamos stack a una ordenacién particular de la baraja de cartas. Hay varios tipos
de stacks, pero el caso que veremos ahora es, simultdneamente, una full stack, ya que necesita todas las
cartas de la baraja, y una sequential stack, porque el conjunto de cartas ordenadas forma una secuencia
donde cada carta en la baraja nos informa de cuél es la carta siguiente, formando un ciclo [4].

2.1. Métodos de preparacion

Ante todo, para clarificar, estudiaremos ordenaciones solo en barajas de poquer. Cada carta tiene dos
caracteristicas que la definen totalmente: su palo y su valor. Para nuestros métodos, querremos tener una
secuencia de palos y una secuencia de valores cuya conjugacién permita recorrer la baraja entera. Como
si la baraja entera fuera un circuito cerrado.

2.2. Si Stebbins

Uno de los grandes magos en popularizar una ordenacién de la baraja
de cartas para sus trucos fue el mago estadounidense Si Stebbins, fo-
tografiado en la figura 1, en su libro Card Tricks And The Way They Are
Performed [10].

No se conoce mucho sobre su vida. Sabemos que naci6 en 1867, fue
acrébata y payaso de circo, bajo el nombre artistico Vino, pero adopt6
el nombre Si Stebbins en 1892. Hizo espectaculos en ferias de muestras,
una gira con una empresa de automéviles y también tuvo un espectaculo
itinerante con el apoyo de su panaderia local. Muri6 a los 83 afios [8].

Figura 1: Si Stebbins.
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2.2.1. Método de preparacion de Si Stebbins

A continuacién, se muestra el método de ordenacién de Si Stebbins. Primero explicaremos como ordenar
la secuencia de palos, seguidamente la secuencia de valores y, al final, describiremos como conseguir la
ordenacion de toda la baraja.

En cuanto a la secuencia de palos, a lo largo de nuestra stack, los palos se repiten cada cuatro naipes y
cambian entre Tréboles [&#], Corazones [V], Picas [#] y Rombos [¢], siempre por este orden:

& O & O & O & O & 0O & O

A este orden, en lenguaje técnico, los ilusionistas lo llaman el orden «CHaSeD» (Clubs [&], Hearts [¥],
Spades @], Diamonds [0]).

En cuanto a la secuencia de valores, los valores describen una progresién aritmética. Al haber 13 cartas por
palo, estaremos ordenando los 13 valores de cada una de ellas. O sea, ordenando los niimeros naturales
entre 1 y 13. Por convencién, asignemos los valores de esta forma:

2|/3(4|5|/6|7(8]9|10|]J |Q|K
112(3|4|5|6(7|8]9|10]|11 |12 | 13

Ahora, por tener una progresion aritmética, para describir esta secuencia de valores es suficiente decir
que la diferencia de la progresion es 3. Aclarando, al empezar con 1, le sumamos 3 y le sigue el 4, después
le sumamos 3 y tenemos el 7, 10 (7 + 3), 13 (10 + 3), 16 (13 + 3)... Aqui paramos porque llegamos a un
obstéculo: 16 no estaba en el conjunto a ordenar. Como procedimiento (adelante sera explicado), al llegar
a un valor més grande que 13, le sustraemos 13 y el resultado seré el valor deseado. Por lo tanto, 16 menos
13 es igual a 3 y podemos seguir la secuencia: sumando 3 a 3 llegamos a 6, y asi en adelante. En este caso
obtenemos la secuencia

(1]4]7]10]183[3][6]9[12][2]5][8]11|

en la cual nos surgen los 13 valores por orden en un ciclo Gnico. Ahora sustituimos los valores por las
cartas correspondientes y obtenemos la siguiente secuencia:

1147|1013 |3 |6 |9]12|2|5]|8]|11
4710 K|3 |69/ Q|2|5|8

Ahora, teniendo una secuencia de palos y una secuencia de valores, solo nos queda emparejarlas término
a término y tendremos el orden final de la baraja.

Orden final:
A|l4|7]10|K|3]|]6|9|Q|2]|5)|38 J
LRV SRRV NV JERGHE TRV Y IR
Al4|7|10|K|[3]|]6]9|Q|2|5]|8 ]
(VA IR SRV IR SRV IR RV
A|l4|7|10|K|3]|]6]9|Q|2|5]|8]]1]
LR SRV SR MRV YR IRV |
Al 4|7|10|K|[3]|]6]9|Q|2]|5]|38 J
RN NERVERY MIRCEE NERVEE IR NV NI

En el caso de que el lector quiera apilar las cartas para poder utilizar la baraja mas c6modamente, en este
diagrama, una carta estd por debajo de otra carta si se encuentra a su izquierda. Es decir, A& esta por
debajo de 49, 49 estd por debajo de 7, etc. Al llegar al final de una fila, se pasa a la fila de debajo y las
cartas anteriormente apiladas se colocan por debajo de la primera carta de esta nueva fila, empezando a
contar a partir de la izquierda.
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2.3. Gaspar Cardozo de Sequeira

En 1612, el matematico portugués Gaspar Cardozo de Sequeira publicé el libro Thesouro de Prudentes (7],
mostrado en la figura 2, considerado uno de los primeros libros en abordar el ilusionismo.

Tampoco se sabe mucho sobre Gaspar Cardozo de Sequeira.
Naci6 en el norte de Portugal, en la villa de Murga [7]. Fue
Mestre de Artes por la Universidad de Alcald (actual Universi-
dad Complutense de Madrid) y fue profesor de Matemadtica en
las ciudades de Lisboa, Coimbra y Porto, habiendo ensefiado
también en Espana [5, 6].

La siguiente stack aparece en el truco de abertura del capitulo
de ilusionismo del libro Thesouro de Prudentes.

2.3.1. Método de ordenacién de Sequeira

El texto original de Sequeira utiliza una baraja de 48 cartas,
sin la carta 10. Quitando esta carta de la baraja usual, nos
quedamos con la siguiente asignacién de valores: Figura 2: El libro Thesouro de Prudentes.

2/3|4|5/6|7(8[9|7J |Q K
112|3|4|5|6|7|8]9|10]|11 | 12

Para preparar esta stack, serd més sencillo empezar por la secuencia de valores. En este caso, la diferencia
de la progresion aritmética es 5. Empezando con 1, le siguen 6 (1 +5), 11 (6 +5), 16 (11 + 5)... Una vez mds,
16 no aparece en el conjunto de valores considerado. Para seguir con la secuencia, es suficiente sustraer
12 a 16. De este modo, 16 menos 12 es igual a 4, y recomenzamos el procedimiento hasta que todos los
valores hayan sido utilizados. En ntimeros, tenemos

(1]6]11[4]9]2]|7]12|5]10[3]38]|

Esta secuencia se convierte en cartas de la manera siguiente:

1[6]11]4]9]2]7]12][5]10[3]8
6| Q4|9 (2|7 K|[5]7J 3|8

En el texto original de Sequeira, la secuencia de los cuatro palos es un poco diferente. Empezamos con
Tréboles (&), Diamantes (¢), Picas (#) y Corazones () y, conforme pasan las cartas, los palos cambian
por este orden junto a la secuencia de valores, como en la ordenacion de Si Stebbins. Sin embargo, hay un
detalle. La tinica excepcidn a la regla es que en el paso de la K al 5 no se cambia el palo.

Orden final:

[ IR R
e GO L R »

P Wl A WP WO w
T | ©|O o' @

el IRl

P RO RO RIS A

RCERNIE _BENIRCRNIE IR

SIS NIE R NIRS

O 0P OGO ©

cell Weliovell e

el B IRCEE e
» OGOl S o

La forma de apilar las cartas para utilizar la baraja mas cémodamente es igual a la forma de apilar las
cartas en la ordenacién de Stebbins. Podemos poner en practica nuestras ordenaciones en la préxima
seccion.
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3. Un pequefio truco

El préximo truco se llama Adivinhagdo de Sequeira (Adivinacion de Sequeira) y aparece en el libro Mate-
magia [9] de la Associacdo Ludus.

Efecto:

Un voluntario elige una carta de una baraja de cara hacia abajo, dispuesta en forma de abanico por un
mago. Guarda su carta, no la ensefia a nadie. {Pasados unos segundos, el mago adivina la carta elegida!

Método:

Para poder hacer este truco, es suficiente tener la baraja de cartas preparada usando una de las dos stacks
que hemos visto arriba.

El mago presenta al voluntario la baraja dispuesta como un abanico (figura 3a). El voluntario retira una
carta y el mago corta la baraja en el sitio de la carta elegida, colocando al fondo de la baraja el conjunto de
cartas que queda a la derecha de la carta elegida desde la perspectiva del mago (figura 3b).

Observacion 1. En la figura 3c, al revés, se ensena la baraja unida nuevamente. La pila azul representa el
conjunto de cartas a la derecha de la carta elegida. La pila roja representa las restantes.

iAsi, la carta al fondo de la baraja es la carta anterior a la carta elegida por el voluntario! Al saber cémo se
construye la secuencia, sumamos lo que tengamos que sumar al valor de esta carta y pensamos cudl es el
palo siguiente, para saber cudl es la carta del voluntario. Se aclara que barajar las cartas puede desordenar
la baraja y se debe evitar para que el truco funcione.

Ejemplos:

1. Supongamos que la baraja estd ordenada a la Si Stebbins: avanzando de 3 en 3 para los valores y &,
Q, &, ¢ para los palos. Al fondo de la baraja, estd un «3#». Ahora, miramos el valor. Sumamos 3 al
valor 3 y nos quedamos con 6. Ademds, sabemos que ¢ sigue a #. Por lo tanto, la carta del voluntario
es el 6O, como aparece en la figura 3d.

2. Supongamos que la baraja estd ordenada a la Sequeira, es decir, de 5 en 5 para los valores y &, ¢,
®, Q para los palos. Al fondo de la baraja, estda una «Q&». Ahora, miramos el valor. La Q vale 11y
sumandole 5 llegamos a 16. 16 es més grande que 12. Sustrayéndole 12, nos quedamos con 4. Este
es el valor de la carta elegida. En esta ordenacion, el palo de ¢ sigue a &. Por lo tanto, la carta elegida
es el 4.

3. Supongamos que la baraja estd ordenada a la Sequeira, como en el punto anterior. Al fondo de la
baraja, estd una «Ka#». La Kvale 12 y suméndole 5 llegamos a 17. Sustrayéndole 12, nos quedamos
con 5. Este es el valor de la carta elegida. En esta ordenacion, el palo no cambia en el paso de la K al
5, por lo que seguimos con el palo #. Por lo tanto, la carta elegida es el 5&.

(a) El abanico. (b) Carta elegida. (c) Baraja completa. (d) Carta adivinada.

Figura 3: Distintas fotografias de la baraja.
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4. ;Y las matematicas? j;Donde estan?!

Ante todo, los siguientes resultados matemadticos se encuentran en cualquier libro introductorio de 4lgebra
abstracta. El texto abajo seguird el libro Criptografia e Seguranca de Almeida y Napp [2].

Consideramos Z, el conjunto de los nameros enteros, y en él definimos dos relaciones binarias que
funcionardn como nuestras herramientas més importantes.

Definicién 2 (division). Seana € Zyn € Z \ {0}. Decimos que «n divide a» si a = nb para cierto b € Z.
Lo denotamos como # | a.

Para aclarar esta definiciéon, veamos un ejemplo sencillo. Como 15 = 3 - 5, existe un entero b tal que
15 = 3b. Por lo tanto, 3 | 15.

Definicién 3 (congruencia). Sean a,b € Zyn € Z \ {0}. Decimos que «a es congruente con b médulo n»,
sin | a — b. Es decir, existe ¢ € Z tal que a = cn + b. Lo denotamos como a = b (mod n).

Con el fin de clarificar esta definicién, volvamos a ver algo que hemos usado sin definirlo cuando presen-
tdbamos las ordenaciones:

16=13-1+3 < 16=3 (mod13), 16=12-1+4 < 16=4 (mod 12).

Estos tltimos ejemplos nos dan un primer indicio de como explicar las sustracciones. En realidad, corres-
pondian con hacer congruencias médulo 13 (Stebbins) o médulo 12 (Sequeira). Vemos que, en ambos
casos, la congruencia nos indica cémo continuar las progresiones aritméticas al llegar a un valor no
considerado.

Proposicion 4. Para todo n € Z.\ {0}, la relacion de congruencia modulo n es una relacién de equivalencia
enZ. Las clases de equivalencia de esta relacion son las clases de congruencia.

Definicion 5. Dado n € Z \ {0}, Z,, es el conjunto formado por las clases de congruencia médulo n, que
suelen ser representadas como {0, 1, ..., n — 1}. Sin embargo, es una formulacién equivalente y nos sera
mas provechoso considerarlas como {1, 2, ..., n}.

Este conjunto es, de manera natural, un anillo. Definimos la suma y la multiplicacién de clases como

G+b=a+b y ab = ab.

Con esto presente, veamos dos pequeiias historias. Estas historias sirven como guia visual para lo que se
estd haciendo con las ordenaciones, asi ensefiando que hay mds aplicaciones que las barajas de cartas.

Primera historia:

Un piso de un museo tiene tres cuartos llenos de esculturas y

cuadros. Hay un guardia de seguridad encargado de vigilarlos .
en turnos de doce horas. Su ronda va de la siguiente forma. 1 1
En cada cuarto, el vigilante se queda una hora. Empieza en

) . 10 2
el primer cuarto, sigue al segundo cuarto y acaba en el tercer
cuarto. Al acabar su hora en el tercer cuarto, vuelve al primero . .
y todo recomienza. Representamos esta historia con un reloj 8 4
cuadrangular muy colorido. Definamos que = "

1. En los cuadrados azules, tenemos las horas en las que .

el vigilante esté vigilando el primer cuarto.
2. En los cuadrados rojos, tenemos las horas en las que el
vigilante estd observando el segundo cuarto. Figura 4: Un reloj cuadrangular esquemati-

3. Enlos cuadrados naranjas, tenemos las horas en las que  zando nuestra historia.
el vigilante estd guardando el tercer cuarto.

Lo mds importante es que tenemos tres ciclos disjuntos. Esto es, por ejemplo, hay horas en las que el
vigilante nunca estd en el segundo cuarto.
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Segunda historia:

Supongamos que nos gustan las flores y, entonces,
compramos una rosa cada tres dias. Represente-
mos los dias de la semana con el diagrama numé-
rico de la figura 5. 7 -

Ademas, la florista tiene su tienda abierta todos los
dias y, por convencién, el domingo es el dia 1, el
lunes es el dia 2... y el sdbado es el dia 7. Las flechas

nos indican cudl es la sucesion de dias en los que i 4 .
compraremos una rosa. // \\
Ahora vemos que, al comprar una rosa cada tres
dias, las flechas nos indican solamente un ciclo . :
CONEXo.

Lo més importante aqui es que hay un tinico ciclo
disjunto. Esto es, no hay dia de la semana en el que Figura 5: Una representacion ciclica de una semana.
no compremos una flor alguna vez.

Tenemos aqui dos casos cuyos comportamientos distintos se pueden explicar por la teoria de las ecuaciones
diofanticas. Empecemos por dos lemas que, al solo servir para demostrar las proposiciones y teoremas
que les siguen, también se presentan sin una prueba.

Lema 6 (Bézout). Sean a,b € Z \ {0}. Entonces, existen u,v € Z tales que
au + bv = mcd(a, b).

Lema 7 (Euclides). Seana,b € Z yn € Z\ {0}. Si mcd(a,n) =1y n| ab, entonces n | b.

En este punto, ya hemos visto todas las definiciones y resultados introductorios necesarios para entender
lo fundamental de este articulo. Podemos, por fin, presentar y demostrar los resultados clave con el fin de
explicar las historias y las ordenaciones de las barajas.

Proposicion 8. Sean a,n € Z\ {0} y ¢ € Z. La ecuacién ax + ny = c es resoluble para x,y € Z si y solo si
mcd(a, n) | c.

Demostracion. Consideremos S = {ax + ny : x,y € Z} como el conjunto de las combinaciones lineales de
ay n. Denotemos d := mcd(a, n).

(=) Por el lema de Bézout (lema 6), d es combinacion lineal de a y n; por lo tanto, d € S. De este modo,
tomemos x,, y, € Z tales que ax, + ny, = d. Multiplicando esta ecuacién por k € Z, tenemos que
a(kxy) + n(ky,) = kd. Por lo tanto, kd € S, es decir, los miltiplos de d estdn en S.

(<) Reciprocamente, sea c € S. Entonces, ¢ = ax + ny para ciertos x,y € Z. Como d | ayd | n, tenemos
que d | ¢ = ax + ny. Por lo tanto, c es multiplo de d.

Por lo tanto, las combinaciones lineales de a y n corresponden a los mdltiplos de mcd(a, n). (]

Teorema 9. Sean a,n € Z \ {0} tales que d = mcd(a, n). Sea c € Z tal que d | c. Tomemos la ecuacioén
ax + ny = ¢, parax,y € Z. Supongamos que (x,,,) es una solucién particular de la ecuacién. Entonces,
sus soluciones enteras son exactamente

X =Xxy+t n = t d
- 0 d ) Y=X d ’
dondet € Z.
Demostracion. Sean (x,, y,) v (x1,y;) soluciones enteras de la ecuacién ax + ny = c. Entonces,

(ax, + nyy) — (axy + nyy) = alx; — xo) + n(y; —yp) =c—c=0.
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Por lo tanto, a(x; — x3) = —n(y; — y,) y se deduce que
a n
(1) 3 (X1 = xo) = 3 01— o),
de donde se concluye que
n. a
d | d (x1 — xo).

Como mcd(a/d, n/d) = 1, por el lema de Euclides (lema 7), n/d | (x; — x,). Asi que existe t € Z tal que

n

n
; :

(xl_x(]):t d

— x1=x0+t

Sustituyendo en la ecuacién (1), obtenemos que
a/n n a\n n a
3 (ta) = —E(Jﬁ -n) < (a t)a = —E(Jﬁ -n) < at— =1 =),
de lo que se deduce que
a
NnN=Yyo—t 3

Por lo tanto, cualquier solucién (x, y) tiene la forma

n a
x=x0+[a, y=y0—ta. u

Los préximos teoremas seran los més importantes. Nuestra idea es reformular los resultados anteriores a
modo de puente entre las congruencias y las progresiones aritméticas.

Teorema10. Seana,n € Z\ {0}y b € Z. Denotamos d := mcd(a, n).

1. La congruencia ax = b (md6d n) tiene soluciones, parax € Z, siy solo si d | b.

2. Sid | b, Ia solucion es tinica modulo n/d.

Demostracion. Esta demostracion seguira principalmente lo que hemos estado haciendo hasta ahora, pero
reformulado en el lenguaje de las congruencias.

1. La ecuacién ax = b (méd n) tiene solucion si y solo si existe x, € Z tal que ax, = b + ny,, para
Yo € Z. Por la proposicion 8, esto es equivalente a que d | b, como queremos probar.

2. Supongamos ahora que ax — ny = b es posible y tomemos una solucién particular (x,, y,). Por el
teorema 9, cualquier solucién (x, y) es de la forma
n

x=x0+td

Y=X d .
Es decir, toda solucién x de ax = b (mo6d n) se obtiene como

n
x=x0+ta.

Como
n G n
x0+ta = X, (mod a),
entonces, cualquier solucién es congruente con x, médulo n/d y la solucién es tinica médulo n/d. =
Este corolario, aunque se obtenga de todo lo que hemos deducido hasta ahora, es bastante ttil para
explicar las mencionadas historias, y también las ordenaciones de la baraja de p6quer ya detalladas.

Corolario 1. Sean a,n € Z \ {0} y b € Z. La congruencia ax = b (mdd n) tiene una solucién tinica
mddulo n, para x € Z, si y solo si mcd(a, n) = 1.
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En particular, si med(a,n) = 1, ax = 1 (m6d n) tiene solucién y es tinica médulo n. A esta solucién, a™,

que cumple que aa~! =1 (mdd n) la llamamos «inverso médulo n» y decimos que a es «invertible». Por
ejemplo, 3-5=1 (mod 7), porlo que 5 = 37! (mod 7). El inverso médulo 7 de 3 es 5.

En adelante, relajaremos el formalismo y nos referiremos a las classes 1, 2, ..., n por los nimeros 1, 2, ..., n.
Antes de hacer la tltima conexion, veamos una concrecion de este corolario similar a las tablas de las
ordenaciones de la baraja. Considerando la congruencia 3x médulo 7, tenemos lo siguiente:

x 1[2[3[4[5]6]7
3x (mod7) |36 2|5 ]| 1|47

Esta correspondencia es inyectiva, i. e., cada imagen de 3x solo tiene un argumento que le corresponde. O
sea, para todo b elegido, 3x = b (mdd 7) tiene solucién tinica. Podemos representar las imagenes en un
ciclo como (3,6,2,5,1,4,7) y se puede comprobar que es el mismo ciclo de la figura 5. No obstante, si
examinamos la congruencia 3x médulo 12, tendremos la tabla siguiente:

X 11234 |5|6|7|8|9|10]|11 |12
3x (m6d12) (3|6 (9|12 3|6 |9|12 ]3| 6 9 |12

Aqui pasan dos cosas indeseadas:

1. No todo valor de {1, 2, ..., 12} es imagen de 3x. Representando las imdgenes en un diagrama, solo se
tendra el ciclo (3, 6,9, 12), el cual corresponde al ciclo rojo de la figura 4.

2. No hay soluciones tinicas: 3-3=3-7=9 (mdd 12).

En la congruencia 3x = b (mdd 12), med(3,12) = 3 # 1, por lo que el comportamiento descrito en los dos
items anteriores queda justificado. Sin embargo, podemos explicar mejor este fenémeno con el préximo
teorema, un teorema fundamental para ordenar una secuencia de valores periédicamente, y al cual hemos
llamado «teorema de dibujo de estrellas simples». A tal efecto, trabajaremos con Z,, donde la relacién de
congruencia introducida antes en Z se convierte en una relacion de igualdad, i. e., en vez de escribira = b
(méd n), escribimos a = b en Z,,.

Teorema 12 (dibujo de estrellas simples). Consideremos q,n € Z\{0} y x € Z. La aplicacion6: Z,, - Z,,
6(x) = qx, es una biyeccion si y solo si mcd(q, n) = 1.

Demostracion. Seanq € Zyn € Z \ {0}.

(<) Supongamos que mcd(g, n) = 1. Queremos ver que 6 es una biyeccion.
Para ver que es inyectiva, sean ¢,d € Z y supongamos 6(c) = 6(d). De este modo, qc = qd, lo
que equivale a que gc = qd (moéd n). Como mcd(g, n) = 1, la congruencia gx = 1 (mdd n) tendra
solucién tnica (corolario 11). Sea y, (# 0) esta solucién. Multiplicando gc = qd (mdd n) por y,
resulta

Yo(ge) = yo(qd) (mdd n) <= (Yyq)c = (pq)d (méd n) < c=d (mdd n).
O sea, en Z,, ¢ = d. Por lo tanto, 6 es inyectiva. Debido a que el tamafio del dominio es igual al
tamafio del codominio, por el principio del palomar, 6 serd biyectiva.
(=) Supongamos que 6 es una biyeccién. Queremos ver que mcd(q, n) = 1.
En particular, existe x € Z,, tal que gx = 1, i.e, gx = 1 (mdd n). Asi, q es invertible y, por lo tanto,
mcd(g, n) = 1. n

A fin de visualizar las implicaciones de este teorema, definimos un objeto inspirado por la teoria de grafos.

Definicion 13 (estrella). Consideremos un poligono de n lados. Al unir sus vértices cada q vértices sucesi-
vamente hasta alcanzar el vértice inicial, se obtendra una estrella. Esta sera simple si recorremos todo
vértice antes de regresar al vértice inicial, y multiple en el caso contrario. Independientemente, diremos
que q es la fase de la estrella.
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Observacion 14.  Aunque este nombre pueda parecer confuso, ya que estrella se refiere a un concepto muy
similar en teoria de grafos, veremos que es apropiado por su visualizacién.

Como el propésito de esta definicién es puramente visual y geométrico, consideremos un poligono de
ocho lados y, en é€l, dos estrellas de fases 3 y 2, respectivamente.

“\/"
8 » 3 8 3

RN

5 6 5
Figura 6: Estrella simple de fase 3. Figura 7: Estrella multiple de fase 2.

Estos ejemplos muestran que no todas las fases en un conjunto de n puntos generan una estrella simple.
En la figura 6, la fase es 3 y nuestra figura nos revela una estrella simple, cosa que no ocurre en la figura 7,
en la cual la fase es 2. Asi, podemos afirmar algo central que explica el nombre del teorema 12.

Observacion 15 (estrellas y aplicaciones). El recorrido de una estrella simple de n puntos y fase q es lo
mismo que el trayecto de las imagenes de 6: Z,, - Z,,, 6(x) = gx, con 6 siendo una aplicacién biyectiva.
Dados q € Zy x € Z,, definimos gx como gx, donde q es el representante de q en Z,,,.

Con un célculo rdpido, se ve que imagenes sucesivas de 6 tendrén diferencia g, como los puntos sucesivos
de nuestras estrellas. Igualmente, al ser biyectiva, a cada elemento de Z,, le asignamos un valor distinto,
sin olvidar ningtin valor. Esto también ocurre cuando intentamos dibujar una estrella: no queremos olvidar
puntos y no queremos que haya més de una flecha saliendo de cada punto.

Observacion 16. Utilizando el resultado del teorema 12 y la observacién 15, tenemos una estrella simple en
la figura 6, porque mcd(3, 8) = 1. Pero, como mcd(2, 8) # 1, la estrella de la figura 7 no es simple.

En este momento del articulo, ya tenemos las herramientas para entender por qué en algunos diagramas
tenemos solo un ciclo y en otros no. Pero esto no es suficiente para analizar las ordenaciones de las barajas.

Como una carta tiene dos caracteristicas fundamentales (valor y palo), analizaremos pares de secuencias
simultdneamente a lo largo del texto. Asi, necesitaremos tener presente un teorema famoso en dlgebra
abstracta, el teorema del resto chino. A continuacidn, generalizamos este teorema a médulos no coprimos,
al cual hemos llamado «pequefio teorema del resto chino» [1, p. 53-54].

Teorema 17 (del resto chino). Sean a,...,ay € Z y ny, ..., n, € N\ {0, 1} coprimos dos a dos. Entonces,
el sistema de congruencias

x=a;, (mod ny),
xX=a, (mdd ny),
x=aq, (mdd ny).

tiene una solucién tinica médulo N = ny --- ny.

Teorema 18 (pequeiio teorema del resto chino). Sean a,b € Z y k,p € N\ {0, 1}. Podemos denotar
D :=mcd(k, p) y M := mcm(k, p). Entonces, si a = b (m6d D), el sistema de congruencias

x=a (méd k),
=b (mod p).

S =

tiene una solucion uinica médulo M.
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Demostracion. Supongamos que a = b (mdd D), es decir, que D | a — b. Utilizando el lema de Bézout
(lema 6), podemos escribir D como combinacién lineal de k y p. Para ciertos «, 8 € Z, se tiene que

() D = mcd(k, p) = ka + pp.
Multiplicando la ecuacion (2) por y = (a — b)/mcd(k, p), obtenemos que

a—>b =k(ay) + p(By).

Asi, construimos x, una solucién del sistema S,

x = a+ k(—ay) = b+ p(By).

Para comprobar que esta solucién es inica médulo M, podemos tomar x,, una solucién alternativa del
sistema S. De este modo, tenemos que

Xo = a+ kay = b + ppy.

Por lo tanto, se produce que

x = xo = k(=ay — ag) = p(By — Bo)-
Por consiguiente, x — x, es, simultineamente, un multiplo de k y de p. En consecuencia, también serd un
mdltiplo de mcm(k, p). En conclusién, esta solucién es tinica médulo M. [

4.1. ;Y las barajas? ;Y las historias?

Ahora que sabemos lo que hace falta para tener una biyeccién, es necesario entender su utilidad. Una
biyeccién en un conjunto finito se llama permutacion porque su efecto es reordenar sus elementos.

Lo que se tiene en la segunda historia es una reordenacién. Después de atribuir valor numérico a los
dias de la semana (1, 2, 3, 4, 5, 6, 7), recorremos sus dias seglin un orden especifico y obtenemos la estrella
simple (3,6, 2,5,1,4,7), como se puede seguir por las flechas en la figura 5.

En las barajas, con nuestras ordenaciones, tenemos una reordenacién. Por ejemplo, en la stack de Stebbins,
después de atribuir valores a las cartas, del ciclo de valores (1, 2, 3,4,5,6,7,8,9,10, 11, 12, 13) pasamos al
ciclo de valores (3, 6,9, 12,2,5,8,11, 1,4, 7, 10, 13). Como representa un ciclo, empezando por 1, también
puede serleido como (1,4, 7,10, 13,3,6,9,12,2,5, 8, 11) y, volviendo al apartado 2.2.1, podemos comprobar
que este ciclo corresponde a los valores en cada linea. Esto se debe al teorema 12, ya que mcd(3,13) =1,
donde 3 corresponde a la diferencia de la progresién y 13 corresponde a las posiciones. O sea, 8 : Z,3 — Z3,
0(x) = 3x, es una biyeccién. Estudiando la progresién de Sequeira, el razonamiento es igual: mcd(5,12) = 1
y, por lo tanto, 8 : Z,, — Z,,, 6(x) = 5x, es una biyeccién.

Para cada stack, para los palos, no es dificil formalizar una secuencia con progresiones aritméticas no
repitiendo un palo sin haber pasado por todos los anteriores. Sin pérdida de generalidad, asignemos
los valores (1, 2, 3,4) a los palos (Tréboles [#], Corazones [¥], Picas [#], Rombos [¢]), respectivamente.
Entonces, en la stack de Stebbins, nuestra progresion aritmética serd la progresion de diferencia 1 en Z,
(es decir, {1,2,3,4,1,2,...}) y serd una biyeccién ya que mcd(1,4) = 1. En la stack de Sequeira, nuestra
progresioén aritmética serd la progresion de diferencia 3 en Z, (es decir, {3,2, 1,4, 3,2, ...}), y serd una
biyeccién ya que med(3,4) = 1. O sea, siguiendo esto, tendremos una reordenacién de cada conjunto de
cuatro palos.

Observacion 19. Los mas atentos ya habréis notado que en esta formulacién la secuencia de palos de
Sequeiranosdael ciclo (3,2, 1,4) envez de (1, 4, 3, 2) (si hay dudas, basta volver al apartado 2.3.1 y convertir
los palos en nimeros). Como se trata de un ciclo, solo hace falta empezar el ciclo por 1.

4.1.1. Casifinalizando...

En lo que respecta a las barajas, hay algo més que anadir. Hemos creado una reordenacién de valores y
una reordenacioén de palos independientes entre si. Lo importante ahora es conjugarlo todo, para entender
el motivo de haber recorrido la baraja entera.
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Como hemos comentado antes, una carta tiene dos caracteristicas que la definen totalmente: su valor y su
palo. Es decir, podemos ver una carta como un par ordenado (valor, palo), i. e, un elemento de Z X Z,,
en el que k es el nimero de valores y p es el ndmero de palos. A cada posicién de la baraja le corresponde
una carta, y asi, en cada posicién esperamos ver un elemento de la secuencia de valores y un elemento de
la secuencia de palos.

Observacion 20. Mediante el contexto, puede ser necesario especificar el médulo de cada secuencia. Asi,
también denotamos el par ordenado (valor, palo) por (valor (mdéd k), palo (méd p)).

Por ejemplo, supongamos que tenemos una baraja ordenada con la stack de Si Stebbins y queremos la
posicion de la carta 7#. En esta ordenacién, nuestra progresion de valores tiene diferencia 3 y nuestra
progresion de palos tiene diferencia 1. Tenemos 13 valores por 4 palos. Como par ordenado, esta carta
tiene la representacion (7, 3), y es un elemento de Z3 X Z,. Asi, para descubrir su posicion, utilizando el
pequeno teorema del resto chino (teorema 18), es necesario resolver

s - 3.-x=7 (mod 13) [VALORES],
"7 1-x=3 (mod 4) [PaLOS].

Esto es equivalente a
g x=11 (mdd 13) [VALORES],
'Tx=3 (mod 4) [PALOS],

yaque3™'=9 (m6d 13)y3'-7=9-7 =11 (mod 13). Aplicando el teorema 18, se ve que
x= 11 (mad 52).

Es decir, presuntamente, la carta en cuestion estd en la posicién 11. Ahora, si vamos a la tabla del apartado
2.2.1, vemos que eso no es verdad. ;Que ha pasado?

Cuando conjugamos las progresiones aritméticas de diferencia 3 médulo 13 y de diferencia 1 mé6dulo 4,
buscamos pares ordenados (3x (mod 13), x (mdéd 4)). Esto significa que en la primera posicién, x = 1,
tenemos el par ordenado (3 (m6d 13),1 (mdd 4)) correspondiendo a la carta 3&. Sin embargo, con la
baraja ordenada cara arriba, esta carta esta en la octava posicién. Esto significa que la stack de Stebbins
va ocho términos por delante con respecto a las progresiones aritméticas. Asi, si sustraemos estos ocho
términos, sigue que

x—8=11-8=3 (mod 52),

y asi la carta estard en la tercera posicién. Podemos comprobar en la tabla del apartado 2.2.1 que la carta
7# es la tercera carta en nuestra stack.

Aunque podamos calcular la posicién de una carta con respecto al principio de la ordenacién, lo més
importante a tener en cuenta es que la solucion es tinica en toda la baraja y lo serd independientemente de
por dénde empecemos a contar. El teorema 18 aplicado a la baraja de péquer nos dice que cada posicién
calculada sera tinica médulo mem(13, 4), el cual es 52, que es el niimero de cartas de nuestra baraja.

En el caso de Sequeira, hay un detalle que se explica facilmente utilizando el teorema 18. A titulo de
ejemplo, consideremos la ordenacién de Sequeira, sin hacer la excepcién de no cambiar el palo dela K a
la 5.

Para simplificar nuestros calculos y no tener que sustraer términos, empezamos la secuencia de Sequeira
con la carta 5@, la cual estd en la primera posicion (x = 1) entre los pares (5x (méd 12),3x (maod 4)).

VALORES [ 5 (10| 3 |8 | A6 | Q4927 K
(enzy) |5 103|816 |11|4|9|2|7]12
PALOS (& [ QO (a0 [0 s [0 [8a|0V ]8O
enz,) |3 |2 |1 |43 2|1 ]4a|3]2]1]4

;Cual es la 13.2 carta? El proximo término de la secuencia de los valores es 5, el préximo término de la
secuencia de los palos es 3. Pero esto corresponde a la carta inicial, y atin no hemos visto la baraja entera.
3Qué pasa aqui?
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Si queremos calcular la posicién de una carta en esta ordenacién similar a la ordenacién de Sequeira,
utilizamos la técnica anterior. Supongamos que queremos calcular la posicién de la carta 5#. En la
ordenacién de Sequeira, la progresion de valores tiene diferencia 5 y la progresién de los palos tiene
diferencia 3. La carta deseada tiene la representacion (5, 3) como un par ordenado de Z;, X Z,.

Calculamos su posicién resolviendo el sistema

5x =5 (mod 12) [VALORES],

27 3x =3 (mod 4) [PaLOS].

Después de manipulaciones algebraicas, podemos aplicar el teorema 18 y vemos que
x=1 (mod 12).

Nuestra carta se encuentra en la primera posicion, pero la solucién es tinica médulo mem(12, 4), el cual
es 12. Es decir, la decimotercera carta serd igual a la primera, porque 13 = 1 (méd 12), como hemos
comprobado. No obstante, nuestra baraja tiene 48 cartas. Esta secuencia de cartas no recorre la baraja
entera. Por esta razén, Sequeira necesito el paso artificial de eliminar cuatro cambios de palo.

Antes de nuestro dltimo teorema, es necesario mencionar que, en los sistemas de congruencias estudiados,
cada congruencia es posible y tiene solucién tinica, debido a los teoremas 11 y 12.

El lema siguiente es un resultado intermedio para ayudar a entender en qué circunstancias no tendriamos
el problema de Sequeira.

Lema21. Seana,b € N\ {0}. Entonces,

mcm(a, b) med(a, b) = ab.

Para nuestro trabajo, la posicién de cada carta tiene que ser tinica en toda la baraja. Es decir, queremos
que las secuencias de valores y palos solo recomiencen simultdneamente en el final de la baraja. O sea,
hace falta que el minimo comtn multiplo del ntimero de elementos en cada secuencia sea igual al nlimero
de cartas de la baraja. Por el lema 21, esto solo pasa si

mcm(k, p) = kp < mcd(k, p) = 1.

En resumen, para que sepamos c6mo ordenar una baraja como Si Stebbins o Gaspar Cardozo de Sequeira,
presentamos el tltimo teorema cuya demostracién se deducird de todo lo que hemos visto hasta ahora.

Teorema 22 (teorema de ordenacioén de barajas). Seank, p,d,d’ € N\ {0, 1}. Consideremos una baraja
con p palos distintos de k valores distintos cada uno (o sea, de kp cartas distintas).

* Podemos ordenar los valores en progresion aritmética de diferencia d cuando mcd(k,d) =1,y

e podemos ordenar los palos en progresion aritmética de diferencia d’' cuando mecd(p,d’) = 1.
La secuencia de cartas recorrerd la baraja completamente cuando mcd(k, p) = 1.

Observacién 23 (nota personal). Las caracteristicas y dificultades de la ordenacién de Sequeira son impor-
tantes hoy en dia. La baraja espafiola viene en 40 (10 valores por palo) o 48 cartas (12 valores por palo). Si
consideramos una baraja con 4 palos y nuestra regla es solamente alternar el palo a cada carta como en
la stack de Stebbins, tendremos el mismo problema. En caso de que consideremos 10 valores por palo,
tenemos que mcd(4, 10) = 2y, por lo tanto, mcm(4, 10) = 20 < 40.Y al considerar 12 valores por palo,
volvemos al problema de Sequeira.

Con el ultimo teorema, el teorema de ordenacién de barajas, podemos generalizar las preparaciones al
respecto del ntimero de cartas, periodo entre cartas y palos, valores a ordenar... {Podéis crear incluso las
vuestras! Ademds, este truco puede hacerse con cualquier baraja de cartas. Solo hay que asignar valores
adecuadamente a las cartas.

Observacion 24. Generalizando el teorema del resto chino (teorema 17) de forma semejante al teorema 18,
se pueden incluso contemplar barajas con mas que las dos caracteristicas de valor y palo. Adaptando el
teorema de ordenacién de barajas, se pueden encontrar mas criterios para ordenar estas nuevas barajas.
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5. Conclusiones

En conclusién, es importante destacar que atn faltaban casi 200 afios para que Gauss publicara su obra
Disquisitiones Arithmeticae donde se empez6 a estudiar con rigor los fundamentos de la teoria de nimeros,
la cual explica todo lo que hemos visto en este articulo. Sin embargo, el tema ya era utilizado comtnmente
para maravillar a otros.

En este articulo, al tener el ejemplo de dos stacks, hemos podido utilizar su «<mecanismo base» matematico
para entenderlas mejor e incluso generalizarlas. Lo bueno de las matemadticas es que cada teorema,
proposicioén o creacién de base matemadtica trae consigo nuevas cuestiones, nuevos retos: la busqueda del
conocimiento se presenta fructifera.

Nuestro teorema central nos permite tomar cualquier baraja existente y, asignando valores a las cartas,
ordenarlas utilizando cada carta en una secuencia tinica. Esto nos servird comenzando por poder estudiar
y comprender ordenaciones existentes y sus trucos asociados hasta crear nuevas ordenaciones, pensar en
nuevas barajas, adaptar trucos existentes e incluso inventar nuevos.

Pero también nos ensefia lo que necesitamos para poder dibujar estrellas simples. Esto puede ser ttil para
cuando se estd aburrido. La imaginacién no tiene limites, y todo se debe a ver secuencias desde un punto
de vista més elevado.

Esta es la importancia de la matemadtica recreativa: sencillamente, del mismo modo puede motivar a
alguien a ser un matemadtico (es suficiente pensar en el efecto de la columna editorial de Martin Gardner,
Mathematical Games, en el siglo xx), como puede ayudarnos a visualizar algo que no nos parece trivial, o
incluso puede ocultar el pr6ximo teorema a revolucionar el mundo.

Al final, solo nos queda jugar y aprender.
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