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Sobre TEMat

TEMat es una revista de divulgacién de trabajos de estudiantes de matemadticas publicada sin dnimo de
lucro por la Asociaciéon Nacional de Estudiantes de Matematicas. Se busca publicar trabajos divulgativos
de matemaéticas, escritos principalmente (pero no exclusivamente) por estudiantes, de todo tipo: breves
resefias, introducciones a temas de investigacién complejos, o articulos explicando las bases e incluso
algin pequefio resultado de trabajos desarrollados por estudiantes.

TEMat persigue el doble objetivo de dar visibilidad a la calidad y diversidad de los trabajos realizados por
estudiantes de matematicas en los centros espafoles a la vez que permite a los estudiantes publicar sus
primeros articulos, familiarizdndose asi con el proceso de redaccién, revisiéon y correccién que va asociado
a la actividad investigadora.

Se contemplan para su publicacion articulos escritos en castellano de todas las dreas de las matematicas,
incluyendo algebra, andlisis, ciencias de la computacion, combinatoria, educacién matemadtica, estadistica,
geometria, teoria de ntmeros y cualquier otra drea de las matematicas (puras y aplicadas), asi como
aplicaciones cientificas o tecnolégicas en las que las matemaéticas jueguen un papel central.
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Carta de la presidenta de la ANEM

Estimados lectores,

Tengo el placer de darles la bienvenida al séptimo volumen de la revista TEMat. Con esta nueva publicaciéon
se reafirma nuestro compromiso de introducir al estudiantado en el mundo de las publicaciones y de la
ciencia.

TEMat es una revista escrita por y para estudiantes que nos permite publicar nuestros primeros articulos
y adentrarnos en el funcionamiento de una revista cientifica. Ademds, es una herramienta de gran utilidad
para el estudiantado, al brindar una amplia variedad de temadticas que pueden servir como inspiraciéon
para trabajos de fin de grado o maéster.

TEMat es uno de los proyectos més ambiciosos de la Asociaciéon Nacional de Estudiantes de Matemaéticas
y no seria posible sin todas aquellas personas que estan detrds. Me gustaria destacar el incansable esfuerzo
de todos los miembros del Comité Editorial. Su dedicacién y trabajo desinteresado han hecho posible
la existencia de este volumen. Quiero resaltar también el papel fundamental de los autores, editores y el
propio Comité Editorial. Sin su participacién, no podriamos disfrutar esta revista.

Ademas, quiero invitar a todos ustedes a que se sumen a esta maravillosa iniciativa, ya sea difundiendo
la existencia de la revista, enviando sus propios articulos o dando un paso al frente y participando en el
Comité Editorial.

En nombre de la Asociacién Nacional de Estudiantes de Matematicas, agradezco su apoyo constante y su
entusiasmo por TEMat, asi como hacer que este proyecto se haga cada vez més grande.

Disfruten de su lectura.

Atentamente,

Clara Martinez Martinez,
Presidenta de la ANEM.

Lorca, mayo de 2023.
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La conjetura de Andrews-Curtis

&9 Alba Sendoén Blanco Resumen: La conjetura de Andrews-Curtis fue propuesta por James J. Andrews y
Vrije Universiteit Amsterdam Morton L. Curtis en 1965, es originalmente algebraica y afirma que toda presenta-
albadevilar@gmail.com cién balanceada del grupo trivial puede convertirse (a través de transformaciones

de Andrews-Curtis) en la presentacion trivial.

Nuestro objetivo es mostrar dos versiones diferentes de la conjetura de Andrews-
Curtis, ambas con un enfoque topolégico: una para complejos simpliciales finitos
y otra para posets finitos. Ademads, estableceremos la equivalencia entre ellas.

Abstract: The Andrews-Curtis conjecture was proposed by James J. Andrews and
Morton L. Curtis in 1965, is originally algebraic and states that every balanced
presentation of the trivial group can become (through Andrews-Curtis transforma-
tions) the trivial presentation.

Our aim is to show two different versions of the Andrews-Curtis conjecture, both
of them from a topological point of view: one for finite simplicial complexes and
another one for finite posets. Furthermore, we will establish the equivalence
between them.
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La conjetura de Andrews-Curtis

1. Introduccién

Este articulo es un extracto del Trabajo de Fin de Grado de la autora [6], el cual trata sobre la conjetura
de Andrews-Curtis. Se llama asi a una suposicién formulada por los matematicos americanos James J.
Andrews y Morton L. Curtis en el articulo «Free groups and handlebodies» [1], inicialmente algebraica, que
afirma lo siguiente:

Conjetura 1 (Andrews-Curtis, versidn algebraica). Toda presentacién balanceada del grupo trivial puede
convertirse (a través de transformaciones de Andrews-Curtis) en la presentacion trivial.

El grupo (véase la definicién 49) trivial es aquel con un solo elemento (el neutro). Cualquier grupo puede
darse como una presentacion G = (S | R) = F(S)/(R)y, siendo S un conjunto (de generadores), R C F(S)
un subconjunto del grupo libre generado por S (relaciones) y (R)y €l menor subgrupo normal de F(S)
que contiene a R. Asi, un grupo presentado por un nimero finito de generadores y relaciones, pongamos
G =(xy,..., Xy | 1, .., hy), se dice balanceado si tiene el mismo ntimero de generadores que de relaciones,
es decir, si n = m. La conjetura de Andrews-Curtis dice que una presentacién de este tipo del grupo trivial
puede volverse la presentacidn trivial (@ | @) por medio de las transformaciones siguientes:

Definicion 2 (Transformaciones de Andrews-Curtis). Sea G = (xy, ..., X, | i, ..., ) Un grupo presentado
por un ntimero finito de generadores y relaciones, los siguientes cambios en la presentacién son las
llamadas transformaciones de Andrews-Curtis y preservan el grupo presentado:

e Cambiar una relacién % por !

<3

p .
por 5 0 1l con k # .

~

Ui
* Cambiar una relacion 7
* Cambiar una relacién 5 por wsw™" con w € F(Xy, ..., X;,).

e Cambiar todas las apariciones del generador x; en las relaciones por x;*, XiXj 0 X;X; coni # j.

* Afiadir un nuevo generador x y una nueva relacion x.

* Sien la presentacidon hay un generador x que solo aparece en la relacion x, eliminar ambos.

En nuestro caso, manejaremos dos versiones distintas de esta conjetura, ambas topolégicas, pues aunque
en un primer momento la topologia se presente como una materia més bien teérica y con una componente
analitica fuerte, existe una faceta de la misma mdas combinatoria y relacionada con el édlgebra, asi como
con muchos problemas que mantienen ocupados a los matematicos en la actualidad.

El trabajo estd basado principalmente en la tesis doctoral del matemadtico argentino Jonathan A. Barmak [2],
asi como en muchas obras de la bibliografia de la misma, escritas por conocidos top6logos como el britdnico
John H. C. Whitehead o los americanos Robert E. Stong y Michael C. McCord; véase Whitehead [8], Stong [7]
y McCord [5].

En la segunda seccidn, analizaremos las propiedades topolégicas de los espacios finitos, los cuales a priori
pueden parecer poco interesantes. Llegaremos a la conclusién de que los conceptos de espacio topolégico
finito y de conjunto preordenado finito son basicamente el mismo, solo que bajo diferentes enfoques.
Veremos que el estudio topolégico y homotépico de este tipo de espacios también se puede reducir a
términos combinatorios: las aplicaciones continuas entre espacios finitos son exactamente aquellas que
preservan el orden entre los conjuntos preordenados asociados, y para probar que dos espacios finitos
son homotépicamente equivalentes basta encontrar una cerca (véase la definicién 28) de aplicaciones
continuas entre uno y otro. Aprendemos que incluso podemos estudiar sin pérdida de generalidad (cuando
hablamos de invarianza homotépica) tan solo los conjuntos parcialmente ordenados (posets) finitos.

En la tercera seccién, nos adentraremos en el mundo de los complejos simpliciales: aprenderemos qué son
y cémo construir su realizacién geomeétrica, asi como la relacién que guardan con los posets, para lo cual
nos haré falta aprender conceptos como el de grupo de homotopia o equivalencia de homotopia débil.

En la cuarta seccién, introduciremos las nociones de colapso, expansion, deformacién y tipo de homotopia
simple para complejos simpliciales finitos, llegando a la conclusién de que si dos complejos simpliciales
tienen el mismo tipo de homotopia simple, sus respectivas realizaciones geométricas tienen el mismo tipo
de homotopia. Sin embargo, el reciproco no se cumple: analizaremos en particular el caso del sombrero
bobo. Se trata de un complejo simplicial finito que no se puede colapsar a un punto pero cuya realizacién
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geométrica es contractil. Con todo, el sombrero bobo se puede 3-deformar a un punto, hecho que motiva
que se conjeture que esto ocurre para todo 2-complejo simplicial.

Conjetura 3 (Andrews-Curtis, versién simplicial). Dado un complejo simplicial finito 2-dimensional K tal
que su realizacion geométrica |K| es contrdctil, entonces K es 3-deformable a un punto.

Llegamos asi a la versién més puramente geométrica de la conjetura, la cual esté estrechamente relacionada
con conjeturas y teoremas quizd mas famosos:

Conjetura 4 (Zeeman). Dado un complejo simplicial finito 2-dimensional K tal que su realizacion geomé-
trica |K| es contractil, entonces |K| X [0, 1] es poliédricamente colapsable.

Teorema 5 (Poincaré). Cualquier variedad compacta de dimension 3 simplemente conexa y sin borde es
homeomorfa a la 3-esfera.

Asi, con una version de la conjetura de Andrews-Curtis para complejos simpliciales y una relacién entre
estos ultimos y los posets, en la quinta seccién presentamos una versién de la conjetura para conjuntos
parcialmente ordenados finitos que serd equivalente a la ya vista. Con esta intencién, vemos qué son los
beat-points débiles y probamos que su eliminacién es una equivalencia de homotopia débil entre espacios
finitos. De esta forma, llegamos a que la conjetura que vimos para complejos simpliciales es equivalente a
la siguiente:

Conjetura 6 (Andrews-Curtis, versién para posets). Sea X un espacio topolégico finito T de altura 2. Si X
es débilmente homotdépicamente equivalente a un punto, entonces X se 3-deforma a un punto.

Para concluir, en la sexta seccién discutiremos la situacion de la conjetura en el panorama matemaético
actual.

2. Espacios topologicos y posets finitos

2.1. Espacios topologicos y conjuntos preordenados finitos

Comenzaremos con unas definiciones bésicas de topologia general necesarias a lo largo del articulo.
Definicion 7. Una topologia sobre un conjunto X consiste en una familia 7 de subconjuntos de X tal que:

1. El conjunto vacio y el total pertenecen a la topologia.

2. Dada una familia arbitraria de elementos de la topologia, su unién también pertenece a ella.

3. Dada una familia finita de elementos de la topologia, su interseccién también pertenece a ella.
Un par (X, 7) con X un conjunto y 7 una topologia sobre X se llama espacio topolégico. Los elementos
de 7 son los abiertos de X, y si x € U con U abierto diremos que U es un entorno (abierto) de x. Dado
A C X, se verifica que A es abierto si y solamente si para todo x € A existe un abierto U de X tal que x € U

y U C A. Los complementarios de los abiertos serdn los cerrados del espacio topolégico. Usualmente,
denotaremos por X el espacio topolégico (X, 7) cuando esté claro la topologia que estemos usando.

Definicion 8. Sea (X, 7) un espacio topoldgico. Una familia de abiertos B C 7 serd una base de la topologia
7 si todo abierto de la topologia se puede expresar como unién de elementos de B. Equivalentemente, B
serd una base de 7 sidados U € 7, x € U existe B € Btalque x € BC U.

Proposicion 9. Una familia B de subconjuntos de un conjunto X serd una base de alguna topologia sobre
X si, y solo si, verifica:

* Cada punto del conjunto estd contenido en algiin elemento de B.

* Para cualquier par de elementos B, B, € B y para cada punto x € B, NB,, existe un elemento B; € B
talque x € By y B; € B, N B,.

En este caso, dicha topologia es el conjunto de uniones arbitrarias de elementos de la base.
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Definicion 10. Sea (X, 7) un espacio topoldgico y A C X un subconjunto. Se verifica que la siguiente familia
constituye una topologia sobre A, a la que llamaremos topologia relativa: 7|, = {UNA : U € t}. Diremos
que (4, 7]4) es un subespacio topolégico de (X, 7).

Definicion11. Una relacién de equivalencia es una relacion reflexiva, simétrica y transitiva. Consideremos
(X, 7) un espacio topolégico y ~ una relacién de equivalencia sobre X. El conjunto de clases de equivalencia
se denomina conjunto cociente X/ ~ ylaaplicacion7: x e X » [x] =={y € X : y ~ x} € X/ ~
proyeccién canénica. La familia {U C X/ ~ : 77 !(U) € 7} constituye una topologia sobre X/ ~ a la que
denominaremos topologia cociente.

Definicion 12. Un espacio topolégico es finito si tiene un ntimero finito de elementos.

Ahora, incluiremos la idea de conjunto preordenado para compararla con la de espacio topolégico finito.
Definicion 13. Un preorden sobre un conjunto es una relacion reflexiva y transitiva definida en el mismo.
Un conjunto preordenado es un conjunto con un preorden.

Una relacién de orden sobre un conjunto es una relacion reflexiva, antisimétrica y transitiva definida en
el mismo. Un conjunto parcialmente ordenado (o poset) es un conjunto con una relacién de orden.

Normalmente, utilizaremos «<», «>» para denotar las relaciones de este tipo, aunque a veces también
haremos uso de «C», «D». Emplearemos «<», «>», «C», «D» para indicar que la relacién es estricta.

Definicion 14. Sea X un conjunto parcialmente ordenado finito.

¢ Un elemento x de X es maximal si x < y implica y = x, y minimal si y < x implica y = x.
* Un elemento x de X es un maximo si y < x para todo y € X, y un minimo si x < y paratodoy € X.

* Una cadena de X es un subconjunto del mismo tal que sus elementos son comparables dos a
dos (totalmente ordenado). Una k-cadena (o cadena de longitud k) es una cadena de X con k + 1
elementos. Definimos la altura de un poset como el méaximo de las longitudes de sus cadenas.

Definicion 15. Sea (X, 7) un espacio topoldgico finito. Para cada x € X definimos su conjunto abierto
minimal como U, = ({U € 7 : x € U}. Serd un abierto de X por ser interseccion finita de abiertos.

Proposicion 16. La familia de conjuntos abiertos minimales constituye una base de la topologia de X.
Ademds, cualquier otra base de t tiene que contener a esta. Por esto, serd la llamada base minimal de X.

Demostracion. Sea U un abierto, x € U. Tenemos que x € U, C U por definicién de U,.. Vemos asi que
el conjunto de abiertos minimales es una base de 7. Ademads, sea B una base cualquierade 7y x € X
arbitrario. Entonces, existe B € B tal que x € B C U,, por lo que U, = B € B, con lo cual B contiene a la
base minimal. L]

Definicion 17. Definimos la siguiente relacion en el espacio topolégico finito (X, 7):

xLy:=UCU, < x€el.
La tltima equivalencia se sigue de que si U, C Uy, como x € U, estd claro que x € U,. Reciprocamente, si
x € Uy, tenemos que U, es un entorno de x y por definicion, U, C U,

Se trata de una relacién de preorden: la propiedad reflexiva se verifica porque x € U,, y la propiedad
transitiva se cumple porque si x < y < z, entonces U, C U, C U, y por tanto U, C U, y x < 2.

Definicion 18. Si ahora consideramos X un conjunto preordenado finito y tomamos la familia B = {B, },cx
con B, ={y € X : y < x}, vemos que esta dltima es una base de topologia:

e Sea x € X. Como x < x porque estamos hablando de una relacién de preorden, x € B,..

* Siz € B, N By, entonces B, € B verifica z € B, y B, C B, N By,

Asi, podemos considerar en X la topologia generada por dicha base.
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Teorema 19. Sea Xt un espacio topoldgico finito. Entonces podemos definir la siguiente relacion de
preorden en su conjunto subyacente x <y : < U, C U,, obteniendo asi un conjunto preordenado P(Xr).
De Ia misma forma, si Xp es un conjunto preordenado, podemos definir una topologia en su conjunto
subyacente dada por la base B = {By}.cx,, siendo By = {y € X : y < x}, obteniendo asi un espacio
topologico T(Xp). Se verifica que T(P(Xt)) = Xr y P(T(Xp)) = Xp.

Demostracion. Basta ver que la base minimal coincide con la base B aqui mencionada. Sea x € X, tenemos
yeU, < y<x < ye{zeX: z<x}=B,. n

A partir de ahora hablaremos indistintamente de espacios topolégicos y conjuntos preordenados finitos.

Ejemplo 20. Consideremos el conjunto X = {a, b, ¢, d, e} con la topologia
T =1{@,{a},{c},{a,c},{d, e}, {a,d,e},{c,d, e},{a,c d, e}, X}

De ella, obtenemos los abiertos minimales U, = {a}, U, = X, U, = {c}, U; = {d, e}, U, = {d, e}. Por tanto, la
relacién de preorden asociada vendria dada por:

a<b c<b, d<e<b e<d<hb.

De la misma forma, considerando la relacién de preorden anterior en X, la base asociada a la misma seria
B = {B,, By, B;, By, B} = {{a}, X, {c}, {d, e}, {d, e}}, y la topologia generada por dicha base es 7.

Observacion 21.  El ejemplo anterior evidencia que la relaciéon de preorden obtenida no tiene por qué ser
una relacién de orden al no verificarse la propiedad antisimétrica, puesto que tenemos d < ey e < d, pero
e #d.

2.2. Continuidad y conexidad

Puesto que ya hemos encontrado una interpretacién combinatoria de los espacios topolégicos finitos,
ahora presentaremos un enfoque combinatorio de la continuidad de las aplicaciones entre los mismos.

Definicion 22. Una aplicacién entre dos espacios topolégicos se dice continua si la imagen reciproca de
todo abierto del codominio es un abierto del dominio.

Definicion 23. Decimos que una aplicacién f: X — Y entre dos conjuntos preordenados preserva el
orden si para cualesquiera x, x’ € X tales que x < x’ tenemos que f(x) < f(x').

Proposicion 24. Una aplicacién f : X — Y entre dos espacios topolégicos finitos es continua si, y solo si,
preserva el orden de los conjuntos preordenados finitos asociados.

Demostracion. Para la implicaciéon directa, sean x, x’ € X tales que x < x’, (equivalentemente, x € U,s) y
veamos que f(x) < f(x'). Como Uy, es un abierto en Yy f es continua, f _1(Uf(x/)) serd un abierto en X,
y ademds x’ € f_l(Uf(xr)) puesto que f(x") € Uy, por definicion. De esta forma, x € Uy C f‘l(Uf(x/)) y
entonces f(x) € Uy(y), 0 lo que es lo mismo, f(x) < f(x).

En la implicacién reciproca, para ver que f es continua, es suficiente ver que la imagen reciproca de
todo abierto basico del codominio es un abierto del dominio. Consideramos asi U, un abierto de la
base minimal, veamos que para cualquier x € f~'(U,), x € U, € f~'(U,), con lo cual cada punto de
f _I(Uy) tiene un entorno abierto contenido en el mismo y por lo tanto estamos hablando de un abierto.
Sea x € f‘l(Uy), tenemos f(x) € U, es decir, U,y C U,. Entonces, z € U, < z < x, por lo que
fRLfx) = fREeUyyCU, < z€f ‘I(Uy), con lo cual concluimos lo que queriamos. m

Definicion 25. Sean X e Y dos conjuntos, Y preordenado. En el conjunto de aplicaciones entre X e Y
establecemos un preorden puntual: f < g: < f(x) < g(x) para todo x € X. Estd claro que se trata de
una relacion reflexiva y transitiva: en particular, generard una topologia en el conjunto de aplicaciones
entre dos conjuntos preordenados finitos que preservan el orden, o lo que es lo mismo, en el conjunto de
aplicaciones continuas entre dos espacios topolégicos finitos.

Ahora, trataremos los resultados béasicos relacionados con la conexidad en espacios finitos.
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Definicion 26. Un espacio topolégico X es conexo si no es la unién disjunta de dos abiertos no vacios.
Equivalentemente, X es conexo si sus inicos subconjuntos «abiertos y cerrados a la vez» son @ y X.

Definicion 27. Sea X un espacio topolégico, un camino de x € X ay € X es una aplicacién continua
a: I =1[0,1] » Xtal que a(0) = x, a(1) = y. La relacién «estar conectado por un camino con» es de
equivalencia, con lo cual hablaremos de caminos entre puntos. Diremos que un espacio topolégico es
conexo por caminos si para cada par de puntos del mismo existe un camino entre ellos.

Definicion 28. Sea X un conjunto preordenado finito. Una cerca en X es una sucesion x, xy, ..., X, de
puntos tales que cualesquiera dos consecutivos son comparables. Se dice que X es orden-conexo si para
cualesquiera dos puntos x, y € X existe una cerca empezando en x y terminando en y.

Observacion 29. A diferencia de una cadena, una cerca no tiene por qué estar totalmente ordenada.

Proposicion 30 (Barmak [2], proposicién 1.2.4). Sea X un espacio topologico finito. Las siguientes afirma-
ciones son equivalentes:

1. X es un espacio topolégico conexo.
2. X es un conjunto preordenado orden-conexo.

3. X es un espacio topolégico conexo por caminos.

2.3. Homotopia

Definicion 31. Decimos que una aplicacién continua f : X — Y entre dos espacios topolégicos es homé6-
topa a otra aplicacién continua g : X — Y si existe una aplicacién continua H: X X [0,1] — Y tal que
H(x,0) = f(x) para todo x € Xy H(x,1) = g(x) para todo x € X. Escribimos f ~ gy decimos que H es
una homotopia de f a g. La relacién «ser hométopa a» en el conjunto de aplicaciones continuas entre dos
espacios topolégicos es de equivalencia, con lo cual podemos decir que f y g son homdtopas y que H es
una homotopia entre fy g.

Si dicha homotopia es tal que para un subespacio A C Xy para cada a € A se verifica H(a, t) = f(a) para
todo t € [0, 1], decimos que f y g son hométopas relativo a A y escribimos f ~ g (rel A).

Definicion 32. Diremos que dos espacios topolégicos X e Y son homotépicamente equivalentes o que
tienen el mismo tipo de homotopia si existen f: X - Y,g: Y - Xcontinuas y talesque go f ~ idxy
f o g ~idy. Escribimos X ~ Yy decimos que f (y g) es una equivalencia de homotopia. Decimos que X
es un espacio contractil, y escribimos X ~ x, si tiene el mismo tipo de homotopia que un punto.

Definicion 33. Sea X un espacio topoldgico y E C X un subespacio. Decimos que E es un retracto de X si
existe una aplicaciéon continuar: X — E tal que r oi = idg (retraccién), coni: E — X la inclusion. E serda
un retracto por deformacioén (fuerte) siior ~ idy (rel E).

Proposicion 34 (Ley exponencial). Sean X, Y espacios finitos. Existe una biyeccion natural entre el conjun-
to de homotopias YX*1®11 y e] conjunto de caminos (YX)I%:

O YXX[O,I] (YX)[O,I]
H: Xx[0,1] Y &(H): [0,1] —— Y¥
(x,t) ——— H(x,t) t— oX)(t): X —— > Y

x > O(H)(t)(x) := H(x, t)

Corolario 35. Sean f,g: X — Y dos aplicaciones continuas entre espacios finitos. Serdn hométopas si, y
solo si, hayunacerca f = fy < fy > f, < -+ f, = 9. Ademds, f y g serdn homdtopas relativoa A C X si, y
solo si, hayunacerca f = fy < i > f, < -+ f, = g tal que f;|4 = f|a paratodo 0 <i < n.

6 https://temat.es/



Sendén Blanco

2.4. Propiedades de separacion
Definicion 36. Un espacio topolégico X se dice:

* que es Tj (0 un espacio de Kolmogorov) si para cualesquiera dos puntos distintos de X existe un
entorno de uno de ellos que no contiene al otro,

* que es T; (o un espacio de Fréchet) si cada punto de X es un cerrado,

e que es T, (o un espacio Hausdorff) si para cualesquiera dos puntos distintos de X existen entornos
de los mismos que son disjuntos entre ellos.

Se verifica que T, = T; = T,. Ademds, si un espacio finito (X, 7) es T;, su topologia es la discreta (7 = P(X)).
En efecto, cualquier subconjunto de X serd unién finita de cerrados (los puntos contenidos en dicho sub-
conjunto), entonces serd un cerrado y en consecuencia cualquier subconjunto de X serd complementario
de un cerrado y por tanto un abierto. Esto nos indica que cualquier espacio finito de Fréchet (o Hausdorff)
va a ser un espacio discreto, y por lo tanto poco interesante para nuestros propositos. Asi, nos centraremos
en la propiedad T.

Proposicion 37. Un espacio topolégico finito X es T, si, y solo si, el preorden asociado al mismo es
antisimétrico (y por lo tanto X seria un conjunto parcialmente ordenado finito).

Demostracion. Para la implicaciéon directa sean x,y € X tales que x < y, y < x y supongamos que son
distintos. Entonces existe un entorno de uno de ellos (pongamos x) que no contiene al otro (y). De esta
manera, y € U, (pues U, es la interseccion de todos los entornos de x), lo cual contradice que y < x. Asf,
X = y y nuestro conjunto verifica la propiedad antisimétrica y es por tanto un conjunto parcialmente
ordenado.

Para la implicacion reciproca, sean x,y € X, x # y. Si x £ y, entonces x ¢ U, y encontramos un entorno
de y que no contiene a x. Si x < y, tenemos y £ x (si no, x = y por antisimetria y llegariamos a una
contradiccién), con lo cual y ¢ U, y encontramos un entorno de x que no contiene a y. En cualquier caso,
vemos que X es un espacio topolégico Tj. n

Ademds, al hablar de invarianza homotépica, basta fijarnos tan solo en los espacios T; o, equivalentemente,
en los posets finitos.

Proposicion 38 (Barmak [2], proposicién 1.3.1). Sea (X, T) un espacio topoldgico finito. Se verifica que es
homotoépicamente equivalente a un espacio T,.

3. Complejos simpliciales finitos

3.1. Complejos simpliciales finitos
Seguidamente, desarrollaremos la teoria sobre complejos simpliciales necesaria para este articulo.

Definicion 39. Un complejo simplicial (abstracto) es una coleccién K de subconjuntos no vacios y finitos
de un conjunto V% (conjunto de vértices) de tal forma que:

* K es cerrado por subconjuntos: siax € Ky @ # 8 C «, entonces g € K.

* Todos los subconjuntos unitarios de i estdn en K.

Los elementos de K son los llamados simplices (abstractos). Un simplice se dice n-simplice (o simplice
de dimension n) si tiene n + 1 elementos. La dimensién de un complejo simplicial K, dim(K), sera el
supremo de las dimensiones de los simplices que lo forman. Si un complejo simplicial tiene dimension n,
diremos que es un n-complejo simplicial. Si X es finito, hablaremos de un complejo simplicial finito.
Sio,7 € Kyo C 1, diremos que o es una cara de 7. Si ademds ¢ # 7, la denominaremos cara propia.

Definicion 40. Sean vy, ...v,, € R™, decimos que son afinmente independientes si:

n n
i=

ov=0 ) t;=0=> ;=0Vie{0,..,n}
0 i=0
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Dado un conjunto {vy, ..., v,} de n + 1 puntos afinmente independientes, definimos el n-simplice geomé-
trico (o simplice geométrico de dimensién n) generado por los mismos como su envoltura convexa:

n n
[UO""’UYL]:{Zti'Ui:Zti=l’tiZOVi=0"“’n}'
i=0 i=0

Las coordenadas baricéntricas de x = Z?:o t;-v; € [Ug, ..., Uy], con Zin:o t=1t>0Vi=0,..,n, serdn
(to, .-, t,,)- El baricentro de [vy, ..., v,] serd el punto que tiene todas las coordenadas baricéntricas iguales,

es decir, b([vy, ..., U,]) = (n%l HLH) El soporte de x serd sop(x) = {v; : t; # 0}.

Definicion 41. Sea K un complejo simplicial abstracto. Para cada simplice o € K, tomamos un simplice
geométrico de la misma dimensién |o| C R™. Definimos la realizacién geométrica de K como el espacio
topolégico resultante de considerar la siguiente topologia sobre el conjunto K| := erK lo:
A C |K| abierto : < AN |o| abierto Vo € K.

Si K es un complejo simplicial finito, basta identificar las caras comunes de los simplices y considerar la
topologia euclidea relativa en R™.

3.2. Complejos simpliciales finitos y posets finitos

Descubriremos a continuacién que los posets finitos y los complejos simpliciales finitos estan estrecha-
mente relacionados.

Definicion 42. Dado K un complejo simplicial finito, definimos su poset de caras X' (K) como el poset
cuyos elementos son todos los simplices de K con la relacién de orden definida por la inclusién entre los
mismos: a < §: <= a C . La altura de X(K) serd igual a la dimensi6on de K.

Definicion 43. Dado X un poset finito, definimos su complejo de orden asociado, KX(X), como el complejo
simplicial que tiene como n-simplices las n-cadenas de X. Asi, « C 8 como simplices en K (X) si, y solo si,
a C § como cadenas en X. La dimension de K (X) serd igual a la altura de X.

Es sencillo ver que X y XX no son inversas una de otra, lo cual motiva las siguientes definiciones:

Definicion 44. Sea K un complejo simplicial finito. Definimos la subdivisién baricéntrica de K como
K' := K(X(K)). Se trata de un complejo simplicial cuyos vértices son los elementos de Ky cuyos elementos
son las cadenas del poset de caras de K.

Definicion 45. Sea X un poset finito. Definimos su subdivisién baricéntrica como X' := X(%(X)). Se
trata de un poset cuyos elementos son las cadenas de X con la relacién de inclusién.

Observacion 46. La dimensién de la subdivisién baricéntrica de un complejo simplicial finito serd igual a
la dimension del complejo simplicial de partida. Andlogamente, la altura de un poset serd igual a la altura
de su subdivisién baricéntrica.

Observacion 47. Se verifica que |K| 2 |[K’| por el homeomorfismo sk : |K'| — |K| que lleva cada vértice de
la realizacién geométrica de K’ (es decir, cada simplice de K) en su baricentro y que se extiende linealmente
para los restantes puntos de |K’|:

Sk (Z ti - Gi) = >t sg(0) = D i - b(oy).
i=0 i=0 i=0

Ejemplo 48. La Figura 1 muestra la realizacién geométrica del complejo simplicial K, el diagrama de su
poset de caras X'(K) y la realizacién geométrica de su subdivisiéon baricéntrica I (X' (K)).
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Vg / o {vg,v1,v2}
.{1}()7 Ul} .{v()v\wr O{Ul ’ UQ} B QU1 1)2}
N1, V2 }
. {Uo} '{'Ul} . {Uz} {/111}
Vo K v X(K)

Figura 1: Complejo simplicial, poset de caras y subdivisién baricéntrica.

K = {{ve}, {vi}, {va}, {vg, vi} vy, Vo {vg, v}, {vg, U1, 2}
X(K) = {{vo}, {v1}, {va}, {vg, 1} {vy, L2} {vg, Lo} Vg, U1, L1
K(X(K)) = {{{vod}h, o} v fHvg, vilh {{vr, v23) {{ve, L1} {{ve, 1, L3} o} {vo, U1}
{{vo}, {vo, V211 {{vr} {vo, Uit o} {vr, L3}, H{vah {ve, L3 {{at {vr, L1, {H{ve, L1} {vg, V1, U},
{{vo, v2} {vg, V1, L} {{ur, L2} Vg, U1, L1 v {o, L1, U1 {{rh {ve, L1, L (v}, {g, U1, U3,
{{vo}, {v, U1} {vg, v1, L1}, {{ve} {vo, L2} {ve, L1, L1 v}, {vg, U1} {vg, U1, L1,
{{vi} {1, Vo) {vg, V1, L}, e} (v, 2}, {vg, L1, L1, {{0a}, {1, Lo}, {vg, Uy, L1

3.3. Homotopia débil y aplicaciones de McCord

Introducimos antes de nada unas nociones bdasicas de teoria de grupos que serdn importantes a lo largo
de esta seccidn.

Definicion 49. Un grupo es un conjunto G con una operaciéon interna - : (g,h) € GXGw+— g-h € G
(producto) verificando:

* Asociatividad: (a-b)-c=a- (b-c)paratodo a,b,c € G.

 Existencia de elemento neutro: existe 1 € Gtalqueg-1=g=1-g paratodo g € G.

* Existencia de elemento simétrico: paratodo g € Gexisteg~! € Gtalqueg-g~'=1=g""1-g.
Definicion 50. Sea G un grupo y H C G un subconjunto. Decimos que H es un subgrupo de G si se trata

de un grupo con el producto inducido, es decir, si - |g4y €s una operacion interna (h - h’ € H para todo
h, h' € H), asociativa (esto siempre se cumple), con neutro y con simétrico para cada elemento.

Definicion 51. Sean G, G’ gruposy ¢ : G — G’ una aplicacién entre ellos. Llamaremos a ¢ homomorfismo
de grupos si es compatible con el producto, es decir, si verifica (g - g') = ¢(9g) - ¢(¢') paratodo 9,9’ € G.
Sera un isomorfismo de grupos si es un homomorfismo biyectivo. Asi, decimos que dos grupos Gy G’
son isomorfos, y escribimos G = G', si existe un isomorfismo de grupos entre ellos.

Ahora introduciremos unos elementos muy importantes en la topologia algebraica.

Definicion 52. Sea X un espacio topolégico, definimos el conjunto de las componentes conexas por
caminos de X: 7,(X) := X/ ~, con ~ la relaciéon de equivalencia «estar unido por un camino».

Definicion 53. Sea X un espacio topoldgico, x, € Xyn € N, n > 1. Consideramos el conjunto de

aplicaciones continuas del n-cubo I" en X tales que la imagen de la frontera 61" (puntos con alguna de
sus coordenadas igual a 1 o a 0) es x;:

E, (X, x,) = {f: I"=10,1]x ™ X[0,1] - X : f continua, f(3I") = x, }

Sobre este conjunto definimos la siguiente operacién interna:

f*g: n — X
— f(Ztlr'--)tn)y 0 S tl S %
(tyerty) V= (gt ty) —{ g2t = 1,.,ty), 3<t <1
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Ahora consideramos el conjunto cociente 7,,(X, x,) = E,(X, x,)/ ~ con ~ la relacién de equivalencia «ser
hométopo relativo a d1"». En €l, definimos la operacion interna [f] o [g] := [f * g]. Con ella, 7,,(X, x,) es
un grupo denominado el n-ésimo grupo de homotopia de X.

Observacion 54. Puesto que I"/0I" =~ $", podemos ver los elementos de F,(X, x,) como aplicaciones
continuas de $" en X tales que la imagen de (0, =D 0,1) es Xo-

Proposicion 55. Sean X, Y espacios topolégicosy f: X — Y una aplicacion continua. Se verifica que, para
cadan > 1 ycada x, € X, la siguiente aplicacién es un homomorfismo de grupos al que denominaremos
homomorfismo inducido por f. Paran = 0 se trata simplemente de una aplicacion.

() (X X)) — (Y, f(x0))
[g] — m()g]) = [f 9]

Proposicion 56. Sea f : X — Y una equivalencia de homotopia entre dos espacios topologicos. Tenemos
que induce isomorfismos entre todos los grupos de homotopia y que my(f) : my(X, x9) = (Y, f(x,)) es
una biyeccion para todo x, € X.

El reciproco de la proposicién anterior no se cumple: no toda aplicacién f que induce isomorfismos entre
los grupos de homotopia y tal que 7y (f) : 7y(X, x5) = 7y (Y, f(x,)) es una biyeccién para todo x, € X es
una equivalencia de homotopia; véase el ejemplo 1.4.3 en Algebraic topology of finite topological spaces
and applications [2]. Esto motiva la siguiente definicién.

Definicion 57. Sean X e Y espacios topolégicos. Decimos que una aplicacién continua f: X —» Y
es una equivalencia de homotopia débil si f induce isomorfismos entre los grupos de homotopia y
o (f) 1 me(X, x9) — (Y, f(xy)) es una biyeccién para todo x, € X. En este caso, diremos que X e Y tienen
el mismo tipo de homotopia débil y escribimos X =~ Y.

Sin embargo, existen espacios topolégicos donde los términos de equivalencia de homotopia y equivalencia
de homotopia débil son equivalentes: los CW-complejos; véase el capitulo 0 en Algebraic topology [3].

Teorema 58 (Whitehead). Una equivalencia de homotopia débil entre CW-complejos es una equivalencia
de homotopia.

Corolario 59. Una aplicacion entre las realizaciones geométricas de dos complejos simpliciales es una
equivalencia de homotopia si, y solo si, es una equivalencia de homotopia débil.

Introduciremos ahora dos equivalencias de homotopia débil muy importantes para nosotros.

Definicion 60. Sea X un espacio topolégico finito, definimos la aplicacién X de McCord como:
px: | KX — X
X — min(sop(x))
Proposicion 61. La aplicacion X de McCord es una equivalencia de homotopia débil.
Definicion 62. Sea K un complejo simplicial finito, definimos la aplicacién X de McCord como

Bk = Hak) © Sk ¢ K| = X(K),

donde si : |K'| = |K| es el homeomorfismo visto en la observacion 47.
Proposicion 63. La aplicacion XX de McCord es una equivalencia de homotopia débil.

Demostracion. Se trata de equivalencia de homotopia débil por ser composicién de una equivalencia de
homotopia débil con un homeomorfismo. n

4. Version de la conjetura para complejos simpliciales finitos

4.1. Colapsos y tipo de homotopia simple para complejos simpliciales finitos

Introduciremos ahora la nocién de colapso elemental para complejos simpliciales finitos, la cual fue
desarrollada principalmente por J.H.C Whitehead en «Simplicial Spaces, Nuclei and m-Groups» [8].
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Figura 2: Un colapso elemental seguido de una expansion elemental.

Definicion 64. Sea K un complejo simplicial finito. Se dice que un simplice o € K es cara libre de 7 € K si
o es cara propia de 7 y no es cara propia de ningtn otro simplice de K.

Proposicion 65. Sea K un complejo simplicial finito y o € K una cara libre de T € K. Entonces, |K \ {o, 7}|
es un retracto por deformacion fuerte de |K|. En particular, |K \ {o, 7}| ~ |K|.

Definicion 66. Sea K un complejo simplicial finito y ¢ € K una cara libre de 7 € K. Denominamos colapso
e
elemental al paso de Ka K\ {o, 7}, y lo denotamos K \ K \ {7, }. De la misma forma, llamamos expansién

elemental al paso de K \ {0, 7} a K, y lo indicamos por K \ {o, 7} ; K. Podemos ver un ejemplo ilustrativo
en la Figura 2.

Definicion 67. Sean K y L complejos simpliciales finitos. Dec1mos que K colapsa a L, y escribimos K \| L,
si existe una sucesion de colapsos elementales K = K| \ K, \. \ K, =L.

Andlogamente, decimos que L se expande a K, y escribimos L K, si existe una sucesién de expansiones
e e e
elementalesL=L, /L, /' -+ /'L, =K.

Definicion 68. Sea K un complejo simplicial finito. Decimos que K es colapsable si colapsa a un punto.
Lo denotaremos por K \ *.

Definicion 69. Sean K y L complejos simpliciales finitos. Decimos que K y L tienen el mismo tipo de

e e
homotopia simple si existe una sucesiéon K = K, K, ..., K,, = L de tal forma que K; \\K;,; oK; /K;,,
paracadai € {0,...,n — 1}. Lo denotaremos K A\ L.

Definicion 70. Sean K'y L complejos simpliciales finitos. Decimos que K se n-deforma a L si Ky L tienen el
mismo tipo de homotopia simple y ademads las expansiones y los colapsos llevados a cabo solo involucran
complejos de dimensién menor o igual que n.

Ya hemos visto que los colapsos elementales en complejos simpliciales finitos son retracciones por
deformacién fuerte en sus realizaciones geométricas. Asi, si dos complejos simpliciales finitos Ky L
tienen el mismo tipo de homotopia simple, |K| y |L| tendrdn el mismo tipo de homotopia. Ademas, si
las realizaciones geométricas de dos complejos simpliciales de dimensién 1 tienen el mismo tipo de
homotopia, dichos complejos tendrdn también el mismo tipo de homotopia simple. Sin embargo, como
veremos en la siguiente seccidn, esto no es cierto para todas las dimensiones.

Proposicion 71.  Sea K un 1-complejo simplicial finito. Se verifica:
K colapsable < |K| contrdctil.

Demostracion. La implicacion directa ya se ha visto.

Para la implicacién reciproca, si K es un complejo simplicial finito de dimensién 1, K tan solo tendra 0-
simplices (vértices) y 1-simplices (aristas). Una cara libre de K serd un vértice que forma parte de una tinica
arista. Veamos que si |K| es contréctil, entonces K tiene una cara libre. En efecto, supongamos que K no tiene
ninguna cara libre, entonces cada vértice de K forma parte por lo menos de dos aristas. Consecuentemente,
podemos construir un lazo en |[K| que no se puede deformar continuamente en un punto, lo cual es una
contradiccion con que |K| es contréctil. Asi, K tiene una cara libre que podemos colapsar, siendo el espacio
resultante también contrdctil, pues los colapsos son equivalencias de homotopia. Podemos entonces
repetir el proceso, y como estamos hablando de complejos simpliciales finitos, acabaremos colapsando
nuestro complejo a un punto. L]
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4.2. El sombrero bobo

Comenzamos esta seccién con un ejemplo de un complejo simplicial finito no colapsable.

Ejemplo 72. Consideremos el siguiente complejo simplicial finito (ver la figura 3):

Ve =1{1,2,3,4,5,6,7,8},

K ={{1}, {2}, {3}, {4}, {5}, {6}, {7}, {8}, {1, 2}, {1, 3}, {1, 4}, {1, 5}, {1, 6}, {1, 7}, {1, 8}, {2, 3}, {2, 4},
{2,5},{2,7},{2,8},{3,4},{3,5},{3,6},{3, 7}, {3, 8}, {4, 5}, {4, 6}, {4, 8}, {5, 6}, {6, 7}, {6, 8},
{7,8},{1,2,4},{1,2,5},{1,2,8},{1,3,6},{1,3,7},{1,3,8},{1, 4,5}, {1,6,7},{2, 3,4},

{2,3,5},12,3,7},{2,7,8},{3,4,8},{3,5, 6}, {4, 5,6}, {4,6,8},{6,7,8}}.

No es dificil comprobar que K no tiene ninguna cara libre: todos los 1-simplices (conjuntos con dos
elementos) del mismo forman parte de por lo menos dos 2-simplices (conjuntos con tres elementos). Asi,
K no es colapsable.

Sin embargo, la realizaciéon geométrica de este complejo simplicial finito es homeomorfa a un espacio
contréctil, y por lo tanto serd contréctil. Dicho espacio topolédgico contrictil es el conocido como el
sombrero bobo (the dunce hat), y se trata del espacio cociente obtenido al identificar los lados de un
tridngulo de forma no coherente. Podemos pensar en él como un tridngulo de tela en el que pegamos dos
aristas formando un cono y luego pegamos la base del cono a una generatriz del mismo. El matemaético
britdnico Christopher Zeeman estudié muchas propiedades de este espacio en «On the dunce hat» [9].

De esta forma, vemos que las retracciones no siempre se traducen en colapsos (otro ejemplo puede ser
la casa de dos habitaciones de Bing). Sin embargo, se ha demostrado que el sombrero bobo se puede
expandir a un complejo simplicial que tiene a la 3-esfera como realizacién geométrica, siendo este tltimo
colapsable. Asi, el sombrero bobo no es colapsable, pero si 3-deformable a un punto. Los matemaéticos
estadounidenses James J. Andrews y Morton L. Curtis conjeturaron que esto ocurre para todo 2-complejo
simplicial.

Conjetura 73 (Andrews-Curtis, versiéon simplicial). Dado un complejo simplicial finito 2-dimensional K
tal que su realizacion geométrica |K| es contractil, entonces K es 3-deformable a un punto.

La version de esta conjetura para dimensiones superiores ya se ha probado.

Teorema 74 (Whitehead-Wall). Sean > 3 un niimero natural. Dado un complejo simplicial finito n-dimensional
K tal que su realizacion geométrica |K| es contrdctil, entonces K es (n + 1)-deformable a un punto.

En consecuencia, todo 2-complejo simplicial finito con realizacién geométrica contréctil se puede 4-
deformar a un punto, pero que se pueda 3-deformar o no sigue siendo una pregunta abierta.

Figura 3: |K]|
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En la misma linea, Christoper Zeeman probé que el sombrero bobo D no es poliédricamente colapsable
(en el sentido descrito por él), pero que en cambio D X [0, 1] si, y también conjeturé que esto pasa para
todo 2-complejo simplicial finito.

Conjetura 75 (Zeeman). Dado un complejo simplicial finito 2-dimensional K tal que su realizacion geo-
métrica |K| es contrdctil, entonces |K| X [0, 1] es poliédricamente colapsable.

Puesto que los colapsos poliédricos implican la existencia de colapsos simpliciales, la conjetura de Zeeman
implica la conjetura de Andrews-Curtis. Ademas, la conjetura de Zeeman implica la famosa conjetura de
Poincaré, ahora teorema gracias a Grigori Perelman, matemadtico ruso que la demostré entre 2002 y 2003.
Este hito hizo a Perelman merecedor de la Medalla Fields en 2006 y del primer Premio del Milenio del
Instituto Clay, galardones que decliné por no querer fama y considerar que muchos otros matematicos
fueran responsables de este descubrimiento.

Teorema 76 (Poincaré). Cualquier variedad compacta de dimensién 3 simplemente conexa y sin borde es
homeomorfa a la 3-esfera.

Por este teorema, sabemos que la conjetura de Andrews-Curtis es cierta para un tipo especial de 2-complejos
simpliciales: aquellos embebidos en variedades de dimensién 3 (los llamados spines).

En la literatura se puede encontrar mucha informacién sobre estas y otras conjeturas.

5. Version de la conjetura para posets finitos y equivalencia

Hasta el momento, hemos visto una versién de la conjetura de Andrews-Curtis para complejos simpliciales,
asi como una relacioén entre los complejos simpliciales y los posets, siendo estos tltimos los espacios
topolégicos que mejor sabemos manejar. Asi, el objetivo de esta seccién es presentar una version de la
conjetura de Andrews-Curtis para conjuntos parcialmente ordenados que seréd equivalente a la vista para
complejos simpliciales.

5.1. Colapsos y tipo de homotopia simple para posets finitos

Ya hemos introducido el concepto de tipo de homotopia simple para complejos simpliciales finitos y
vimos que si dos complejos simpliciales tienen el mismo tipo de homotopia simple, sus realizaciones
geométricas tienen el mismo tipo de homotopia, o equivalentemente, el mismo tipo de homotopia débil.
Proseguiremos ahora buscando un andlogo a cara libre en posets finitos.

Definicion 77. Sea X un espacio topoldgico finito Tj,.

* x € X es un down-beat point débil si U, = {z € X: z < x} es contractil.
* X € X es un up-beat point débil si F, = {z € X: z > x} es contréctil.
* x € X es un beat point débil si es un up-beat point débil o un down-beat point débil.

Proposicion 78. Sea X un espacio topoldgico finito T, y x € X un beat point débil. Entonces la inclusién
i: X\ {x} - X es una equivalencia de homotopia débil.

Definicion 79. Sea X un poset finito y x € X un beat point débil. Definimos colapso elemental al paso

de X a X \ {x}. Entonces decimos que X colapsa elementalmente a X \ {x}, y escribimos X \e‘ X\ {x}. De
la misma forma, llamamos expansién elemental al paso de X \ {x} a X, decimos que X \ {x} se expande

elementalmente a X, y escribimos X \ {x} ;‘ X.

Definicion 80. Sean X e Y posets finitos. Decimos que X colapsa a Y si existe una sucesion de colapsos

e e e
elementales tales que X = X; \\ X; \\ --- \\ X;, = Y. En esta situacién también podemos decir que Y se
expande a X. Escribimos X \\ Yo Y /' X.

Definicion 81. Sean X e Y posets finitos. Decimos que X se deforma en Y si existe una sucesién de posets

e e
X =Xy, X,,..,X, = Ytales que, paracadai € {0,..,n— 1}, X; \ X;;; 0X; / X;,,. Escribimos X /\| Y,y
la llamaremos n-deformacioén si los posets implicados tienen como méximo altura .
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Observacion 82. Las deformaciones son equivalencias de homotopia débil por la proposicién 78.

Proposicion 83. Sean X e Y espacios topoldgicos finitos T,. Se verifica que X e Y tienen el mismo tipo de
homotopia débil si, y solo si, las realizaciones geométricas de sus complejos simpliciales asociados tienen
el mismo tipo de homotopia.

Andlogamente, sean K y L complejos simpliciales finitos. Se verifica que sus realizaciones geométricas
tienen el mismo tipo de homotopia si, y solo si, los posets asociados a los complejos simpliciales de partida
tienen el mismo tipo de homotopia débil.

Demostracion. Como la aplicacién K de McCord es una equivalencia de homotopia débil (véase la pro-
posicién 61), X e Y tendran, respectivamente, el mismo tipo de homotopia débil que las realizaciones
geométricas de sus complejos simpliciales asociados. Asi, que X e Y tengan el mismo tipo de homotopia
débil equivale a que |K(X)| y |X(Y)| tengan el mismo tipo de homotopia débil, es decir, el mismo tipo de
homotopia por el corolario 59.

De forma similar, como la aplicacién X de McCord es una equivalencia de homotopia débil (por la
proposiciéon 63), |K| y |L| tendrdn, respectivamente, el mismo tipo de homotopia débil que los posets
asociados a los complejos simpliciales de partida. Que |K|y |L| tengan el mismo tipo de homotopia equivale
a que tengan el mismo tipo de homotopia débil por el corolario 59, con lo cual también equivale a que
X(K)y X(L) sean débilmente homotépicamente equivalentes. n

Después de ver esta proposicion, la intuicién nos dice que el candidato perfecto para la version en espacios
finitos de la conjetura de Andrews-Curtis es la siguiente:

Conjetura 84 (Andrews-Curtis, version para posets). Sea X un espacio topoldgico finito T, de altura 2. Si
X es débilmente homotopicamente equivalente a un punto, entonces X se 3-deforma a un punto.

5.2. Relacion entre las conjeturas

Acabamos de enunciar una version de la conjetura de Andrews-Curtis para espacios finitos (la conjetura 84),
y queremos probar que es efectivamente una versiéon de la conjetura de Andrews-Curtis, es decir, que es
equivalente a la conjetura 73. Con lo que sabemos, podemos demostrar la equivalencia entre las hipoétesis,
pero para demostrar la equivalencia entre las tesis nos hace falta el siguiente resultado clave, que debemos
a los matematicos argentinos Jonathan Barmak y Gabriel Minian.

Teorema 85 (Barmak [2], teorema 4.2.11). Sean X e Y dos posets finitos. Si X colapsa a Y, entonces el
complejo de orden X(X) colapsa a X(Y). Ademds, X e Y tienen el mismo tipo de homotopia simple si, y
solo si, X(X) y X(Y) tienen el mismo tipo de homotopia simple.

De manera andloga, sean K y L dos complejos simpliciales finitos. Si K colapsa a L, entonces el poset de
caras X(K) colapsa a X(L). Ademads, K y L tienen el mismo tipo de homotopia simple si, y solo si, X(K) y
X (L) tienen el mismo tipo de homotopia simple.

X=~Y X(K) = X(L)
XNY=———=X,Y X(K) A\ X(L) == X(K) =, X(L)
II H
| KO 24 [K(Y)) K| > |L]
JI
KX) AN K(Y) == |KX)| =~ |K(Y)| K/NL=——= K|~ L]

Figura 4: Este diagrama, extraido de Algebraic topology of finite topological spaces and applications [2],
ilustra la situacién en la que nos encontramos en este momento.
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Observacion 86. Como la dimensién del complejo K(X) es igual a la altura del poset X'y la altura del poset
X(K) es igual a la dimensién del complejo K, las n-deformaciones entre espacios topolégicos finitos T,
son equivalentes a n-deformaciones entre sus complejos de orden asociados, y las n-deformaciones entre
complejos simpliciales finitos son equivalentes a n-deformaciones entre sus posets de caras asociados.

Asi, ya tenemos todos los ingredientes para probar la equivalencia entre las conjeturas.
Teorema 87. Las siguientes conjeturas son equivalentes:

1. (Conjetura 73) Dado un complejo simplicial finito 2-dimensional K tal que su realizacion geométrica
|K| es contrdctil, entonces K es 3-deformable a un punto.

2. (Conjetura 84) Sea X un espacio topoldgico finito T, de altura 2. Si X es débilmente homotépicamente
equivalente a un punto, entonces X se 3-deforma a un punto.

Demostracion. Demostramos que la conjetura 73 implica la conjetura 84. Sea X en las hipétesis de la
segunda conjetura, y consideremos X (X) el complejo simplicial asociado, que sera finito, de dimensién 2
y con realizacién geométrica contréctil por la proposicién 83. Asi, K(X) estd en las hipotesis de la primera
conjetura, que dice que X (X) es 3-deformable a un punto. En consecuencia, por el teorema y observacién
anteriores, podemos concluir que X se 3-deforma a un punto.

Probamos ahora que la conjetura 84 implica la conjetura 73. Sea K en las hip6tesis de la primera conjetura,
y consideremos X(K) el poset asociado, que sera finito, de altura 2 y débilmente homotépicamente
equivalente a un punto por la proposicién 83. De esta forma, X'(K) estd en las hipédtesis de la segunda
conjetura, que dice que X'(K) es 3-deformable a un punto. En consecuencia, por el teorema y observacién
anteriores, podemos concluir que K se 3-deforma a un punto. n

6. Conclusion

Vale la pena decir que el anélisis hecho para complejos simpliciales se puede extender para un tipo especial
de espacios topolégicos, los CW-complejos, los cuales ya hemos mencionado. Con esta generalizacion,
puede establecerse la equivalencia entre las dos conjeturas topoldgicas y la algebraica de una forma
similar a la que mostramos en este articulo: se busca una forma de relacionar cada CW-complejo con un
grupo dado por una presentacién y viceversa, y se establecen equivalencias entre las transformaciones de
Andrews-Curtis y los colapsos y expansiones elementales. De la misma forma, a cada grupo dado por una
presentacion le podemos asociar un poset y viceversa, y relacionar las operaciones realizadas entre ambos.

Ademads, cualquiera de las versiones de la conjetura mencionadas en el trabajo se presta a un tratamiento
informaético de la misma, destacando softwares ya utilizados en algunos trabajos como GAP, SageMath,
Macaulay...

Como ya hemos dicho, en la actualidad se sabe que la conjetura es cierta para dimensiones mayores que
2, y para dimension 2 se conoce la validez de la misma en algunos casos particulares. Sin embargo, se
piensa que la conjetura es falsa en general, existiendo numerosos contraejemplos potenciales; véase «The
Andrews-Curtis conjecture and its generalizations» [4]:

(a,b,c|c 'bc=b?*alca=c?b lab = a?
(a,b | ba?b~! = a®, ab’a~! = b3)

{(a,b | aba = bab, a* = b°)

Ademss, la coincidencia en el tipo de homotopia de las realizaciones geométricas no siempre implica la
coincidencia en el tipo de homotopia simple de los complejos simpliciales asociados, pues existe una
obstruccion llamada grupo de Whitehead del complejo.

Con la cantidad de enfoques distintos con los que cuenta la conjetura en distintos &mbitos de las Matemati-
cas, nuestras opciones a la hora de probar o desmentir esta suposicién se multiplican. Si a esto le sumamos
la gran herramienta que constituye la informética y la capacidad computacional con la que contamos hoy
en dia, podemos confiar en que en un futuro pré6ximo daremos con la respuesta a la conjetura.
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Resumen: Uno de los nimeros reales mds notables de la historia de las mate-
maticas es e. Denominado nimero de Euler o constante de Napier, es la base
de los logaritmos naturales. Posee el privilegio de tratarse de un nimero irracio-
nal y trascendente, y su desarrollo en serie es bien conocido. Respecto a dicho
desarrollo, en este articulo se demuestra de varias formas distintas una desigual-
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manipulacién de series, aplicacién de las desigualdades de Hermite-Hadamard
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funciones.

Abstract: One of the most notable real numbers in the history of mathematics is
e. Called Euler’s number or Napier’s constant, it is the base of natural logarithms.
It has the privilege of being an irrational and transcendent number and its series
expression is well known. Regarding this expansion, in this article an inequality
related to this constant is proved in several different ways. The proofs deal with
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. N
Cuatro demostraciones de e < (1 + E)

1. Introduccién

Respecto al nimero e cabe decir que histéricamente es uno de los nimeros con mayor notabilidad
de las matematicas. El primero que adopt6 la notacién que hoy dia es aceptada fue el suizo Leonhard
Euler (Basilea, 1707 — San Petersburgo, 1783) en un manuscrito que, aunque al parecer estaba fechado
entre 1727 y 1728 seguin algunas fuentes, se publico pédstumamente en su Opera posthuma (1862), de
ahi que se le conozca también como ntimero de Euler (véase Encyclopedia of Mathematics [20, p. 152]).
Con anterioridad, el escocés John Napier (Edimburgo, 1550 — ibid. 1617) habia descubierto en 1614 los
logaritmos (y acufiado su término), utilizando como base para su invencién un valor que posteriormente
se demostré que se aproximaba bastante precisamente al nimero e (véase «Estudio del origen del nimero
ey de sus aplicaciones en diversos campos de las matemadticas» [14]). Por este motivo, dicho nimero
también recibe en su honor el nombre de constante de Napier. La constante como tal fue descubierta
en 1683 por el suizo Jakob Bernoulli (Basilea, 1655 — ibid. 1705) cuando dedicé sus estudios al interés
compuesto (véase The math book [15, p. 166]). La definicién clésica de dicho ntimero, y que se puede
encontrar en multitud de referencias, es

1\
1) e=lim<1+—> .
n—oo n
Noétese que también se puede definir dicho ntimero a través del siguiente limite

) e = lim (1 + %)Hé.

n—oo

Pero, ;c6mo podemos hacer dicha afirmacién de manera tan ligera? Fijemos por ejemplo n = 10000 y
veamos la diferencia entre dichos limites. En el primer caso

1+ — )" 2 271814592
( +10000) =2

y en el segundo

1 ! 10000+ 2,718281831
AL e S
( 10000

Ambos limites se «aproximan» al valor real de e. El primero es exacto hasta el tercer decimal, mientras que
el segundo lo es hasta el séptimo. Dicho resultado nos hace apresurarnos a pensar que quizas el segundo
limite supusiera una mejor aproximacioén al valor exacto de dicha constante con respecto al resultado
clésico del primero.

Se sabe que para cualquier valor de n > 1, entonces
]_ n
e > (1 + —) .
n
En este caso, vamos a presentar una serie de demostraciones que prueban la siguiente desigualdad
1\n+3
e < (1 + —) .
n

Para demostrarla, haremos uso de expresiones en series de potencias de Taylor, a través de la desigualdad de
Hermite-Hadamard y finalmente una tiltima demostracién mediante herramientas del analisis matemaético.

2. Demostracion por desarrollo en serie de potencias de Taylor

Si se considera el desarrollo en serie de potencias de Taylor de la funcién In(1 + x) alrededor del punto
x = 0, se tiene la siguiente serie alterna

x> x* x* X
R B B — <1.
In(1+x)=x +3 + 5 , 1<x<1
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Ha de tenerse en cuenta que se van a llevar a cabo en la demostracién sustituciones de valores, que
pertenecen todos ellos al dominio de convergencia de la serie de Taylor. En la expresién anterior, se

1 _ 1 + o
refemplaza x por - (ya que x = - cumple —1 < x < 1, para todo n € Z%), y se multiplican ambos
miembros por n, resultando

1 1 1 1

1
In(14=-)=1-—4-——- — +——
nn<+n) 2n+3n2 4n3+5n4

Sustituyendo n por 2n y por —2n respectivamente en la expresion anterior se llega a las siguientes dos
series:

1 + 1 1 + 1
4n  12n2  32n3  80n*
1 1 1 1

1
—onln(1-—)=1+— — ..
n ( Zn) tomt et s T s

1

2n1n(1 + %)

Sumando ambas series obtenidas en el dltimo paso resulta

2n(1n(1+ %)—h(l - %l)) =2+ é + 401n4 o

Teniendo en cuenta las propiedades de los logaritmos, entonces

2 1 1 1
anin(224))

=24 — 4 4.
2n—1 + 6n2 + 40n4 +

Diviendo en la dltima expresién ambos miembros por dos, y teniendo en cuenta las propiedades de los

logaritmos, se llega a
2n+ 1\n 1 1
ln((Zn— 7) )‘ Y 2 e T

En este punto, se sustituye n por n + %, llegédndose a la siguiente serie

1n((2n+2)n+%)=1+ 1 N 1 e

2n 12(n+1) 80(n+1)

Por lo tanto,
1\n+3
In ((1 + ﬁ) ) > 1.

Luego,

3. Demostracion mediante la desigualdad de Hermite-Hadamard

Los franceses Charles Hermite (Dieuze, 1822 — Paris, 1901) y su discipulo Jacques Hadamard (Versalles,
1865 — Paris, 1963) llegaron en 1893 a un resultado fundamental en forma de desigualdad (véase «Btude
sur les propriétés des fonctions entieres et en particulier d'une fonction considérée par Riemann» [9]).
Entre los resultados mds notables obtenidos por ambos autores, el primero demostr6 la trascendencia del
numero e en 1882 (véase «Hermite y la trascendencia de e» [18]), y el segundo comparte el privilegio de
haber demostrado el teorema de los niimeros primos junto (aunque de manera independiente) al belga
Charles-Jean de la Vallée Poussin (Lovaina, 1866 — Bruselas, 1962) en 1896 (véase «Riemann, mas que una
hipétesis» [19]). Dicha desigualdad juega un papel fundamental en la teoria de convexidad (de funciones).
Veamos el resultado alcanzado por Hermite y Hadamard a continuacién (véanse «On generalized convex
functions» [3] y Bessenyei [5]). Previamente resulta importante conocer formalmente el concepto de
convexidad en una funcién.
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Charles Hermite! (c. 1887) y Jacques Hadamard?.

Definicion1. Sea V C R. Una funciénreal G: V — R definida en un intervalo (o en cualquier subconjunto
convexo de alglin espacio vectorial), se dice que es convexa si se cumple

(3) 9({7"1 +(1- g)mz) <¢G(my) + (1 =) G(my),

para cualesquiera m;, m, € Vy ¢ € [0, 1]. En resumen, una funcién es convexa siy solo si su epigrafo, esto
es, el conjunto de puntos situados en o sobre el grafo, es un conjunto convexo.

Teorema 2 (Desigualdad de Hermite-Hadamard). Si una funcién G es diferenciable en el intervalo [a, b] y
su derivada es una funcion convexa en (a, b), entonces para cualquier m;, m, € [a, b] tales que m; # m,,
se cumple la siguiente desigualdad

ml + m2 ]. e 9(m1) + 9(m2)
(T2 < 50 dx s LTI,

(4) <
My =My S,

. .2 . . 1 .2
Demostracion. Sea G una funcién convexa en el intervalo [m,, m,]. Considerando ¢ = ; en la expresion (3)
para x,y € [m,, m,], se tiene

(5) 9<x42ry>S 9(x)42r§(y)'

Considerando x = {m; + (1 — O)m, e y = (1 — {)m, + {m, en la expresion (5), se obtiene

m, + m,

(6) 25(™2

) < 5(6my + (1 = ) + 5((1 = my + ¢my).

Integrando la desigualdad de la expresion (6) con respecto a ¢ sobre [0, 1], resulta

1 1
2%@)#) 9(§m1+(1—§)m2)d§+/0 (0 = my +¢my) d¢
2 e
= m - g(x)dx

Para demostrar la segunda parte de la desigualdad de la expresion (4), se utiliza la definicién de convexidad
para ¢ € [0, 1], resultando

G(¢my + (1 = Omy) < ¢ G0my) + (1 =) G(my),

lImagen de dominio publico reproducida de Wikimedia Commons [16].
2Imagen de dominio pubilo extraida de Wikimedia Commons [10].
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n 1+n

Figura 1: Gréfica de la funcién f(x) = % El 4rea sombreada es igual a In (1 + %)

9((1 - my + gmz) <1 =8 G(my) + ¢ G(my).
Sumando las dos tltimas desigualdades, se obtiene

@ G(¢my + (A = Omy) + (A = Hmy + {my) < G(my) + G(my).

Integrando la desigualdad de la expresioén (7) con respecto a ¢ en el intervalo [0, 1], se tiene

f9@m+a—oww4ﬂ[%a—&m+ww«swmm+ﬂw»fd§
0 0 0

Por lo tanto, se cumple que
2

m; —m;

fzgumxsmmo+ﬂmg .

m

Consideremos la funcién f(x) = )_1{ en el intervalo [n, n + 1] (figura 1). Se puede observar que la derivada
f'x) = —% es una funcién creciente en el intervalo (1, n + 1). Entonces se cumple la desigualdad de
Hermite-Hadamard'. Aplicando dicha desigualdad a la funcién cuando x; = ny x, = n + 1 resulta

n+1
() < [ rwas

< ln(l + %),

2n+1

ni% <ln(1+%),

1< ln(l + %)H%,

lo que concluye en
1

e< (14 1)

1Si en la demostracién de dicha desigualdad se tiene que §($m; + (1 — $)my) < ¢ G(my) + (1 — ¢) G(m,) para algiin {;y G es
continua, entonces ocurre en un entorno de ¢, por lo que al integrar la desigualdad resulta entonces estricta.
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Augustin Louis Cauchy* (c. 1857), Viktor Bunyakosky® (1888) y Hermann Schwarz® (c. 1890).

4. Demostracion mediante la desigualdad de
Cauchy-Bunyakovsky-Schwarz

En 1821, el francés Augustin Cauchy (Paris, 1789 — Sceaux, 1857) public6 un trabajo en el que aparecia
por primera vez la desigualdad en cuestién en forma de sumas. Cauchy debe ser considerado como el
matematico que formalizé el cdlculo infinitesimal (véanse The origins of Cauchy’s rigorous calculus [8] y
Augustin-Louis Cauchy [4]), ayuddndose de los conceptos aritméticos sobre el cuerpo de los niimeros
reales para otorgar el rigor que necesitaban los fundamentos del anélisis, hasta entonces apoyados en una
intuicién geométrica que quedaré en segundo plano con los trabajos de dicho autor. Ademads, posee el
privilegio de haber sido uno de los mateméticos més prolificos, inicamente superado por el suizo Leonhard
Euler, el hingaro Paul Erdos (Budapest, 1913 — Varsovia, 1996) y el inglés Arthur Cayley (Richmond, 1821 -
Cambridge, 1895).

En 1859, el ruso Viktor Bunyakovsky (Bar, 1804 — San Petersburgo, 1889), cuyo director de tesis habia sido el
propio Cauchy, redefinié la desigualdad del francés en forma de integrales, demostrandola para el caso de
un espacio de dimensién infinita. Aparte de sus responsabilidades como docente de la Academia Naval de
San Petersburgo desde 1828 a 1860, y de la Universidad de dicha ciudad desde 1846 a 1880, Bunyakovsky
dedicé sus esfuerzos a investigar en campos donde realiz6 importantes contribuciones, como en teoria de
numeros o teoria de probabilidades.

En 1888, el alemdn Herman Schwarz (Hermsdorf, 1843 — Berlin, 1921) publicaba su segundo trabajo.
Schwarz, que paraddjicamente no habia estudiado en Berlin matemadticas sino quimica, se dejé persuadir
por Ernst Kiimmer (Zary, 1810 — Berlin, 1893) y Karl Weierstrass (Ennigerloh, 1815 — Berlin, 1897) para
que se centrara en la primera disciplina, ofreciéndose ambos a dirigir su tesis doctoral. Se doctor6 poco
después en 1864 y comenz6 a partir de ese momento una prolifica carrera. Sus trabajos se centraron
fundamentalmente en anélisis complejo, geometria diferencial y el cédlculo de variaciones, entre otros.
Desarroll6 un caso especial de la famosa desigualdad, redefinida por el ruso Bunyakovsky, que veremos en
adelante. Dicha desigualdad es ampliamente utilizada en matemadticas en campos tan diversos como el
andlisis, la geometria o la teoria de la probabilidad.

Teorema 3 (Desigualdad de Cauchy-Bunyakovsky-Schwarz). Supdnganse dos funciones f y g integrables
en un intervalo [a, b]. Se cumple

b 2 b b
(f f(x)g(x)dx) S_/ (f(x))2 dxf (g(x))z dx.

4Foto de dominio publico extraida de Wikimedia Commons [17].
5Imagen de dominio publico reproducida de Wikimedia Commons [24].
6Foto de dominio publico reproducida de Wikimedia Commons [23].
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Demostracion. Considérese la funcién h: R — R dada por la expresién cuadratica h(1) = at® + bd + ¢
con A € Ry a # 0. Completando cuadrados, resulta

b\2 b*-4ac
W@ =ala+ ) - =
Supdngase que h(4) > 0 para todo 1 € R, en particular para 1 = —%, entonces

h(_%)z_bz;fac > 0.

Por tanto, si h(1) > 0 para todo 1 € R, entonces a > 0, por lo que

b? — 4ac
— >0,
4a -
luego
b? —4ac <0.

Sea la funcién h: R — R dada por la expresién

b 2
h() = f (LF() - g0 dx,

claramente h estd bien definida y ademads h(1) > 0 para todo A € R, notemos que

b 2
h(d) = f (A f(x) = g(x)) dx

b , b b ,
=<f (f(x)) dx>/12—2<f f(x)g(x)dx)/1+/ (g(x)) dx

=al® —2bd +ec.

Como se debe cumplir (deducido anteriormente) que b? — 4ac < 0, entonces

b 2 b b
(—2 / f(x)g(x)dx) 4 f (FC0)’ dx f (g00) dx <0,
luego

b 2 b b
4(f f(x)g(x)dx) 54f (f(x))zdxf (g(x))de,

b 2 b b
(/ f(x) g(x) dx) 5/ (f(x))Z dxf (g(x))2 dx "

Consideremos en este caso las funciones f(x) = ﬁ yg(x) = ﬁ, ambas integrables en un intervalo

[a, b] (con a, b > 0) sobre un espacio vectorial euclidiano (véase Linear algebra done right [1, p. 166]). En
particular, considérese en general que dichos extremos sean a = nyb = n+ 1 con n € Z* arbitrario.
Dichas funciones son linealmente independientes, por lo que su producto escalar resulta

y finalmente

b
fr9)= f f(x) g(x)dx > 0.
a
Ademads, se cumple entonces que
12
-—) >0.
WF-L)
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Aplicando la desigualdad de Cauchy-Bunyakovsky-Schwarz a las dos funciones f y g definidas, el miembro

izquierdo de la desigualdad resulta,

2

[0 ) =y =

Veamos ahora el miembro derecho de la desigualdad

n*+2n+1 n2>1n(n+l)

2 2
= (n+ %>ln<1 + %)
= ln(l + %)M%

Por lo tanto, se cumple que

5. Demostracion mediante herramientas analiticas

Definimos la funcién #(n) para n > 0 mediante la ecuacién
1\n+Fn)
(1 + —) =e.
n

Resolviendo dicha ecuacién para F(n) resulta que

(8) Fn) = 1 n.

ln(l + %)

- ”;>( In(n + 1) — In(n))

Veamos en primer lugar que la funcién # es monétonamente creciente. Es decir, paratodon > 1, #'(n) > 0.

La derivada de dicha funcién resulta
1

(n(1+))Pre(1+1)

Para demostrar que F'(n) > 0, consideremos las siguientes funciones

9) F'(n) =

fG) =In(1 +x),
x
V1+x
La diferencia de las derivadas primeras de las dos funciones anteriores resulta

X+2-241+x

2(1 + x)P2

gx) =

gx) - f'x)=

Como (x + 2) > 24/1 + x para todo x > 0, entonces

g'(x)— f'(x) >0,
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y por lo tanto, ya que g(0) = f(0) = 0, entonces

In(1 +x) < *
V1+x
Sustituyendo x = % en la desigualdad anterior y elevando al cuadrado ambos miembros se llega a
1 1 1)3\2 > 1
n2(1 + H)(ln(l + ﬁ))

De la expresion (9) y la desigualdad anterior, resulta que F'(n) > 0.

Por lo tanto, la funcién de la expresion (8) resulta estrictamente creciente. Para demostrar que dicha
funcién esté acotada superiormente, veamos el limite

— 1
n—oo ln(l + %) n—oco ln(l + %)

Sustituyendo la serie de potencias

1 1 1 1 1 1
n(1+) =22+ 55— =n 20+ )
se tiene que

i 1—n1n(1;|—%)= ,ml—n(%—#+0(%))
TR o)

" o)

1

T2

Como la funcién F(n) es estrictamente creciente, y lim F(n) = %, entonces se puede concluir que ¥ (n) < %,
n—oo

y por lo tanto
1

e= (1 n %)nm") < (1 ¥ %)ME.
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Resumen: El problema de Basilea se basa en hallar si, en efecto, la suma de los
inversos de los cuadrados naturales converge y, en caso afirmativo, a qué valor.
Este problema fue resuelto, primero, por Euler, pero se han conseguido numerosas
pruebas tras él. Recopilaremos algunas de sus demostraciones mds importantes
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potencial de determinadas teorias (en particular, la teoria de series de Fourier),
las demostraciones mds insospechadas y directas, asi como los puentes que se
tienden entre varias dreas de las matematicas.
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Recopilacién de resoluciones del problema de Basilea

1. Introduccién

El Problema de Basilea es un problema matemadtico cldsico que consiste en hallar si, en efecto, la serie
de los inversos de los cuadrados naturales converge y, en caso afirmativo, a qué valor. Esta cuestién fue
inicialmente propuesta por Pietro Mengoli (1650) [16] y debe su relevancia a varios motivos. El primero
es que fue durante casi un siglo un problema que resisti6 al envite de muchos matematicos destacados,
como el propio Pietro Mengoli (1650) o los hermanos Jakob y Johann Bernouilli (1704) [16]. La segunda
razén es que su planteamiento y posterior resolucién motivaron [3] la definicién de la famosa funcién
zeta de Riemann, la cual estd intimamente relacionada con la distribucién de los ntimeros primos [13]. En
particular, la funcién Zeta de Riemann se define como sigue.

Definicion 1 (funcién zeta de Riemann). Sea s un nimero complejo cuya parte real es estrictamente mayor
que 1. Es decir, s € C y Re(s) > 1. Entonces, se define la funcién Zeta de Riemann evaluada sobre s como

< 1
S(s) = Z =
= ons
Notemos que para s = 2 se obtiene la serie del Problema de Basilea.

El Problema de Basilea fue resuelto, primeramente, en el afio 1735 por Euler [16], quién demostré que
la serie de los inversos de los cuadrados naturales converge y que lo hace a un valor sorprendente: = 5
Asi, este resultado nos brinda una notable relacién entre el conjunto de los nimeros naturales, N, y los
irracionales mediante uno de los ntimeros mds importantes, si no el que mas, de la historia, .

Aunque Euler resolvi6 este problema, otras muchas més resoluciones fueron desarrolladas con el paso del
tiempo'. Algunas usan herramientas modernas y otras utilizan propiedades bésicas o métodos menos
evidentes que prueban la riqueza de este problema y la versatilidad de sus demostraciones, a pesar de que
en su momento fue todo un misterio.

Con el presente trabajo pretendemos recopilar algunas de las demostraciones mds importantes del
problema de Basilea con el afan de divulgar el conocimiento matemaético entre los estudiantes. Ademas,
queremos crear un pequeiio manual de demostraciones que muestre el potencial de determinadas teorias
(particularmente, la teoria de Series de Fourier) (pruebas 5,6 y 8), demostraciones directas e insospechadas
(pruebas 3 y 4), asi como los puentes que se tienden entre varias dreas de las Matemadticas (prueba 7).

2. La prueba de Euler

La primera solucién conocida del Problema de Basilea fue obtenida por Euler (1735). Por tanto, esta sera
la primera demostracién que presentaremos.

La prueba de Euler [5] es simple y practicamente directa. Se compone de los siguientes pasos:

1. Desarrollar sen mx como producto infinito de factores lineales.

Euler quiso extender propiedades de los polinomios finitos a series para atacar el problema de la
suma de los inversos de los cuadrados naturales. Para ello, comenzdé desarrollando sen wx como
producto infinito de factores lineales como sigue.

. Se“x”xg(l—%)(”§)=nxg(1—§)=nx<1_x2>(1_§)(1_§)...

Notemos que estamos imponiendo raices en los ceros de sen tx, que son los niimeros enteros. Mds
adelante (véase el teorema 2) se justificard por qué podemos factorizar de esta forma sen mx.

IDe hecho, Johann Bernouilli, tras conocer que la serie convergia a %, ° ofreci6 una prueba que result6 ser equivalente a la de
Euler [16].
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2. Desarrollar sen x por series de MacLaurin (series de Taylor centradas en 0).

Si desarrollamos sen 7tx por series de MacLaurin se sigue que

(nx)2n+1 TES 7.‘:5
=TX — —x + —x -

(2) sen mx = Z( | . TS . =

n=0

Ademss, la ecuacion (1) se puede seguir desarrollando como sigue:

1 1 1 s 1
(3) SeN X = X — X <1+ + -4+ —=+- >+TEX (—+

479716 4-9

1
1-4 1-9 2-9
Observamos que el coeficiente del término ctibico del desarrollo anterior corresponde a lo que
queremos calcular.
3. Comparar los coeficientes de x* de ambos desarrollos.

Los coeficientes de x® de la ecuacion (2) y la ecuacién (3) deben coincidir. Por tanto,

—n(1+l+1+i+ >=—n—3,
47916 6
UL S =T
479" 16 6

O, equivalentemente,
2

Toda la prueba se sigue naturalmente, pero hay un paso crucial de la demostracién que no es para nada
trivial. ;Estamos seguros de que sen(mx) se puede desarrollar como un producto infinito de factores
lineales? La respuesta es que si, aunque en 1735 Leonhard Euler desconocia una prueba rigurosa de este
hecho. No fue hasta la llegada de Weierstrass que en el siglo XIX se dio una respuesta afirmativa con el
teorema de factorizacion?.

Teorema 2 (teorema de factorizacién de Weierstrass [6]). Sea f una funcién entera (f € JH(C)) y sean {a,}
los ceros de f repetidos de acuerdo a su multiplicidad. Supongamos que f tiene un cero en z = 0 de orden
m > 0 (si m = 0 entonces f(0) # 0). Entonces, existe una funcién entera g y una sucesion de enteros {p,,;}
tales que

. z
1@ = 2" exp(g@) [T By, (2 )-
n=1 n
donde E,, denota la n-ésima funcién elemental y verifica que

(1-2) n=0,

E (z) = zl 2 n
n(2) (1—z)exp( +§+ +%) n=123,..

Finalmente, para nuestro caso particular, se puede demostrar que la factorizacién de Weierstrass para
pn = 1,9(z) = log(n), m = 1y{a,}, los ceros de sen 7tz repetidos de acuerdo a su multiplicidad, corresponde
ala funcién f(z) = sennz.

3. La prueba de Cauchy

Una de las pruebas més elementales del Problema de Basilea se la debemos al gran matematico francés
Cauchy [4]. Dicha prueba requiere solo de conocimientos basicos de trigonometria y unos pocos resultados
previos bien conocidos, como la identidad de Moivre (véase la propiedad 4) o el teorema binomial (ver

2Este teorema es una generalizacién del teorema fundamental del 4lgebra.
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Figura 1: Circunferencia C(O, r) y los puntos A4, B, C

el teorema 5). Un siglo después, en 1954, volvié a aparecer de la mano de los hermanos Yaglom en su
libro Challenging mathematical problems with elementary solutions. [21]. En 1982 también apareci6 en la
revista Eureka de la mano de T.J. Ransford [11]. Finalmente, una prueba animada y guiada puede verse en
el canal de Youtube Rise to the Equation [14].

La demostracién de Cauchy comienza, y se basa, en una desigualdad geométrica que demostraremos a
continuacién. Esta propiedad nos ofrece una cota superior e inferior del inverso del cuadrado de un dngulo.
Posteriormente, veremos que, a partir de este lema, podremos acotar inferiormente y superiormente la
serie de % por limites coincidentes. Finalmente, resolveremos dichos limites.

Lema3. Seab € (0, %), se verifica que

1
2 2
cot 6<§<1+cot 6.
Demostracion. Consideremos la circunferencia C(O, r) de centro O y radio r > 0, los puntos de la circunfe-
rencia A y B tal que ZAOB = 6 € (0, g) y el punto C interseccién de la semirrecta OBy la tangente en A.
Denotamos por h la altura del tridngulo /A OBA y por H la del tridngulo /\OCA. Ilustramos este hecho en
la figura 1.

Si A, es el area del tridngulo /\OBA, A, el area del sector circular definido por 'y A, el drea del triangulo
/\OCA, entonces esta claro, viendo la figura 1, que A, < A, < A3z, ya que el tridngulo /\OBA estd incluido
en el sector circular definido por 0y este, a su vez, estd incluido en el tridngulo /\OCA. Por otra parte, las
distintas dreas se pueden expresar como

rh _ r’sené r?0 rH _r*tané

2 > =5 A5 = 2

Al =
Por tanto, se tiene que

r’senf r’6 r’tanf
<—x <~ senf < f<tanb

2 2 2
1
= cot’0 < ﬁscscze tomando 0 < 6 < 3
1
=>cot26<§<l+cot26 ya que csc? 6 = 1 + cot? 6. u
Pretendemos acotar % Asi, aprovechando el lema 3 y sustituyendo 6 = 213:[-1' paral <n<Nyn,N €N,
obtenemos que
2
o N ) (2N +1) ) ( )
cot <2N+1 n2m? <1 cot 2N +1/)°
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Multiplicando cada inecuacién por ﬁ llegamos a la siguiente expresion:
ul cot2< o > <= 1 —_— [1 + cot? ( i )]
(2N +1)2 2N +1 (2N+ 1)2 oN+1/1

Sumando todas las inecuaciones para 1 < n < N se tiene que

2 N nT N 2 N nm
I — t2( ) < Y — [1 t2( )]
QN+ 17 n; ot oNF1 n; 2 S 2N+ 172 n; Tt NI

Aplicando limites para N - +oo llegamos a que

= 1 . N2 N 2 nm
i <(2N+ 12 & Z (2N+ 1)) Zzl w2 = NliToo((zN+ e " n; <(2N+ 12 COt2<2N+ 1)))

N- . T °
0 y suponiendo que el limite limp_, ., <m Z Cot (

Como

Nr?
N+ )) existe, concluimos que

&1 2 nn
) Z:: n2 _qu((zN 12 £ Z €0 t2(2N+ 1))

Asi pues, acabamos de encontrar una expresion de {(2). Veamos que el anterior limite existe y resolvdmoslo.
Para ello, deduciremos el valor del sumatorio del limite del término de la derecha de la ecuacién (4), es

decir, Z cot? (21311 ) Primero, recordemos la propiedad de Moivre.

2N+1

n=1
Propiedad 4 (de Moivre). Si 6 € [0, 27| entonces

(cos 6 +isen 6)™ = cos(mb) + isen(mb), Vm e N.

Demostracion. Muiltiples pruebas de esta propiedad se pueden consultar en el articulo A Couple of Proofs
of De Moivre’s Theorem [12]. n

Como 0 <6 < g, dividiendo por sen™ 6 la identidad de la propiedad 4 se obtiene que

cos(m@) . sen(mb)

©) sen™ 9 sen™ 6

= (cotf +1i)™.

Para desarrollar el binomio del término de la derecha de la ecuaciéon (5) enunciamos el llamado teorema
binomial.

Teorema 5 (teorema binomial). Sean x,y € C y m € N. Entonces,
m
m
x+y)"= ( )xm_k k,
(x+) kzlo XY

Demostracion. Una prueba por inducciéon se puede consultar en el enlace de Proof of the binomial theorem
by mathematical induction [10]. L]

Entonces, por el teorema binomial, la parte derecha de la igualdad de la ecuacién (5) queda como

(cot8+ i)™ = <m> cot™ O + (m)i cot™ g4 ... 4+ ( " )i’"‘1 cotf + <m)im
0 1 m-—1 m

= ((rg) cot™ @ — (Zl) cot™ 26 + ) +i ((T) cot™ 16 — (':) cot™ 36 + ) :

Entonces, igualando las partes imaginarias de la ecuacién (5) tenemos que

sen(mf) (m m-1p4_ <m) m—3
enmg (1)c0t 6 3 cot 6+

nt

Queremos transformar el lado derecho de esta identidad en un polinomio. Tomandom = 2N+1y6 = ;35

llegamos a que
2N +1 2N +1
0=< ) )cot2N6—< 5 >c0t2N‘26+---
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Seguidamente, si denotamos x = cot? 6, reescribimos la anterior expresién como sigue:

2N +1 2N +1 2N +1
(6) 0= ( )xN—( )xN—l +- 4 (—1)”( )
1 3 2N +1

Invocamos ahora el teorema de Vieta pues nos interesa obtener una expresion de las sumas de las raices
de la ecuacion (6), las cuales son conocidas.

Proposicién 6 (formulas de Vieta). Dado un polinomio P(x) = a,x" + a,_1x" ' + -+ a;x + ay, a, 0y
dadas z; sus raices, entonces

_ (477
L1ttt + 2t 2= )
an
_ ay_»
Z1%2 + 2283 + - + Zp_2Zn—1 + Zn_1%n = a
n
En general,
k Gn—k
Y Ty = (DR
1<iy<ip<---<ig<n n
Demostracion. Una prueba se puede encontrar en el capitulo 3 del libro A course in algebra [20]. L

Por la proposicion 6, el polinomio de la ecuacién (6) cumple que, si x,, 1 < n < N son sus raices, entonces

N 2N+1

2N(2N - 1)
Z Xn = (zNS+1) = 6 :
n=1 ( 1 )

o0, equivalentemente,

i cot2< nm )_ 2N(2N — 1)
= 2N+1/ 6

Notamos que acabamos de encontrar una identidad que nos ayudaria a resolver la ecuacién (4). En efecto,
sustituyendo obtenemos que

31 . m  2N(2N -1)
Z — = lim 2 :
“on (2N +1) 6

N-+o00
Finalmente, resolviendo el limite del término de la derecha anterior, se deduce que
$1_w :
= n2 6
4. La prueba de la integral doble

Esta es una prueba clara y simple que puede ser ensefiada en cursos iniciales de célculo. Sus origenes
no son claros pues, aunque apareci6 por primera vez de la mano de William J. LeVeque [8] en 1956, este
asegurd que no era original suya. Mds tarde, Tom Apostol la recupera como una prueba que no parece
documentada en la literatura cientifica [2]. En nuestro caso, seguiremos la demostracién de Apostol.

Laidea de la prueba de Apostol es evaluar de dos formas distintas una misma integral. En concreto, evaluar
la integral doble siguiente:
1 pl
1
I= f f dxdy.
b Jo 12Xy

Para la primera evaluacién notamos que el integrando es el resultado de una serie geométrica infinita. Es
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decir,

1 1 1 1-¢ 1—¢ oo
I= f f dxdy = lim (f f (xy)*dx dy)
o Jo 1—xy =0\ Jy o Z‘
3 o0 1-¢ 1
Z lim (/ / x"y"dx dy)
n=0"%\Jg 0
e 1—¢ 1-¢
Z lim ((/ x" dx) (f " dy))
n=0 0 0 0
(

©n o

'S

_°° s ].—E)n+1 _oo 1 _oo 1_
_20}51_1”%( (n+1)? )_Eo(n+l)2 _nglﬁ_g(z)-

Por otro lado, para la segunda evaluacién buscamos un cambio de variable. Notemos que el dominio de
integracion seria el de la figura 2a.

: 2 . . .z +X —X .
Para la segunda evaluacién, consideramos la sustitucion u = yT yu = yT o0, equivalentemente, x = u—v
ey = u + v. En este caso, transformamos el dominio de integracién (representado en la figura 2a) en un

cuadrado girado 45° y reducido en un factor de /2. Notemos ademas que dicho cuadrado puede dividirse
en cuatro partes de igual drea. En resumen, el nuevo dominio de integracion tras el cambio de variable es
el de la figura 2b. Asi, bajo el nuevo dominio de integracion, la integral queda como

1
I1=2 —_— ,
/ll—u2+v2dvdu

donde S es el cuadrado de vértices (0, 0), (%, —%) ,(1,0)y (%, %) (ver la figura 2b).

No obstante, observemos que el integrando de la anterior integral es simétrico alrededor de 0, respecto v.
Por tanto, se tiene que

1/2 u dv 1 1-u dv
Y T PO T S
b , l—u?+uv? e \Jy 1 ur4v?

5 1/2 1
=4 1 arctan( u )du+4 1 arctan( 1-u )du
o V1—u? V1-—u? 12 V1 —u? V1-—u?
y u v
/‘V
1 v
/7 1
e 2 |
// !
7’ |
7’ |
d Il I Iz
7’ |
7 1
L7 T 1 u
et 2
w|.7
> X
AN 1

(@) Dominio de integracion de la integral y candidatos a (b) Nuevo dominio de integracién de la integral.
sustituciones.

Figura 2: Figuras representando ambos dominios de integracion para I.

$Notemos que la funcién limite no es acotada en [0, 1]2. Atin asi, para todo &, por el teorema de Dini, la convergencia de la serie
es uniforme. Por tanto, podemos intercambiar la serie bajo el signo de la integral y bajo el signo del limite.
“4Por el teorema de Fubini.
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Para continuar haremos una nueva sustitucién. En concreto, u = sen6 para I, y u = cos(20) para I,.
Obtenemos, por un lado, que

172 1
o V1—u?

/6

2, =4 arctan(

L)du
V1-—u?

cos 6 sen 6 .
=4 ——————arctan <—> dé tras el cambio u = sen 6.
o V1-—sen2f V1-—sen?6
Observemos que el término del integrando que multiplica a la evaluacién de arctan, es decir, —c0s8 g
V1—sen2 6

1. Por otro lado, el interior de la evaluacién de arctan es, precisamente, la funcién tangente. En definitiva,

se tiene que
/6 th
2[1 = 4f ede = —.
b 18

Por otro lado, tenemos que

1
1 1—u
2, =4 ——— arctan (—) du
12 V1 —u? V1—u?
/6
20 1-— 20
=8 __sen@9) arctan (L()) dé definiendo u = cos(26).

o\ 1—cos2(20) 11— cos?(26)

Notemos que el término del integrando que multiplica a la evaluacién de arctan, es decir, \/%, es 1.

Por otro lado, el interior de la evaluacién de arctan es, precisamente, la funcién tangente. En definitiva, se

tiene que
/6 2
2, =38 f 6do = —
b 9

Finalmente, deducimos que

<1
> F=I=2(Il+12)=
n=1

M
5 =

>l 7

™
=

5. La primera prueba por series de Fourier

Presentamos ahora una prueba del problema de Basilea usando series de Fourier, la cual es ya bien
conocida y clasica y se puede encontrar en multiples manuales sobre la teoria de Fourier.

Usaremos que las funciones trigonométricas forman un sistema ortonormal completo en I? por el teorema
de Riesz-Fischer [18]. Denotamos e¢,(x) = exp(2minx) paran € Zy {,) el producto escalar de I?[0, 1].
Notamos que e,, s un conjunto ortonormal en I?[0, 1]. Usaremos la identidad de Parseval, que enunciamos
a continuacion, para deducir una expresion de la serie de los inversos de los cuadrados.

Teorema 7 (identidad de Parseval). Sea {p,} una sucesién ortonormal completa de un espacio de Hilbert
complejo X. Si f,g € X entonces

<f’ g> = z <f! §0n><gr ¢n>~
n=0

Demostracion. El enunciado y la prueba de este resultado se puede consultar en Introduction to classical
real analysis [18] o en An introduction to harmonic analysis [7]. n

dx

1 X
- == arctan(—) + C.
az + x a a

SEstamos empleando la integral indefinida f
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Entonces, como de hecho I?[0, 1] es un espacio de Hilbert real completo [15], por la identidad de Parseval
se tiene que, para toda f € I2[0, 1],

(o)

= Z </ en>|2-

n=—oo

Como anotacién, esta tltima expresion también suele recibir el nombre de identidad de Parseval.

Si escogemos f(x) = x, entonces
! 1
)= [ xax=g,
b 3

1
(f, ey =f xdx = %,
0

1 2minx 71 1 1

2minx xe 1 27minx 1 ( [ 1 27'cinx] ) 1
y€n) = xe dx = - e € dx=——1—|—¢ = —.
U en) fo [ 2min ]0 2min fo 2min 27in o/ 2min

Por tanto, por la Identidad de Parseval, llegamos a que

1 1 S |
— =2y ——
3 4 + nz=:1 41202

En definitiva, concluimos que
2

{@) =% .

6. La segunda prueba por series de Fourier

La siguiente prueba es otra demostracién del problema de Basilea a través de la teoria de series de Fourier
sugiriendo, asi, el gran potencial de esta teoria. Finalmente, cabe destacar que, como la prueba anterior,
es una resolucion clasica de la serie de Basilea que se puede encontrar en muchos manuales de andlisis de
Fourier.

Usaremos el teorema de Dirichlet que nos permite encontrar funciones que converjan a su serie de
Fourier. Con la funcién adecuada, y el desarrollo de su serie de Fourier, podremos deducir, directamente,
la convergencia de la serie del problema de Basilea. Enunciamos el teorema de Dirichlet.

Teorema 8 (teorema de Dirichlet). Sea f funcion mondétona y acotada en [—m, mt]. Entonces, para cualquier
+

x € [—m, 7] la serie de Fourier de f(x) converge puntualmente al valor w, donde f(x*) =

lim,_ .+ f(t) y f(x_) =lim,_,,_ f(t) son los limites a la derecha y a la izquierda de x, respectivamente.

En particular, si f es continua en x, la serie de Fourier de f(x) converge a f(x).

Demostracion. Se puede consultar una demostracién de este hecho en Introduction to classical real
analysis [18]. n
Asi, si escogemos f(x) = x(1 — x) en [0, 1] y calculamos su serie de Fourier siguiendo

fx)=ay+ i (ay cos(2mnx) + by sen(2wtnx))
n=1

ytomando T =1, w = 27” =27, a = 0, b = 1 tendremos lo siguiente:

b 1 ) 391
a0=%f f(x)dx=f x(1—x)=[%—%] =
a 0 0

b 1
a, = %f f(x) cos(nwx)dx = 2[ x(1 — x)cos(2nnx)dx = —
a 0

m2n2’

b 1
b, = %f f(x)sen(nwx)dx = Zf x(1 — x)sen(2nnx)dx = 0.
a 0
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La tdltima igualdad del término a,, se obtiene aplicando integracién por partes a la integral del término de
la izquierda. Por otro lado, la tltima igualdad del término b,, se debe a que el integrando es antisimétrico
alrededor de %

Finalmente, obtenemos que
cos(2mtnx)
m2n2

x(l—x)=é—2

n=1

Evaluando f(x) en x = 0 se sigue que

1 1l
=2
n=1
o, equivalentemente,
2
7T
2) = —.
{(2) 5 -

7. La prueba probabilistica

Uno de las demostraciones mas curiosas e insospechadas del problema de Basilea que se pueden encontrar
es un argumento usando nociones de teoria de la probabilidad. Efectivamente, se pone de manifiesto
cémo areas tan diferentes como la probabilidad y el andlisis matemadtico presentan puentes entre ellas.
Esta demostracion fue propuesta en 2011 por Luigi Pace [9] y ha abierto las puertas a estudiar la relaciéon
entre las variables independientes de Cauchy y {(2k).

Consideremos las variables aleatorias independientes X;, X, : R — R*, cuyas funciones de densidad son
fx;: R* = [0,1],i = 1,2. Es decir, se verifica que

b
Pla<X;<b)= / Jx, (D) de.

Definimos Y = % y, ademads, se cumple el siguiente resultado.
2

Lema 9 (Stirzaker [17]). La funcién de densidad deY = % es
56 = [ th @90t
0

Demostracion. Por la distribucién conjunta y sabiendo que X; y X, son independientes, tenemos que

P(a <Y <b)=P(aX, <X, < bX,)

co bt,
- f Fi (00 () dry dry
0

aty
© b
= / f t fx, (L) fx, (£,) dudt, tomando el cambio u = %
0 a
b poo
o) — [ [ beansi e drn
a 0
Acabamos de demostrar el lema 9. n

Asignamos la la distribucién media de Cauchy a X;, X,, que es

2

Ix,(0) = A+
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Aplicando el lema 9, podemos obtener la funcién de densidad de la variable Y.

4 t
M=% | aresare

_ 2 In 1+2s2\]™
T om(s2—1) 1+e2 ]|

4 Ins
m2s2—1"

(8) =
Integrando (8) entre 0 y 1 y teniendo en cuenta que X; y X, son variables independientes, llegamos a que

Ins

P(O<Y<1)—ffy(s)ds —f -4

1
Ins e
‘/0' —l_szds—g.

Sabemos que Zf:g §2N = 1_—132 para|s| <1 (0 <s < 1).Asi,

TEZ 1 lns 1—-¢ o ) g 1—¢ )
£ _ _ — _2n — : _2n
3 jO- 1= ds hm( ,;0 N lnsds) ,;01515}(/5 s lnsds) Z (2n+ R

e—=0
- €

1 7
§=

Por tanto, se sigue que

Notemos que el resultado anterior es equivalente a probar el problema de Basilea. De hecho,

(s8]

- 1 - 1 1
$O=2m=Lamript Lay =8 T

Por tanto, obtenemos, finalmente, que

¢2) = % .

8. La prueba del Teorema de los Residuos

La tdltima prueba que recopilamos usa una de las herramientas mds importantes y ttiles del andlisis
complejo, conocida como el feorema de los residuos. Esta proposicién es un caso particular de uno de los
resultados clave para integrales de linea de funciones holomotfas, el feorema integral de Cauchy o teorema
de Cauchy-Goursat [1], y tiene grandes aplicaciones para el célculo de integrales y series como vamos
a comprobar. De hecho, esta demostracion del problema de Basilea se basa, primero, en relacionar los
residuos de una funcién holomorfa con su integral de linea sobre la frontera de un cuadrado, usando el
teorema de los residuos. Seguidamente, estimando el valor de dicha integral obtendremos lo que queremos.

Comenzamos enunciando el teorema de los residuos.
Teorema 10 (teorema de los residuos). Sea Q un abierto de C y f una funcion f € H(Q — A) donde
A C Q es un conjunto numerable de las singularidades aisladas (polos y singularidades esenciales) de f.

Sea y un ciclo contenido en Q tal que Q ~ 0 (Q) (homdlogo a 0 respecto a Q) y y* N A = @. Entonces, si
Ind, (a) es el indice de a respecto de y, se cumple que

Zirci ‘/y‘f(z) dz = EARes(f, a) - Ind, (a).

“Notemos que, por simetria, P(X; < X,) = P(X, < X)) yP(X; < X)) +P(X, < X)) = 1.

8Notemos que la funcién limite no es acotada en [0, 1]2. Aun asi, para todo ¢, por el Teorema de Dini, la convergencia de la serie
es uniforme. Por tanto, podemos intercambiar la serie bajo el signo de la integral y bajo el signo del limite.

9La integral se resuelve por integracién por partes.
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Demostracion. Una demostracién y explicacién de este resultado puede encontrarse en Mathematical

analysis [1]. L]

Ahora, consideremos la funcién holomorfa f(z) = %ﬁnd = iz "2 cot(nz). Asi, f presenta singularidades
2

aisladas en Z; el polo de 0 es simple y tiene un residuo de Res(f, 0) = lim,_,, z%z(n@ = —% y, para todo

n € Z — {0}, el residuo del polo simple asociado a n es Res(f,n) = lim,_,,,(z — n)%@ = % Escogemos

N € Ny definimos yy el contorno cuadrado de vértices (£1 + )(N + %). Aplicando el teorema de los
residuos y calculando los indices obtenemos que

1 AN |
Iy = Z_m/ f(z)dz=—§+22 =
YN n=1
A continuacién, pretendemos acotar la funcién f(z) en yy para poder estimar la integral de f(z) sobre .
Haremos uso del siguiente lema.

Lemall. Simz = x + iy, entonces

cos?(x) + sinh®(y)
sen2(x) + sinhz(y)'

| cot(nz)|? =

Demostracion. Primero, recordemos las siguientes identidades fundamentales,
cos?(x) + sen?(x) = 1, cosh?(x) — sinh?(x) = 1.

Ademads, usando las férmulas del seno y del coseno del angulo suma, asi como la definicién de seno y
coseno hiperbélico, se deduce que

cos(x + iy) = cos(x) cos(iy) — sen(x) sen(iy) = cos(x) cosh(y) — i sen(x) sinh(y),
sen(x + iy) = sen(x) cos(iy) + cos(x) sen(iy) = cos(x) cosh(y) + i cos(x) sinh(y).

Por tanto, sabiendo lo anterior, tenemos que

cos(x + iy) [

2 _
| cot(mz)l” = sen(x + iy)

cos(x) cosh(y) —isen(x)sinh(y) z

sen(x + iy)

cos(x) cosh(y) — i sen(x)sinh(y) |*

sen(x) cosh(y) + i cos(x) sinh(y)

(cos(x) cosh(y) — isen(x)sinh(y)) - (sen(x) cosh(y) —icos(x)sinh(y)) 2
sen2(x) cosh?(y) + cos2(x) sinh?*(y)

(cos(x) cosh(y) —isen(x)sinh(y)) - (sen(x) cosh(y) — i cos(x) sinh(y)) 2
sen2(x)(1 + sinh®(y)) + (1 — sen(x)) sinh*(y)
|sen(x) cos(x)(cosh? (y) — sinh®(y)) — i sinh(y) cosh(y)(cos?(x) + sen? (x))|2
(sen2(x) + sinh®(y))?

[sen(x) cos(x) — isinh(y) cosh(y)|2

(sen?(x) + sinhz(y))2
sen?(x) cos?(x) + sinh?(y) cosh®(y)

(sen2(x) + sinh®(y))?
sen? (x) cos?(x) + sinh®(»)(1 + sinh®(»))

(sen2(x) + sinh?(y))?
sen?(x) cos?(x) + (cos?(x) + sen®(x)) sinh*(y) + sinh* (y)
(sen2(x) + sinh?(y))2
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_ (sen’(x) + sinh®(»)) - (cos?(x) + sinh®(y))
B (sen?(x) + sinhz(y))2
_ cos?(x) + sinh?(y)

sen?(x) + sinhz(y)'

Acabamos de demostrar el lema 11. n

Por el lema 11, si z se encuentra en los bordes verticales de yy, entonces

sinh?(y)

<1
1 + sinh?*(y)

| cot(nz)|? =

Usando de nuevo el lema 11, si z se encuentra en los bordes horizontales de yy, entonces

Por tanto, se deduce que | cot(nz)| < coth(;—r) enyyvyasi|f(z)| <

1 + sinh?(n(N + %)) ) 1y ° 9 (TC
| cot(nz)|? < SRy + 1) = coth (TC (N+ §)> < coth <§)

mcoth(3)
(N+3)2 -

Asi podemos estimar la integral Iy como sigue.

1 1 mcoth(F) 1
< — .ma . = 7 .
Nl < XIS - ongOn) = 5 T 8(N +3)

N-o

N-oo . . s
Como |Iy| — 0, entonces Iy — 0y, asi, se tiene que {(2) = . ]
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Esfera homolégica de Poincaré

1. Introduccién

En un principio, cuando Henri Poincaré formulé la famosa conjetura que lleva su nombre, propuso que
la 3-esfera estdndar era la la tinica 3-esfera homoldgica (es decir, un espacio con los mismos grupos de
homologia que una esfera S%). Sin embargo, este resultado era falso, tal y como demostré més tarde el
propio matematico francés introduciendo precisamente la esfera homolégica de Poincaré. Esta consiste
en una 3-esfera homolégica de grupo fundamental no trivial. Ademads, tal y como nos centraremos en este
articulo, la suspensién de dicha esfera proporciona un ejemplo de una variedad homolégica que no es
variedad topolégica.

En este articulo, abordaremos el estudio de la esfera de Poincaré desde un punto de vista algebraico,
aunque el enfoque mds habitual es de caracter geométrico y se realiza a partir de un dodecaedro [5].

Para comprender los desarrollos que efectuaremos a continuacién, resulta preciso conocer algunas nocio-
nes bésicas de topologia. Asimismo, todas las cuestiones que introduciremos en las paginas siguientes
relativas a la homologia se pueden consultar con detalle en el libro Elements of algebraic topology [7].

2. Homologia

En esta seccion presentaremos la homologia singular. Como toda homologia, se contruye a partir de unos
moédulos de cadenas (aunque se puede generalizar a un anillo cualquiera, nosotros los consideraremos
siempre definidos sobre Z) y un operador borde.

Comenzaremos por introducir la nocién de simplice geométrico.

Definicion 1. Sea {a,, a;, ..., a,} € R™ una coleccién de puntos. Diremos que son afinmente indepen-
dientes si para todo conjunto de nimeros reales {t;}}-, satisfaciendo

ti=0

n
=0

n
Z t,-ai =0 y
i=0

1

se verifica que t; = 0 paratodoi=0,1,...,n.

Definicion 2. Sean {a,, a,, ..., a,,} C R™ puntos afinmente independientes. Definimos el n-simplice ¢
generado por {ay, a;, ..., a,} como:

n n
[ao,al,...,an] ={Ztiai | ti 20, Zti: ].}
i=0 i=0

En tal caso, diremos que los puntos a,, a;, ..., a, son los vértices de o y que n es su dimensién.

Definicion 3. Dado un simplice [ay, a;, ..., a, ], diremos que sus caras son los simplices generados por
subconjuntos de vértices de {a,, a;, ..., a,}.

En relacién con el concepto de simplice se encuentra la orientacién del mismo. Esta constituye la base
de la teoria homoldgica simplicial, y es necesaria para comprender las hip6tesis en que enunciaremos la
dualidad de Poincaré.

Definicion 4. Dado un n-simplice, podemos fijar un orden de sus vértices. Dos 6rdenes serdan equivalentes
siuno de ellos resulta de aplicar un nimero par de trasposiciones al otro. De este modo, sin > 0, los posibles
6rdenes del simplice se agrupan en dos clases de equivalencia, a las que llamaremos orientaciones. Un
simplice se dird orientado si se le ha asignado una de las posibles orientaciones. Denotaremos de nuevo
por [ay, @y, ..., ap] la clase dada por la orientacion ay < a, < -+ < a, del simplice a,q, ... ap.
Definicion 5. Un complejo simplicial finito K es una coleccién finita y no vacia de simplices de R™
verificando:

¢ Si o estd en K, entonces todas sus caras también lo estdn.

* Si oy f son simplices de K, entonces o N § es una cara de ambos o bien es el vacio.
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U3

Ug
U1

U3
U7

Figura 1: Complejo W.

Se denotard por |K| al espacio subyacente considerado como subespacio de R™.

Ejemplo 6. Un posible ejemplo de complejo simplicial podria ser el siguiente. Consideremos W como el
complejo simplicial formado por las caras

{[Uo]r [v1], [V2], [vs], [V, [vs], [vs], [V7], [vg, V1], (g, L2 ], [V, U3, [V, s, [y, V2], [L2, 5],
[Vg, U1, V2], [Vg, Uy, U3, [y, L2, Us], [y, Vs, U3], [V, Us], [, L7], [V, 7],
[U3’ 04]’ [03’ US]v [04’ US]}
que vemos en la figura 1. Se puede comprobar en efecto que se trata de un complejo simplicial.
Definicion 7. Un espacio topoldgico X se dird triangulado si existe un homeomorfismo entre X y un
complejo simplicial |K]|.
Introduzcamos ahora el concepto de simplice singular, en base al cual se formula la teoria homolégica

singular.

Definicion 8. Sea A, un p-simplice (que en nuestro caso se considerara contenido en R?) con vértices
0,0,...,0),(1,0,...,0),..,(0,..,0,1) (nétese que denotamos a este simplice por 4 en lugar de por ¢ ya
que, debido a sus vértices, es un simplice muy particular). Si X es un espacio topoldgico, se define un
p-simplice singular como una aplicacién continua T de 4, en X.

A partir de los p-simplices singulares se definen las p-cadenas.

Definicion 9. Se definen las p-cadenas singulares del espacio X, denotadas por S,(X), como el grupo
abeliano libre! generado por los p-simplices singulares de X.

Definicion 10. Sea T un simplice singular. Denotemos por [(g, ..., é;, ..., €5) €l homeomorfismo lineal
que lleva 4,_, en la cara de 4, opuesta al vértice con un 1 en la posicion i-ésima. Entonces se define
T o l(gyy e s €y -or ep) como la i-ésima cara de T.

Definicion 11.  Definimos el operador borde entre S,(X) y S,_;(X) como el inico homomorfismo de grupos
que lleva cada p-simplice singular T de X en

14
9,T = Z(—l)‘T 0 1€y wvv» €1y s Ep)-
i=0

1Se puede consultar el libro Algebrae [6, Seccién 7] para mayor precision.
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Observacion 12.  Se tiene que d o d = 0 (véase el teorema 29.1 en Elements of algebraic topology [7]). En
consecuencia, podemos definir los grupos de homologia como

Observacion 13.  Llamaremos p-ciclos (o ciclos) a los elementos de ker J, y p-bordes (o bordes) a los de
imod
p+1-

Ejemplo 14. Sea q un punto. Entonces se tiene que Hp(q) = 0si p > 0y Hy(q) = Z.
Ejemplo 15. Si un espacio topolégico X es simplemente conexo, entonces Hy(X) = Z.

Demostracion. Cualquier aplicacién f: 4, — X es, por definicién, un 0-ciclo. Ahora bien, dadas dos
aplicaciones fy g de 4, en X definidas por f(0) = a € Xy g(0) = b € X, se tiene que ambas aplicaciones
son homologas, pues f — g es la imagen por el operador borde del camino (1-simplice) que lleva b en a.
En consecuencia, Hy(X) = Z. n

La homologia singular no es la tinica que se puede definir a partir de las cadenas singulares. La homologia
singular reducida es una homologia que guarda una estrecha relacién con la homologia singular.

Definicion 16. Sea X un espacio topoldgico. Definamos el complejo de cadenas aumentado como el

complejo
3 3 3 4 €
=S =Sy = =2 S~ 2,

donde €: Sy(X) — Z se define como el tinico homomorfismo de grupos que lleva cada simplice singular
enlycy.

Observacion 17. Se tiene que € 0 9; = 0.
La homologia resultante de este complejo se denomina homologia singular reducida y se denota por H(X).

Lema18. Se tiene que
Hy(X) ® Z = Hy(X).

Demostracion. La manera més sencilla de demostrar este resultado consiste en escindir la sucesién exacta
€
0> kere > S, - Z -0

con una seccion j: Z — S, de €. Asi,
Sy =kere @ j(Z)

y, en consecuencia,
Hy(X) =~ Hy(X) @ Z. "

2.1. Resultados notables en homologia

Los grupos de homologia satisfacen gran cantidad de propiedades, muchas de las cuales se obtienen con
razonamientos de dlgebra homolégica. En esta subseccién presentaremos algunos de los resultados que
pueden ser de gran utilidad.

Lema 19 (Rotman [9], lema 5.5). Dada una sucesion exacta corta de complejos de cadenas
0-C->C->C"->0,
ésta induce una sucesion exacta larga en los grupos de homologia:

v Hp(cl) - Hp(c) - Hp(C”) - Hp—l(C,) -

Asimismo, la demostracién del teorema siguiente aparece en el libro Elements of Algebraic Topology [7,
teorema 7.1].

Teorema 20. Sea X un espacio topolégico. Entonces Hy(X) se corresponde con una suma directa de tantas
copias de 7. como componentes conexas por caminos tenga X.
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2.2. Relacionando invariantes

En topologia algebraica existen ciertos resultados fundamentales que permiten relacionar la homotopia,
la homologia y la cohomologia. Entre ellos se encuentran el teorema de Hurewitz y la dualidad de Poin-
caré. Antes de presentarlos, definiremos brevemente el concepto de grupo de homotopia y la nocién de
cohomologia.

Definicion 21. Dado un espacio X conexo por caminos y # un natural, se definen los grupos de homotopia
7,(X, x,) como las clases por homotopia de las aplicaciones continuas de D" (el disco en R") en X que
llevan S"~! en x, € X. La operacion ser4 la concatenacion de estas aplicaciones. Se puede comprobar que,
en efecto, esto tiene estructura de grupo [4, seccién 4.1].

Teorema 22 (Munkres (7], lema 30.6). La homologia es un invariante homotépico. En particular, también
es invariante por homeomorfismos.

Para el siguiente corolario existe un enunciado general que trata los n-ésimos grupos de homotopia, pero
en este articulo nos basta con esta formulacién.

Corolario 23 (Rotman [9], teorema 4.29). Un espacio homoétopo a un punto tiene homologia reducida
nula.

El siguiente es un resultado cldsico, cuya demostracién se puede encontrar en Algebraic topology [4,
teorema 4.32].

Teorema 24 (Hurewicz). EI primer grupo de homologia de un espacio X resulta ser el abelianizado de su
primer grupo de homotopia.

De un modo andlogo a como definiamos la homologia, podemos definir la cohomologia. Ahora trabajare-
mos con un complejo de cocadenas, donde las cocadenas se definen como el espacio dual de las cadenas
singulares. Asimismo, tendremos un operador coborde que se correspondera con la aplicacién dual del
operador borde de las cadenas singulares.

Definicion 25. Se define el i-ésimo médulo de cocadenas de un espacio X como
S'(X) = Hom(Sy(X), Z),
donde Hom(S;(X), Z) denota al médulo de homomorfismos de grupos de S;(X) en Z.

Definicion 26. Se define el operador coborde 67 : SP — SP*! como la aplicacién dual del operador borde

Op+1: Sp+1 — Sp. En consecuencia, § o § = 0.

Definicion 27. Como §2 = 0, al igual que haciamos en el caso de homologia, podemos definir los médulos
de cohomologia de un espacio X como

- ker &'
Hl(X) = m-

Ejemplo 28. Al igual que en el caso de la homologia, H(X) se corresponde con una suma directa de
tantas copias de Z como componentes conexas tenga X.

Como ya hemos dicho, la manera de relacionar la homologia con la cohomologia es mediante la dualidad de
Poincaré. Sin embargo, este resultado no estd enunciado para toda clase de espacios topolégicos. Aunque
existen otras formulaciones, nosotros enunciaremos la dualidad en términos de variedades homoldgicas
(véase el teorema 65.1 de Munkres [7]), para lo cual necesitamos introducir primero este concepto.

Definicion 29. Sea (X, A) un par de espacios topoldgicos, con A C X. Se define

5,(X)

Sp(XvA) = m;
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donde S,(X) denota las p-cadenas singulares de X. Notese que el operador borde induce la siguiente
aplicacién:
01 Sp(X,A) = S,_1(X, A).

Definicion 30. Igual que antes, podemos definir los grupos de homologia relativa como

ker 6p

H,(X,A) = - .
p(XA) imdp,

Definicion 31. Un espacio topolégico X se dird que es una n-variedad homolégica si para todo x € X se
tiene que
H,XX-x)=2Z y H)XX-x)=0 sip # n.

La condicién anterior se puede simplificar con el siguiente lema, el cual se puede consultar en Munkres [7,

Lema 35.1].

Lema 32. Sea W un entorno de x en X. Entonces,
Hy(X, X — x) = Hy(W, W — x).

Definicion 33. Sea X una n-variedad homolégica compacta y triangulable. Diremos que X es orientable
si resulta posible orientar los n-simplices g; de X de modo que el borde de su suma sea 0.

La demostracion del siguiente resultado puede consultarse en Elements of algebraic topology [7, teorema
65.1].

Teorema 34 (Dualidad de Poincaré). Sea X una n-variedad homolégica compacta y triangulable. Si X es
orientable, entonces, para todo p, existe un isomorfismo entre HP(X) y H,_,(X).

3. Acciones topologicas

En esta seccion introducimos brevemente las acciones topolégicas, asi como algunas de sus propiedades.
Gran parte de los resultados que mencionamos se pueden consultar en Eléments de mathématique.
Topologie algébrique. Chapitres 1 a 4 [2].

Definicion 35. Sea G un grupo denotado multiplicativamente y dotado de una topologia. Se dird que G es
un grupo topolégico si:

e La multiplicacion m: G X G — G, dada por (g, h) — gh, es continua.

 Lainversiéni: G — G que lleva un elemento g en su inverso g~! es continua.

Definicion 36. Sea G un grupo topolégico y sea X un espacio topolégico. Una accién por la izquierda de
G sobre X es una aplicacién continua

A:GxX—->X, con (g,x)—g-x
que verifica:

e 1-x = xparatodo x de X.

e g-(h-x)=(g-h)-xparatodo x de Xy todos g, h de G.
Definicion 37. Sea G un grupo topoldgico, X un espacio topoldgicoyA: G xX — X una acciéon de G sobre
X. Diremos que 4 es una accion libre si dados g € Gy x € X tales que g - x = x entonces se tiene g = 1.

Por su parte, se dird que la accién 4 es transitiva si dados dos elementos cualesquiera x, y € X, existe un
elementog € Gtalquey =g - x.
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Entre las acciones topolégicas, hay algunas que gozan de muy buenas propiedades. Estas son las acciones
propiamente discontinuas, que definimos a continuacién.

Definicion 38. Sea G un grupo topolégico discreto y X un espacio topolégico. Se dird que la accién
A: GXX — Xes propiamente discontinua si dados x, y € X'y entornos de los mismos 1, y V},, el conjunto

{geGl(g-v)nY, #a}
es finito.

Observacion 39. En particular, si G es un grupo finito, cualquier accién de G sobre X sera propiamente
discontinua.

El siguiente teorema es consecuencia del hecho de que, con condiciones de conexién suficientes, una
accion libre y propiamente discontinua define un revestimiento de Galois.

Teorema 40 (Rotman [9], teorema 10.27). Sea X un espacio topolégico conexo por caminos y G un grupo
finito que actia sobre X mediante una accion libre y propiamente discontinua. Sea B el cociente de X por
la accion de G y denotemos por p : X — B la aplicacién cociente. Entonces, G se realiza como grupo de
automorfismos de X sobre B y:

4s (B’ bo)

p(m (X, X))

Teorema 41 (Boothby [1], teorema 8.3). El cociente de una variedad diferenciable por una accion libre y
propiamente discontinua de grupo discreto admite una estructura de variedad diferenciable.

G = Aut(X, p) =

4. Esfera de Poincaré

En esta seccidn presentaremos y estudiaremos la esfera de Poincaré. Nos centraremos en demostrar
que su supension es una variedad homolégica que no es variedad topolégica. Para ello, recordemos
que una variedad topolégica de dimensién m es un espacio topolégico X que es Hausdorff y localmente
homeomorfo a R™. El resultado siguiente es un resultado esencial cuya demostracién es un corolario
inmediato del teorema de van Kampen (véase el capitulo 3 de Spanier [10]) teniendo en cuenta que las
esferas de dimensién mayor o igual que 2 son simplemente conexas (lo cual se deduce también del teorema
de Van Kampen).

Lema 42 (Doan [3]). El espacio topolégico resultante de quitar una cantidad finita de puntos a una
variedad topologica de dimensién mayor o igual que tres tiene el mismo grupo fundamental que la
variedad original.

Definicion 43. Definimos el espacio de los cuaternios como
H={x+yi+zj+wh|xyzweR}~R4

con el producto determinado por i = j2 = k> = —1, ij = k, jk = i y ki = j. Asimismo, el conjugado de un
punto q = x + yi + gj + wk serd q = x — yi — zj — wk. Por su parte, la norma de q seré la raiz cuadrada del
producto de q por su conjugado.

Se puede comprobar que los cuaternios con el producto tienen una estructura de grupo no conmutativo.
Ademds, si restringimos el homeomorfismo lineal canénico entre R* y H a S, se puede comprobar que
obtenemos un homeomorfismo entre la esfera y los cuaternios unitarios.

Definicion 44. Definimos I* como el subgrupo de los cuaternios unitarios, formado por los elementos:

* 16 cuaternios de la forma +1/2 +i/2 + j/2 + k/2 (con a + b nos referimos a los elementos a + by
a—>b).

* 8 cuaternios de la forma +0 + 0i + 0j + k con todas las permutaciones de los coeficientes.

145

2 -

* 96 cuaternios tomando las permutaciones pares de +1 + ¢i + ¢~1j + 0k, con ¢ =
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Se puede comprobar que I* es un grupo (finito por definicién). Este grupo es el grupo icosaédrico binario.
Ademds, I* define la siguiente accion libre y propiamente discontinua sobre la esfera S:

I'xs*—>S% (q¢p)r~q-p

En consecuencia, el espacio B := S3/I* admitird una estructura de variedad diferenciable en virtud del
teorema 41, y en consecuencia serd triangulable por el teorema 4.1 en Thomassen [11]. Ademds, serd
orientable debido a que la accién de I* conserva la orientaciéon. Esta variedad B recibe el nombre de esfera
homolégica de Poincaré.

4.1. Grupos de homologia de B

Calculemos ahora los grupos de homologia del espacio B. Como B es una variedad de dimensién 3, los
H,, con n > 3 seran triviales [8, Secci6n 3.2]. Ademds, como B es conexo (imagen de un conexo por una
aplicaciéon continua), se tendrd que Hy(B) = Z. Debido también a la conexién y orientabilidad, resultara
aplicando la dualidad de Poincaré 34 que Hy(B) = Z (pues al ser B conexo, H°(B) = Z por el teorema 42.1
en Munkres [7]).

e Cdlculo de H,: Tenemos que

(B, by)
p«(71(S3, xo))

donde la dltima igualdad se desprende del hecho de que las esferas de dimensién superior a uno
sean simplemente conexas. Asf,

Aut(SS) P) =¥ = = ﬂl(B) bO)v

m(B, by) = I*,
y, como el conmutador de I* es él mismo (véase la secciéon 3 en el capitulo 1 de Lang [6]), resulta que
H,(B) = Ab(7,(B, by)) = 0.

Como consecuencia de que el grupo fundamental de B no sea nulo, se tendrd que B no puede ser
homeomorfa a la esfera S3.

e Cdlculo de H,: Si aplicamos la dualidad de Poincaré 34, resulta que H,(B) =~ H'(B). Ahora bien, por
otro lado obtenemos, usando el corolario 3.3 en Hatcher [4]:

H,(B) ~ H'(B) ~ H,(B) = 0.

4.2. Suspension de la Esfera de Poincaré

Como ya avanzdbamos al comienzo del articulo, al realizar la suspensién de B obtendremos una variedad
homolégica que no es variedad topolégica. Para demostrar que se trata de una variedad homolégica
emplearemos los resultados obtenidos en la subseccién 4.1, en tanto que el hecho de que X/(B) no sea una
variedad topolégica serd, en particular, una consecuencia del lema 42.

Definicion 45. Definimos la suspensién de un espacio X, denotada por X'(X) como el espacio cociente
obtenido al identificar, por un lado, los puntos (x, —1) ~ (y, —1), y, por otro, los puntos (x, 1) ~ (y, 1) del
espacio X x [—1,1].

Teorema 46. La suspension de la esfera de Poincaré, a la cual denotaremos por X/(B), no es una variedad
topologica (de dimension cuatro).

Demostracion. Si X(B) fuese una variedad topoldgica, entonces, por el lema 42, el grupo fundamental de
X’(B) coincidiria con el de X(B) — {N, S}, donde Ny S denotan respectivamente los polos norte y sur de
la suspensién. Ahora bien, X'(B) — {N, S} es homotépicamente equivalente a la base de la suspension, es
decir, a B, con lo que

7(E(B)) = m(E(B) - (N, S} = my(B) 2 I' 0.

Sin embargo, esto supone una contradiccién ya que, si B es conexo, al ser B variedad, entonces es también
conexo por caminos y, en consecuencia, su suspension tiene grupo fundamental nulo. n
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Figura 2: Suspension.

Teorema 47. Se tiene que X(B) es una variedad homoldgica.

Demostracion. Estudiemos los grupos H(X'(B), X(B) — x), con x € X(B). Debido a la invarianza homoté-
pica de la homologia, teorema 22, podemos asumir que x es el polo norte de la suspensiéon. Asimismo,
consideramos un entorno U de x en el cono superior de la suspensién tal y como muestra la figura 2.
Estudiemos entonces los grupos H(U, U — x). Tenemos la sucesién exacta corta

0->SWU-x)-SWU)—- S(U,U—-x)— 0.
Como U es un cono y U — x es hométopo a B, obtenemos que
Hp(U,U — x) = Hy(U,U — x) = Hy_,(U — x) = H,_,(B)
para todo p > 0. Asi pues,
H(UU-x)=0, H,(UU-x)=0; Hy(UU-x)=0;, Hy(UU-x)xZ.

Ademés, Hy(U, U — x) = 0 trivialmente. Asimismo, los demds grupos (para n > 4) seran triviales debido a
que la dimension de B es 3. u

5. Conclusiones

En este articulo hemos visto que la esfera estdndar S° no es la tnica 3-esfera en homologia, sino que
existe también la esfera homolégica de Poincaré, una 3-esfera de grupo fundamental no trivial. Ademés, la
suspension de esta variedad homolégica sigue siendo una variedad homolégica pero ya no es variedad
topoldgica.
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Ley de reciprocidad cuadrética y aplicaciones

1. Introduccién

El desarrollo y descubrimiento de la ley de reciprocidad cuadratica fue muy lento e involucr6é a muchos
matematicos tales como Gauss, Euler y Legendre entre otros. Sus origenes se remontan a cuestiones sobre
ecuaciones diofanticas y el problema que escribi6 Fermat a Mersenne en una carta en la cual afirmaba:

Todo ntimero primo, que supere por una unidad un mdltiplo de 4, es una tnica vez la suma
de dos cuadrados, y es una tnica vez la hipotenusa de un tridngulo rectdngulo.

Fermat, como era costumbre en €él, no dio una demostracién de este enunciado y hubo que esperar a Euler
para que la proporcionara pasados unos aios.

Euler se interes6 pues en la teoria de nimeros y, como veremos, formulé un criterio muy til para
determinar cuando un entero era un residuo cuadratico médulo un primo dado y conjeturé enunciados
muy similares al que afirma la ley de reciprocidad cuadratica, pero no fue hasta que lleg6 Gauss, quien,
a sus diecinueve afios, enuncié y prob6 este teorema. Mientras Euler se preguntaba si dado un ntimero
como moédulo, otro nimero era residuo cuadratico de este, Gauss planteé el problema inverso: Dado
un namero entero, ;médulo qué enteros es este un residuo cuadratico? Es por esto que se adopt6 el
nombre de ley de reciprocidad cuadratica, a la cual Gauss denominé el Theorema Aureum. Gauss dio ocho
demostraciones distintas de este teorema a lo largo de su vida y, a dia de hoy, este es uno de los teoremas
con més demostraciones distintas de la historia de las matematicas. Una gran variedad de pruebas distintas
puede encontrarse en la obra recopilatoria de Oswald Baumgart [2].

La bibliografia principal sera el cldsico libro de Gauss, Disquisitiones arithmeticae [5]. Procuramos que
este trabajo sea autocontenido, utilizando el minimo niimero de resultados sin probar posibles, pero si
suponemos un conocimiento basico de aritmética modular y utilizamos el hecho de que el anillo Z,, de los
enteros médulo p tiene estructura de cuerpo para cada primo p. Para una prueba de este tltimo resultado
el lector puede consultar, por ejemplo, el libro Un curso de dlgebra [7].

Debido a la continua evolucién del sistema GAP es posible que el cddigo incluido en este trabajo quede
desfasado cuando el lector pudiera ejecutarlo, por lo que recomendamos consultar el manual de referencia
oficial [4] y comprobar la versiéon de GAP que se utilice.

2. Ley de reciprocidad cuadratica

Comenzamos definiendo qué es un residuo cuadrético.

Definicion 1 (residuo cuadrético). Sea m un entero mayor o igual que 2. Diremos que un entero z es un
residuo cuadrético médulo m si tiene solucion la siguiente congruencia:

x*>=n (moéd m).

De la definicién es claro que si n’ es otro entero tal que n = n’ (mdd m), entonces n serd un residuo
cuadratico médulo m si y solo si lo es n'. También observamos que 0 y 1 son trivialmente residuos
cuadréticos para cualquier m (basta con tomar x = mparan =0y x = 1paran = 1).

Ejemplo 2. Tenemos que 22 =1 (mod 3), luego 1 es un residuo cuadratico médulo 3.

Observacion 3. Si x es una solucién de la anterior ecuacion, cualquier y congruente con x médulo m
también lo serd, pues si x = y (mo6d m) entonces x? = y*> (méd m).
Esta observacion es muy ttil, pues nos indica que debemos buscar soluciones en el conjunto {1, ..., m — 1}.
Asi pues, para ver que 2 no puede ser un residuo cuadratico médulo 3 basta con observar que

02#2 (mod 3),

12£2 (mod 3),

222 (mod 3).
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Proposicion 4. Dado un entero positivo m, en el conjunto {0, 1, ..., m — 1} puede haber como mdximo
% + 1 residuos cuadrdticos si m es par y m2+ Lsimes impar.

Demostracion. Estudiamos de entre los nimeros {12, 22, ..., (m — 1)?} cudntos son congruentes entre si
maédulo m.

Supongamos que m es impar. En este caso m—1 es pary, como ademés (m—1)? = 12 (mdd m), (im—2)* = 22
(mod m), etc., concluimos que como maximo puede haber 1 + mT_l = mT“ residuos cuadréticos distintos.
Si m es par, de forzma andloga obtenemos que (m — 1) = 12 (m6d m), (m — 2)? = 22 (mod m), ...,
(% +1)"=(% —-1)" (méd m)y tenemos que puede haber como maximo 1 + ™2 + 1 = 2 + 1 residuos
cuadraticos. [

Nota 5. De ahora en adelante supondremos que el médulo es m > 2, pues todo entero es residuo
cuadratico moédulo 2 (lo cual se deduce facilmente del comentario después de la definicién 1) y por tanto
el caso m = 2 carece de interés.

Cuando tratamos con congruencias médulo un niimero primo podemos refinar el anterior resultado:

Teorema 6. Sea p un niimero primo. Entonces exactamente la mitad de los elementos de{1,2,...,(p — 1)}
son residuos cuadrdticos médulo p.

.. A " —1\2
Demostracion. Vamos a probar que ningtn par de nameros en 12,22, ..., pT) pueden ser congruentes
entre si médulo p, y por tanto, todos ellos seran residuos cuadraticos distintos médulo p y como por la
. a2 . 2 -1 . . e .
proposicion anterior no pueden haber mas de pT residuos distintos de 0, habremos terminado.

Sil<x<y< pT_l son tales que x* = y* (mdd p) entonces p | (x — y)(x + y) pero, como x + y < p, esto

solo puede ser posible si x = y. m

Ejemplo 7. Veamos cudntos residuos cuadraticos hay médulo 13 y 15, respectivamente.

gap> Z13:= Integers mod 13;
GF (13)
gap> List(Elements(Z13),x_>Int(x"2));
L o, 1, 4, 3, 12, 9, 10, 1, 4, 3, 12, 9, 10 1]

Observamos que hay seis residuos cuadraticos médulo 13 entre {1, 2, ..., 12}, lo cual sabiamos que debia
ocurrir por ser 13 primo.

gap> Z15:= Integers mod 15;
(Integers mod 15)
gap> List( Elements (Z15) , x _> Int(x*2) );
[ o, 1, 4, 9, 1, 10, 6, 4, 4, 6, 10, 1, 9, 4, 1 1]

En este caso (siendo 15 un nlimero compuesto) nos encontramos con que solo hay cinco residuos cuadré-
ticos médulo 15en {1, 2, ..., 14}.

Teorema 8. Sean p un niimero primo y a y b enteros coprimos con p. Si ambos son residuos cuadréticos
modulo p, su producto ab también es un residuo cuadrdtico médulo p; si uno de ellos Io es pero el otro
no, entonces su producto tampoco Io es y si ninguno de ellos lo es, su producto si lo es.

Demostracion. Si ambos lo son, deben existir enteros x e y tales que

x*=a (mod p),

y’=b (méd p),
y por tanto tenemos que
(xy)? = x’y*=ab (mdd p),

de lo cual concluimos que ab es un residuo cuadratico médulo p.
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Supongamos que a lo es pero b no. Por serlo a, existird un x entero tal que x> = a (mo6d p), y si ab también
lo fuera existiria otro entero z tal que z> = ab (moéd p), pero entonces, teniendo en cuenta que, por ser x
coprimo con p tiene inverso en Z,, tendriamos que

z2=ab=x?b (mdd p)

y por tanto que
(zx )Y =22(x")? =b (mdd p),

lo cual es una contradiccién, pues habiamos supuesto que b no es residuo cuadratico.

Finalmente, si ni a ni b son residuos cuadraticos médulo p, multiplicamos a por cada elemento de
{1, ..., p — 1} que si sea residuo cuadratico y obtenemos un total de pT_l residuos no cuadréticos. Pues
en dicho conjunto sabemos que hay pT_l residuos cuadréticos y que al multiplicarlos por el residuo no
cuadrdtico a obtenemos un residuo no cuadratico y, si ax = ay (méd p), entonces multiplicando en
ambos lados por el inverso de a en Zj, llegamos a que x = y (mdd p). Por tanto, como hay justamente pT_l
residuos no cuadréticos, y todos ellos son el producto de a con un residuo cuadrético, necesariamente ab

tiene que ser un residuo cuadréatico, pues estamos suponiendo que b no lo es. (]

El siguiente teorema serd crucial para probar el criterio de Euler (teorema 10), el cual a su vez serd la
primera herramienta efectiva para determinar cudndo un entero es un residuo cuadratico médulo un
numero primo.

Teorema 9 (teorema de Wilson). Sea p un entero mayor que 1. Entonces p es primo si y solo si
(p—D!'=-1 (mdd p).

Demostracion. Para la implicacién directa, supongamos que p es un nimero primo. Sabemos entonces
que Z, es cuerpo 'y, en particular, que todo elemento no nulo tiene inverso respecto a la multiplicacion (y
que es Unico). Ademads, solo hay dos nimeros que sean inversos de si mismos: En efecto, supongamos
quel < x < p-1lestalque x = x~! (méd p) o, lo que es lo mismo, que x> = 1 (m6d p). Entonces,
(x—1)(x+1) es divisible por p y, como p es primo, esto solo puede ocurrir si o bien x = 1,0 bien x = p—1.
Por tanto, si multiplicamos todos los elementos de {1, 2, ..., p — 1}, agrupando dos a dos cada uno con su
inverso tenemos que

p-D=1-1---1-(p—1)=(p—-1)=-1 (mdd p).

Para la implicacién inversa, supongamos que p es un entero que cumple que (p — 1)! = —1 (méd p).
Supongamos que p no es primo y sea 1 < ¢ < p un divisor propio de p. Obviamente c divide a (p — 1)y,
como por hipétesis (p— 1)! = —1 (mod p), esto quiere decir que p divide a (p — 1)! + 1 y, al ser ¢ un divisor
de p, ¢ serd también un divisor de (p — 1)! + 1. Pero esto es imposible, pues el tinico entero que divide a
dos numeros consecutivos es el 1 y habiamos supuesto que 1 < ¢ < p. (]

Teorema 10 (criterio de Euler). Sea p un primo impar y a un entero coprimo con p. Entonces

a 2

p-l _ 1 (méd p) sia es un residuo cuadratico modulo p,
| -1 (médd p) sia no esresiduo cuadratico médulo p.

Demostracion. Consideramos los pares de elementos (x,y) talesque x <y < p—1yxy = a (méd p).
Observamos que para cada x existe un tnico y € Z, tal que xy = a (méd p) pues, al ser p primo y x
coprimo con p, el inverso de x en Z, existe y x - (x"'a) = a (m6d p). Ademds, si xz = a (mo6d p) entonces
xy = xz (mdd p) y, multiplicando por x~! en ambos lados, llegariamos a y = z (m6d p) que, al ser
1<y,z<p-1,solopuede ocurrirsi y = z.

Distinguimos pues dos casos. Si a no es residuo cuadrético, los elementos que forman cada uno de los

. . . - . . p—1
pares posibles tienen que ser necesariamente distintos entre si, y como hay p — 1 elementos habra pT
pares. Si los multiplicamos todos ellos, por el teorema de Wilson (teorema 9) obtenemos que

(p—1'= a7 =1 (moéd p).

54 https://temat.es/



Pérez Maletzki

En el caso en que a si sea un residuo cuadratico, habra exactamente dos enteros distintos en {1, ..., p — 1}
que sean solucién de la ecuacién x?> = a (mod p). Esto es asi debldo a que, tal y como vimos en la
demostracién del teorema 6, ningtin par de nimeros en 12,22, ..., ) pueden ser congruentes entre
si médulo py, a su vez, estos niimeros son congruentes respectivamente con (p—1),(p—2), .., (2 H)
moédulo p. Luego existe una solucién (y solo una) en el conjunto {1, Ry 2 1} a la cual denotaremos por

y, por tanto, la otra solucién serd p — \/E.

Tendremos asi pT_S pares formados por elementos distintos y dos pares que son (v/a,1/a) y (p—+/a, p—+/a).
Multiplicamos ahora todos los elementos de todos los pares para obtener que

" =(p-1)-Va-(p-Va)=(-1)-(-a)=a (méd p),

y multiplicando en ambos lados por a~! obtenemos que

|'u

a =1 (mod p). n

Observacion 11.  Con el criterio de Euler podemos demostrar el teorema 8 de forma més directa teniendo
en cuenta que

(ab)= = o= bT
y que, por tanto, ab es residuo cuadratico si y solo si (ab) z =1 (méd p) siy solo si, o bien

p-l

az =1 (médp)ypr_lsl (méd p),

o bien - -
az =-1 (médp) ybz =-1 (mod p).

Definicion 12 (simbolo de Legendre). Para cada ntimero primo impar p y cada entero n coprimo con p,
definimos el simbolo de Legendre de n respecto de p como

(n) B { 1 sinesunresiduo cuadratico médulo p,

p —1 sinno esresiduo cuadratico médulo p.

Con esta notacion, el teorema 8 podria resumirse diciendo que el simbolo de Legendre es multiplicativo,

(2)-(5)(2)

El siguiente corolario serd necesario cuando caractericemos qué niimeros primos pueden expresarse como
suma de dos niimeros cuadrados (teorema 20).

Corolario 13.  Si p es un primo impar, entonces

(—_1)_ 1 sip=1 (mod 4),
p) | -1 sip=3 (mod4).

Demostrac:on En efecto, por el criterio de Euler ( ) = (- 1) 7 y ahora basta con tener en cuenta que
p

Pl eg parsip=1 (mdd 4) e impar si p =3 (mod 4) n
El siguiente lema técnico serd clave para demostrar el resultado fundamental del trabajo.

Lema 14 (lema de Gauss). Sean p un primo impar y n un entero coprimo con p. Definimos los conjuntos
= p—1
S = {n, 2n, ..., 5 n}

yS" como los representantes de las clases de equivalencia de los elementos de S en Z,,.

Si denotamos por k el niimero de elementos de S’ que son mayores que § entonces

(3)-on
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Demostracion. Primero observamos que en S no hay ningtin miltiplo de p y que en S’ no hay ningin par
de elementos congruentes entre si médulo p. Pues, si nx = ny (mdd p), multiplicamos en ambos lados
por el inverso de n en Z, y obtenemos que x =y (mdd p), lo cual, siendo 1 < x,y < < B solo es posible
si x = y. Por tanto, en S’ hay exactamente —1 elementos.

! P p .
Si denotamos por 7, ..., ; a los elementos de S’ menores que 5 y por s, ..., 5 a los mayores que 3, se tiene
que

-1
{L 2) ey pT} = {rlr---’rl) pP—S1w,D— Sk}‘

. . -1
Para probar la anterior igualdad, observamos que 1 <, p—s; < pT y que, por tanto, basta con comprobar
que todos ellos son incongruentes entre si. Ya hemos visto que si i # j, 1; no puede ser congruente con .
Andlogamente, s; no puede ser congruente con s; y, por tanto, p — s; no puede ser congruente con p — s;. Si
existieran elementos tales que 1, = p—s; (mdd p), llegariamos a que p divide a un ntimero de la forma

n(x+y)conl<xy<E- L, 1o cual es imposible.

Ahora, si multiplicamos todos los elementos de cada conjunto llegamos a que

1 k
(2 =TT TT- 9= 0 [ Ts (mod p

i=1 j=1 i=1 j=1

Por otro lado, como los elementos de S son congruentes uno a uno con los de S’, multiplicindolos todos
entre si obtenemos que

! k
p-1 .
nz ( ) =]IxIls (mod p).
i=1 j=1
Juntandolo todo y multiplicando por el inverso de (pT) (el cual existe por ser coprimo con p) concluimos
que
p-1 k _ p
nz (-1)=1 (mod p)

0, equivalentemente,
p—

n'7 = (-1 (méd p).
El resultado se sigue ahora de aplicar el criterio de Euler (véase teorema 10). n

Veamos en el siguiente corolario cémo el lema de Gauss proporciona una manera més rapida de determinar
cudndo n = 2 es un residuo cuadratico médulo un nimero primo.

Corolario 15.  Si p es un primo impar entonces

5o

Demostracion. Usaremos el lema de Gauss y para ello bastara con estudiar la paridad del conjunto de
ndmeros mayores que 3 £ entre el con]unto {2,4, ..., p — 1}. Como hay [ | ntimeros pares menores que
p (siendo [ | la parte entera de B 2, i.e, el cociente de la division entera de p entre 4), habra 2= — [g]
mayores

Distinguiremos 4 casos posibles:

1. Si p=1 (mdd 8), entonces pT_l - [%] serd de la forma 4n — 2n para algtin entero n. Por tanto, k seréd

par.

2. Si p =3 (mdd 8), entonces pT_l — [%] serd de la forma 4n + 1 — 2n para algtn entero n. Por tanto, k

serd impar.

3. Si p =5 (mdd 8), entonces = — [%] serd de la forma 4n + 2 — (2n + 1) para algin entero n. Por
tanto, k serd impar.

4. Si p =7 (mod 8), entonces ——
tanto, k serd par.

- [%] serd de la forma 4n + 3 — (2n + 1) para algtn entero n. Por
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Todo esto lo expresamos de una forma mdas compacta diciendo que

5)-o

pues % esparsip=1,7 (mod 8)yesimparsi p=3,5 (mdd 8). L]

Ejemplo 16. Comprobemos si 2 es un residuo cuadrético para ciertos ntimeros primos usando el lema de
Gauss y el criterio de Euler, respectivamente, y veamos c6mo llegamos al mismo resultado.

gap> IsPrime (41);
true

gap> 41 mod 8;
1

gap> 2720 mod 41;
1
p’-1

Como “—— es parsi p = 1 (m6d 8), el lema de Gauss indica que 2 es residuo cuadrético médulo 41;

concluimos lo mismo aplicando el criterio de Euler.

gap> IsPrime(101);

true

gap> 101 mod 8;
5

gap> 2”50 mod 101;
100

2— . . 7 . . . 240
Puesto que pTl es impar si p = 5 (mod 8), el lema de Gauss indica que 2 no es residuo cuadrético

mo6dulo 101. Observamos que deducimos lo mismo con el criterio de Euler, pero el lema de Gauss es
computacionalmente mds eficiente en este caso.

Ejemplo 17. Antes de probar el resultado principal, veamos otros ejemplos con GAP en los cuales compro-
bamos si ciertos nimeros primos son residuos cuadréaticos médulo otros niimeros primos dados mediante
el criterio de Euler. Observamos qué relacion hay entre (s) y (%) segun la naturaleza de los primos py q.

gap> IsPrime(911);
true

gap> 911 mod 4;
3

gap> IsPrime (919);
true

gap> 919 mod 4;
3

gap> IsPrime (929);
true

gap> 929 mod 4;
1

gap> IsPrime (937);
true

gap> 937 mod 4;
1

gap> 9117459 mod 919;
918

gap> 9197455 mod 911;
1

Observamos que 911 no es residuo cuadratico médulo 919, pero 919 si que es residuo cuadratico médulo
911.
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gap> 9297455 mod 911;
1

gap> 9117464 mod 929;
1

En este caso tenemos que 929 es residuo cuadrético médulo 911 y también 911 es residuo cuadratico
modulo 929.

gap> 9297459 mod 919;
1

gap> 9197464 mod 929;
1

Otra vez tenemos que 929 es residuo cuadratico médulo 919 y también 919 es residuo cuadratico médulo
929.

Vayamos pues con el teorema fundamental de este trabajo:

Teorema 18 (ley de reciprocidad cuadrética). Sip y q son niimeros primos impares distintos se tiene que

P\(qa\_,_ (p—1)4(q—1)
(B)) = v

Demostracion. Primero vamos a probar que si n es un niimero impar coprimo con p entonces
n
(3)= e
p

P
donde p, p, : J ] Definimos S’ como en el lema 14 y volvemos a denotar por 7, ..., 1; los elementos
de S’ menores que £ y por sy, ..., S, los mayores que .Paracadal < j < pz estd claro que jn = [Jp lp+¢
para cierto t € S’ que, ademds, es tinico (como dedummos en el primer parrafo de la demostracion del

lema 14) y, por tanto,

—1 —1

S
S

1

[ﬂ’l]p 21 +Zsj

D
M~|

jn=
1 J

J
Por otra parte, como ya probamos en el lema 14, se tiene que

p—1
{1,2, s T} ={n,...,n,D—S1,>D—Sk}h

por lo que,
! k

e 1
W Z +Z<p—% 2itkp=2s
==

j=1 j=1 Jj=1
y, restando estas dos expresiones, obtenemos que

k

J=P (Z[J] k>+2(ésj>=p(pn,p—k)+2(zsj),

(n—l)

u M»r

Observamos que k'y p,, , tienen que tener la misma paridad pues, al ser n impar, la expresion de la izquierda
es par 'y, por ser p un primo impar, p(p, , — k) es par siy solo si k y p,, , tienen la misma paridad. Por tanto,
por el lema de Gauss (véase lema 14), tenemos que (ﬂ) = (=Dk = (=1)Pre.

Supongamos sin perdlda de generalidad que q < py calculemos el valor p, ,. Para j = 1 tenemos que
[”] =0,y para j = 2= tenemos que

S -
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pues 1_3 < 1. Por tanto, todos los sumandos toman valores de forma creuente entre 0y . Puesto que
p > q'y ambos son impares, tenemos que - p L > q2 y, como los términos £ estdn 1gualmente espaciados,
paracadantalque 0 <n < q L habra algun sumando que tome dicho valor. Para calcular p, , solo nos
har4 falta ver cuantos sumandos hay que tomen el mismo valor para cada n. Para ver esto, si consideramos
dos sumandos consecutivos de forma que [j;] =n-1y [%] = n se tiene que % <n< %
que]<—p<1+1y,a51,[—p]—j.

, por lo

Por tanto, el nimero exacto de sumandos en p, , que toman valores estrictamente menores que n serd
n,
[ oe ] de lo cual se deduce que el nimero de sumandos en p,, que toman el valor n es exactamente

[(ehe] 2] ag
(2] [2]) (2] 22)) o5 (22 22

q
5]
qT[kp] CRICED)

=
-

(Nal

(-
E.
|3

y obtenemos pgp + ppq = E=24=D Finalmente, concluimos

(£)(5) = FLrPerc1fen = (~1parteoa = (1)

como queriamos probar. L]

(p=1(g=1) 1)(q 1)

Otra forma equivalente de expresar el anterior teorema es la siguiente:
Teorema 18.b. Sean p y q dos niimeros primos impares distintos entre si. Entonces:

1. Sibienp =1 (moéd 4) oq =1 (mod 4), entonces q es un residuo cuadratico médulo p si y solo si p
es un residuo cuadrdtico médulo q.

2. Sip =3 (mod 4) y también q = 3 (mdd 4), entonces q es un residuo cuadratico médulo p si y solo
[ —p es un residuo cuadrdtico modulo q.

El criterio de Euler es excelente a nivel teérico, pero computacionalmente no es muy 6ptimo ya que para
determinar si un nimero es un residuo cuadratico médulo un nimero primo que sea «grande» tenemos
que calcular potencias de un orden muy alto.

Por ejemplo, para determinar si 19 es un residuo cuadratico médulo 859 tendriamos que calcular el valor
de 19*?% (mod 859). Sin embargo, con la ley de reciprocidad cuadrética, puesto que tanto 19 como 859
son congruentes con 3 médulo 4, podriamos determinar si 19 es un residuo cuadratico médulo 859 de
forma mucho mas sencilla; basta con ver si 859 es un residuo cuadrético médulo 19 y, como se cumple
859 = 4 = 22 (mdd 19), podemos afirmar que 19 no es residuo cuadratico médulo 859.

Ejemplo 19. Veamos en este ejemplo c6mo usando la ley de reciprocidad cuadrética podemos evitar
ciertos calculos para determinar si un ntimero primo es un residuo cuadréatico médulo otro niimero primo.

gap> IsPrime (881);
true

gap> IsPrime (877);
true

gap> 877 mod 4;
1

gap> 877440 mod 881;
1

Segun la ley de reciprocidad cuadratica, en este caso debe darse que 881 es un residuo cuadratico médulo
877. Lo comprobamos con el criterio de Euler y
gap> 8817438 mod 877;

1

como queriamos probar.
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3. Aplicaciones

Veamos algunas aplicaciones de la ley de reciprocidad cuadratica y los resultados sobre residuos cuadréticos
que hemos desarrollado a lo largo del trabajo en teoria de nimeros.

3.1. Enteros que son suma de dos cuadrados

Ya hacia el afio 250 d.C. se hace referencia en la Arithmetica de Diofanto al problema de determinar si
un ntimero dado se puede descomponer como suma de dos cuadrados. Vamos a dar una caracterizaciéon
completa de los enteros positivos que tienen esta propiedad de descomposicion utilizando resultados
sobre residuos cuadraticos. Para una prueba distinta basada en las propiedades del anillo de los enteros
de Gauss véase el libro Introduccién al Algebra [3].

Comenzamos observando que el conjunto de enteros que son suma de dos cuadrados es cerrado por
multiplicacién, esto es, dados dos nimeros cada uno de los cuales es suma de dos cuadrados, su producto
también podrd ser expresado como suma de dos cuadrados, como muestra la siguiente férmula:

(a® + b?)(c? + d?) = (ac — bd)? + (ad + bc)?
para cualesquiera enteros a, b, ¢y d.

Parece légico pues comenzar caracterizando los ntimeros primos que pueden escribirse como suma de
dos cuadrados y, como trivialmente 2 = 12 + 12, nos centramos en los primos impares.

Teorema 20. Si p es un primo impar, entonces p es suma de dos cuadrados si y solo si p =1 (mod 4).

Demostracion. Dado un niimero entero, su cuadrado siempre es congruente con 0 o 1 médulo 4 (de
comprobacién inmediata) y, por tanto, si un entero es suma de dos cuadrados, serd congruente con 0, 1 o
2 médulo 4. Ahora, si p es un primo impar, entonces no puede ser congruente con 0 ni 2 médulo 4 (pues si
no seria par) y, por tanto, si p es un primo impar que es ademds suma de dos cuadrados, necesariamente
debe ser p=1 (mdd 4).

Supongamos ahora que p = 1 (mdd 4). Por el corolario 13 tenemos que ( ) 1y, por tanto, existe
un entero u € Z tal que u> = —1 (mdd p). Consideremos el conjunto de enteros de la forma x + uy
talesque x,y € Zy0 < x,y < \/_ Como hay ([\/_] + 1)? > p posibles pares (x, y) distintos en estas
condiciones, por el principio del palomar (también llamado principio del casillero), necesariamente debe
haber (x;,y;) # (x,,),) tales que

X; +uy, =x, +uy, (mod p),
lo cual equivale a que
Xy — X, =u(y, —y;) (mod p).
Definimos a := x; — X, y b := y, —y;. Se tiene que |a| < /p, |b| </pya =ub (mdd p). Por tanto, teniendo
en cuenta que u> + 1 =0 (m6d p) y operando, obtenemos
a2 +b*=Ww?+1)b*=0 (mod p).

Finalmente, nos damos cuenta de que, por un lado a? + b? < 2p 'y, por otro, al ser (x;, ;) # (x,, y»), debe
ser 0 < a? + b? y solo queda una posibilidad:

a’+b? = p. .

Recordamos que, como consecuencia del teorema fundamental de la aritmética, todo entero positivo
se puede escribir como producto de un nimero cuadrado y un entero libre de cuadrados. En efecto, si

n= Hi{: . pfi es la factorizacién de n como producto de primos y reordenamos los primos p; de forma que
los I primeros estén elevados a una potencia impar y los demds estén elevados a una potencia par, y si
escribimose; =2f;+ 1 paral <i<lye; = 2f paral+ 1 <i < k, tendremos que

I k
n—szf‘“le =1I» 1 e = mnd,
i=1 i=1

i=l+1

. l k t
siendo ny = [[,_ piyn, =1[,_, p{ :
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Teorema 21. Sea n un entero positivo, que se escribe como n = n,n3 con n, libre de cuadrados (lo cual
queda justificado por el pdrrafo anterior). Entonces n es suma de dos cuadrados si y solo sin, no tiene
ningin factor primo de la forma p = 3 (mdéd 4).

Demostracion. Supongamos que n es suma de dos cuadrados y probemos que si cierto nimero primo p
divisor de n es de la forma p = 3 (mdd 4), entonces la maxima potencia de p que divide a n es par, lo cual
implica que p no seré factor de n;.

Primero, tenemos que si un ntimero primo de la forma p = 3 (méd 4) es tal que p | n = a® + b? entonces
playp]|b.Puessipno dividiese a b, por ejemplo, b seria coprimo con p y, por ser p primo, existiria el
inverso de b en Z,. Entonces, como a’? + b* =0 (mod p), esto implica que

(ab™)?+1=0 (mod p),

es decir, (_?1) =1, lo cual contradice el corolario 13.

Por tanto, si p° y p®2 son las méaximas potencias de p que dividen a a y b respectivamente, tendremos que
e := min{e;, e,} > 1, luego a = p®a, y b = p°b, para ciertos enteros a, y b;, al menos uno de los cuales
no es divisible por p. Entonces n = a® + b?> = p?a3 + p*b; = p**(a? + b?) y, ademds, no puede ser que
p**! | n, pues entonces p | (a? + b?) y, por la primera parte, tendriamos que p | a, y p | b;, lo cual es una
contradiccion.

Supongamos ahora que n es tal que n; no contiene ningtn factor primo de la forma p = 3 (méd 4) y
veamos que n es suma de dos cuadrados. Por el teorema 20 cada factor primo de n; es suma de dos
cuadrados y, como vimos al principio de la seccién, el producto de dos ntimeros que son suma de dos
cuadrados es también suma de dos cuadrados. Podemos por tanto asegurar que existen a, b € N tales que
a® + b?> = n, y, multiplicando a ambos lados por n3, tendremos que

n=nn3 = (a®+ bHns = (an,)* + (bn, ). "

Ejemplo 22. Veamos, usando GAP, cdmo determinar si los enteros 123 456 789 y 987 654 321 son suma de
dos cuadrados.

gap> PrintFactorsInt (123456789);
342%3607%3803

gap> 3607 mod 4;
3

Vemos que, como el entero libre de cuadrados de 123 456 789 contiene el niimero primo 3607 de la forma
p =3 (mdd 4), este no puede expresarse como suma de dos cuadrados.

gap> PrintFactorsInt (987654321);
342%x17%2%379721

gap> 379721 mod 4;
1

Puesto que el tinico primo que divide a 987 654 321 con exponente un nimero impar es 379 721 y este es
dela forma p =1 (mod 4), se puede expresar como suma de dos cuadrados.

3.2. Ecuaciones en congruencias de segundo grado

Dada una ecuacién en congruencia lineal del tipo ax+ b = 0 (mdd m), es muy sencillo determinar cuando
tiene solucién. Sin embargo, la situacién se vuelve mas compleja cuando estudiamos la ecuacién

ax’+bx+c=0 (mod m).

Para determinar si esta ecuacion tiene o no solucién, primero la transformamos en una ecuacién mas
sencilla de la siguiente forma:

ax> +bx+c=0 (méd m) < 4a®x?+4abx+4ac=0 (mod 4am),
= (ax+b)*=b’>—4ac (mé6d 4am).
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Por tanto, considerando la ecuacién
y? = b?> —4ac (mod 4am),

el problema de determinar si una ecuacién de segundo grado tiene solucién queda reducido al problema
de determinar si un nimero es un residuo cuadréatico médulo un ntimero compuesto y, en caso de tener
que cierto y es una solucidn, resolver la ecuacién lineal

2ax+ b=y (mdbd 4am).

Por tanto, nos planteamos el problema de determinar cuando un ntimero dado es un residuo cuadrético
modulo un nimero compuesto, teniendo en cuenta que las herramientas de la seccién anterior nos
permiten abordar el problema de forma eficiente cuando tratamos con un nimero primo como médulo.

El siguiente teorema, junto al teorema fundamental de la aritmética, reducen el problema a considerar
Unicamente potencias de niimeros primos como médulos.

Teorema 23. Sean m y n enteros coprimos y sea a coprimo tanto con m como con n. Entonces, a es un
residuo cuadrdtico médulo mn si y solo si a es un residuo cuadratico modulo m y también es un residuo
cuadrdtico médulo n.

Demostracion. Si existe x tal que x*> = a (m6d mn), en particular se tiene que x> = a (méd m) y también
x?> = a (mdd n).

Reciprocamente, supongamos que existen enteros r y s tales que

=a (mod m),
=a (mod n).

——
trh N
RIS
1

Como m y n son coprimos, el teorema chino del resto nos asegura que el sistema

x=r (mod m),
x=s (méd n),

tiene una solucién ¢t que, ademds, es inica médulo mn. Por tanto, obtenemos que > = r> = a (m6d m)y
t? = s = a (mdd n), lo cual implica que tanto m como n dividen a t> — a y, por ser estos coprimos, mn
divide a t? — q, i.e, t* = a (méd mn). "

Distinguimos ahora cuando el médulo es una potencia de un ntimero primo par e impar. Cuando tratamos
con nimero primos impares, el siguiente lema generaliza el teorema 6.

Lema 24. Sip es un primo impar y n un entero positivo, entonces exactamente la mitad de los elementos
de{1,2,...,(p" — 1)} que sean coprimos con p son residuos cuadrdticos médulo p".

Demostracion. Si existieran dos enteros x, y coprimos con ptalesque 1 < x <y < % y, ademds, y? = x?
(mod p™), entonces p" | (y — x)(y + x). Pero, como y + x < p”, tiene que existir algtin k > 1 tal que
p* | y—xvy, en particular, y = x + mp para cierto entero no nulo m. Por otro lado, como también y —x < p",
tendremos que k < ny, por tanto, p | ¥y + x = 2x + mp. Pero entonces tendriamos que p | x, y esto
contradice la hip6tesis de que x sea coprimo con p.

Por tanto, al menos la mitad de los enteros coprimos con p son residuos cuadraticos médulo p" pero,
p'—1 . 2 _ 2 2 . . .

como para cadal s'r < =— setiener = (p" —r)* (mo6d p"), yr es coprimo con p siy solo si (p" —r) es

coprimo con p, se sigue el resultado. [

Proposicion 25. Sean p un primo impar y a un entero coprimo con p. Dado un entero positivo n, se tiene
que a es un residuo cuadrdtico médulo p si y solo si a es un residuo cuadratico modulo p".

Demostracion. Esta claro que si a es un residuo cuadratico médulo p” entonces también es un residuo
cuadrético médulo p.

Reciprocamente, tenemos, por el lema 24, que en el conjunto

{1,2,..,p—Lp+1,p+2,..,2p—1,2p+1,2p+2,..,p" — 1}
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la mitad de los elementos son residuos cuadraticos médulo p", mientras que el resto son residuos no
cuadréaticos. Ademads, todos esos residuos cuadraticos médulo p” lo son también médulo p, luego bastara
con probar que en dicho conjunto también son residuos cuadraticos médulo p exactamente la mitad de
sus elementos. Por el teorema 6 tenemos que exactamente la mitad de los elementos de {1, 2, ..., (p — 1)}
son residuos cuadréticos médulo p y, por tanto, también lo son la mitad de cada uno de los conjuntos
{pk+1,pk+2,..,pk+(p—1)}para0 < k < p"~! — 1. Luego tendremos que exactamente la mitad de los
elementos de
{1,2,..,p—Lp+1,p+2,..,2p—1,2p+1,2p+2,..,p" -1}

son residuos cuadréticos médulo p. [

Cuando tratamos con potencias de 2 como mdédulo, tenemos que, trivialmente, todos los enteros impares
son residuos cuadréticos médulo 2, y se comprueba facilmente que los tinicos enteros impares que son
residuos cuadréticos médulo 4 con aquellos congruentes con 1 médulo 4. De forma mads general, tenemos
el siguiente resultado.

Proposicion 26. Seann > 3 y a un entero impar. Entonces a es un residuo cuadrdtico modulo 2" si y solo
sia=1 (mod 8).

Demostracion. Para n = 3, puesto que 1> = 32 = 52 = 72 = 1 (mdd 8), se tiene que solo los enteros
congruentes con 1 médulo 8 serdn residuos cuadraticos.

Veamos que, para cada n > 3 y cada entero impar q, se tiene que a es un residuo cuadréatico médulo 2" si
y solo si lo es médulo 2"*1, de donde se deducira (junto con el caso que acabamos de probar) el resultado
general por induccién.

Estd claro que si a es un residuo cuadratico médulo 2"+! también lo serd médulo 2”.

Reciprocamente, si existiera un r tal que r> = a (mdd 2"), necesariamente r tendria que ser impar vy,
ademds, existirfa un entero no nulo ¢ tal que a = r? + t2". Entonces, s := r + 2"~ cumple que

§2 = X% + xt2" + 1222772 = q — 127 4 xt2" 4 222772 = g 4 2"(x — 1)t + 2222
y, como x tiene que ser impar, serd s> = a (mod 2"+1). "

Para més informacién véase, por ejemplo, An introduction to the theory of numbers de Niven, Zuckerman
y Montgomery [8].

3.3. Ndmeros Primos

En esta seccién vamos a ver cémo, usando la ley de reciprocidad cuadrética, podemos demostrar la
existencia de infinitos niimeros primos congruentes con 4 médulo 5. Comenzamos recordando este cldsico
teorema debido a Euclides.

Teorema 27 (Euclides). Existen infinitos niimeros primos.

Demostracion. Supongamos que solo hay un conjunto finito de ntimeros primos {p;, ..., p,,}. Consideremos
p == piD2 - Pn + 1. Tenemos que p no es divisible por p; para ningtn p; pues, de lo contrario, p; |
(p— p1p, - py) = 1. Por tanto, p es un entero mayor estricto que p; para 1 <i < n que no es divisible por
ningin namero distinto de si mismo y de 1, lo cual equivale a decir que p es un niimero primo tal que
p € {p1, -, Pn} y €sto supone una contradiccion. ]

La siguiente proposicién generaliza el teorema de Euclides:

Proposicion 28. Sea f € Z[x] un polinomio no constante y
Pr:={p| pesprimoyp| f(n) paraalginn € N}.

Entonces Py contiene infinitos nimeros primos.
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Demostracion. Si f(0) = 0 entonces f no tiene término independiente y para cada primo p se tiene que
p | f(p).

Supongamos pues que f(0) # 0. Entonces f(x) = f(0) + a;x + --- + a,,x" y si solo hubiera una cantidad
finita Py = {py, ..., pm}, tendriamos que para cualquier entero k, si Q := p; *** p,,

I = 7 (o) — f(kf(0)Q) = 1+ a,kQ + a,k*Q*f(0) + -+ + a,k"Q"f(0)"' =1+ rQ

para cierto r € Z. Esta claro que [, no es divisible por ningtin p;, y que si consideramos k lo suficientemente
grande tendrd que ser |I;| > 1. Luego [}, sera divisible por algtin niimero primo p,,,, distinto de p; para
1 <i < m, lo cual es una contradiccién. L]

Como consecuencia de esta proposicién, si consideramos un niimero primo p y el polinomio f(x) = x> — p,
tendremos que existen infinitos ntimeros primos q tales que q | n®> — p para algin n € IN; es decir, existen
infinitos nlimeros primos q para los cuales p es un residuo cuadratico.

Vamos ahora con el teorema principal de esta seccién:
Teorema 29. Existen infinitos niimeros primos de la forma p = 4 (méd 5).

Demostracién. Si definimos f(x) = 5x? — 1 € Z[x], tenemos por la proposicién 28 que existen infinitos
nimeros primos que dividen a algin nimero de la forma 5n*> — 1 con n € N. Si p esun primo impar tal
que p | 5n? — 1, observamos primero que, necesarlamente, # 5y, ademds, 12 = 1 = 5n° (mod p). Por
tanto, 51 es un residuo cuadratico médulo p, es decir, (2= 5 ) = 1. Como, obviamente, (= ) = 1, por el
teorema 8 tenemos que (p) = 1y, como consecuencia de la ley de reciprocidad cuadritica, ( ) = 1. Por
tanto, existe un entero u € Z tal que u?> = p (mdd 5) y, como los nimeros cuadrados no d1v1$1bles por 5
son congruentes, o bien a 1, o bien a4 médulo 5, p = 1 0 4 (mod 5). Para terminar la prueba solo falta
comprobar que no puede haber solo una cantidad finita tal que p = 4 (mdd 5).

Supongamos que hay una cantidad finita {p,, ..., p,,} de primos tales que p = 4 (mod 5) y consideremos
n:=2p; --- p,,. Entonces, puesto que 5n> — 1 es impar, se deduce de la primera parte de la demostracién
que cualquier divisor primo suyo serd congruente con 1 0 4 médulo 5 y, como 51 — 1 es coprimo con
pi para 1 < i < m, todos sus divisores primos tienen que ser congruentes con 1 médulo 5. Pero esto
es imposible porque, en ese caso, tendria que ser 5n°> — 1 = 1 (m6d 5) y, por tanto, llegariamos a que
0 =2 (mod 5), lo cual no es posible. Asi quedaria probado que tiene que haber algtin divisor q de 5n% — 1
congruente con 4 médulo 5 y distinto de p; parai = 1, ..., m, lo cual es una contradiccién. (]

Teniendo en cuenta que todos los primos de la forma p = 4 (mdd 5) tienen por dltimo digito 9, este
teorema equivale al enunciado mds «visual» que afirma que existen infinitos niimeros primos cuyo ultimo
digito es 9.

Antes de terminar la seccién, cabria comentar que este es un caso particular del teorema de Dirichlet de
progresiones aritmeéticas, el cual afirma que, dados dos enteros positivos y coprimos a,d € N, existen
infinitos nimeros naturales n € N para los cuales a + nd es primo. La demostracién del teorema de
Dirichlet queda fuera de nuestro alcance, pero muchos casos particulares pueden demostrarse gracias a la
ley de reciprocidad cuadrética imitando la demostracién del teorema 29. Para més informacién sobre el
teorema de Dirichlet, véase Introduction to analytic number theory de Apostol [1].

3.4. Soluciones enteras de ecuaciones elipticas

Recordamos que una curva eliptica sobre un cuerpo de caracteristica distinta de 2 y de 3 es (en su forma
simplificada) el conjunto de soluciones de la ecuacién

Y=x*+ax+b

siendo a y b elementos de dicho cuerpo (i.e, la curva algebraica definida por dicha ecuacién).

Una cuestién interesante sobre las curvas elipticas con coeficientes racionales (u otro cuerpo de caracte-
ristica 0) consiste en determinar si tiene soluciones (x, y) formadas por niimeros enteros y, en caso de
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tenerlas, determinar cudntas pueden haber. Sin ahondar demasiado en este asunto, mencionamos que el
matemdtico C. L. Siegel prob6 que, sobre el cuerpo de los nimeros racionales, el conjunto de soluciones
formadas por niimeros enteros de una curva eliptica dada tiene que ser finito [9].

Damos a continuacién un ejemplo ilustrativo de cémo puede usarse la ley de reciprocidad cuadrética para
determinar si una curva no tiene soluciones enteras.

Proposicion 30. La ecuacion eliptica y? + 3 = x> — x no tiene soluciones enteras.

Demostracién. Supongamos que (x, y) es una solucién con x,y € Z. Puesto que x° — x es siempre par,
¥? + 3 tiene que ser par y, por tanto, y tiene que ser impar. Supongamos que y = 2k + 1 para cierto k € Z.
Entonces, y* + 3 = (4k? + 4k + 1) + 3 = 4(k? + k + 1) y, puesto que k? + k siempre es par, deducimos que
4|y*+3pero84y*+3.

Si x fuera impar, x? — 1 seria divisible por 8 y, por tanto, 8 | x(x?> — 1) = y? + 3. Pero acabamos de ver que
esto no es posible, luego x tiene que ser par.

Si x es par, tanto x — 1 como x + 1 son impares y, puesto que y*> + 3 = (x — 1)x(x + 1), deducimos que
4| x pero 8 } x.

Como x — 1, x, x + 1 son tres enteros consecutivos, uno de ellos tiene que ser congruente con 2 médulo 3.
Puesto que (x — )x(x + 1) = 4(x — l)g(x + 1) y, ademas, por ser x multiplo de 4 es x = )ZC (mod 3), tendra
que darse que (x — 1), % 0 (x + 1) sea congruente con 2 mddulo 3. Aquel que sea congruente con 2 médulo
3 tendrd que tener como factor algiin primo congruente con 2 médulo 3 y, puesto que (x — 1), % y(x+1)
son todos impares, ese primo p también tendra que ser impar.

Hemos probado pues que existe un primo impar p = 2 (m6d 3) tal que p | y?> + 3, lo cual equivale a
afirmar que (_73) = 1. Por la ley de reciprocidad cuadrética y el criterio de Euler, tenemos que

5)- G- BRIG) - ==en= -

luego existe un u € Z tal que u? = p (mod 3). Pero como, para cualquier entero u, u> = 00 1 (mad 3),
esto implicaria que p =00 1 (mdd 3), lo cual es una contradiccién. L]

4. Generalizaciones

A lo largo del siglo XIX matematicos como Dirichlet, Hilbert, Kummer, Eisenstein y Dedekind se dedicaron
a encontrar resultados semejantes de orden superior; criterios que permitieran determinar cudndo un
entero dado es un residuo ctbico o cudrtico médulo un entero dado, por ejemplo. También se descubrieron
leyes de reciprocidad cuadratica cuando el anillo que se considera es el de los enteros Gaussianos Z[i] o el
de los enteros de Eisenstein Z[w].

Todos estos trabajos motivaron a considerar el problema de hallar la ley més general del teorema de
reciprocidad en cualquier cuerpo numérico algebraico, llegando David Hilbert a considerar este problema
como el noveno de su famosa lista de veintitrés problemas, que mencioné en la conferencia en Paris de
1900. A dia de hoy, la ley de reciprocidad mds general es el teorema de reciprocidad de Artin, debido a
Emil Artin. Para una lectura més precisa y amplia sobre este tema véase Reciprocity laws [6].
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Resumen: La suma de las potencias de ntimeros enteros positivos es algo que
siempre ha atraido a muchos matematicos. Desde tiempos remotos, al ser humano
le surge la necesidad de contar, de tener un orden, control y entendimiento sobre
los fenémenos de la naturaleza. En este articulo tratamos esa misma curiosidad
matemadtica relacionada con las sumas finitas, tratando de obtener férmulas com-
pactas que, de manera automdtica, nos den la solucién a una suma cualquiera,
dada una sucesion de nimeros enteros positivos elevados a un exponente entero
positivo. El método principal en el que se basa este trabajo es el conocido como
sumas telescépicas. Demostramos la férmula general, en la que la suma que se pre-
tende obtener se halla de manera recurrente, para finalmente implementar unas
breves lineas de cédigo informadtico en un programa de dlgebra computacional.

Abstract: Many mathematicians have always found sums of powers of positive
integers appealing. From ancient times, humans needed to count, order and have
a full understanding of nature’s phenomena. Through the current paper we shall
discuss the same mathematical curiosity connected to finite series, trying to obtain
closed formulas which can automatically work out the solution for every single
sum given a positive integer series elevated to a positive integer exponent. This
article is based upon the method known as telescoping sum. We shall prove a
general formula in which the sum to be obtained will be recursively found and
eventually implemented with some lines of code in a computer algebra system.

Palabras clave: sumas de potencias, sumas telescépicas, recurrente, progresion
aritmética, método recursivo.

MSC2020: 40CO05.

Recibido: 24 de junio de 2020.
Aceptado: 30 de marzo de 2023.

Agradecimientos: Quisiera agradecer en primer lugar a Gemma, Paula y Guillermo, por la paciencia infinita que

han tenido conmigo, y su apoyo para poder disfrutar de mi pasién, la Matemadtica. A mis padres, por todo.
A mi colega Esther Sanabria Codesal, por animarme y ayudar a publicar un articulo matemaético, asi como
enseflarme a manejar las ecuaciones diferenciales con las que el ser humano trata de describir la naturaleza,
y que estdn en el corazén de esa rama dominante de la Matemdtica conocida como Andlisis durante més de
300 anos. Ademas, este trabajo no hubiera sido posible sin la ayuda de mi hermano José, al que machaqué
durante el bachillerato —si gané algo conmigo por aquella época creo que fue paciencia— siempre con la
curiosidad de hallar sumas de, cada vez, mds potencias, sin la necesidad de emplear la “idea” de cancelacién
diagonal, que por aquel entonces era el tinico método que conociamos. También a mi colega Emilio Checa
Martinez, por su gran ayuda con el cédigo del lenguaje de programacién, completando asi el dltimo eslabén
de la cadena, y por ende el placer de hacer sumas enormes apoydndonos en la potencia computacional. Y,
finalmente, a los revisores y editores de TEMat, por su gran labor y guia durante todo el proceso.

Referencia: BioT DoMINGO, Victor. «Sobre las sumas de las potencias de niimeros enteros positivos consecutivos».

En: TEMat, 7 (2023), pags. 67-75. I1SSN: 2530-9633. URL: https://temat.es/articulo/2023-p67.

@@® Este trabajo se distribuye bajo una licencia Creative Commons Reconocimiento 4.0 Internacional

https://creativecommons.org/licenses/by/4.0/



Sobre las sumas de las potencias de ntimeros enteros positivos consecutivos

1. Introduccién

En los primeros cursos de ingenierias en la universidad, es facil encontrarse y, de hecho, més de una
vez, con las sumas de las potencias de nameros enteros positivos (consecutivos). Por ejemplo, durante
el empleo de métodos matemaéticos para calculos estadisticos, aparece inevitablemente la cldsica suma
de orden uno [1], es decir, la suma de los n primeros términos de una progresién aritmética, a la hora de
realizar el célculo de la media de la distribucién uniforme.

Por otro lado, si lo que se pretende es obtener de forma tedrica la férmula del error angular en una
poligonacién, siguiendo los tradicionales métodos topograficos, nos encontramos de bruces de nuevo con
la suma antes citada, si bien en este caso se trataria de una progresion aritmética de segundo orden [3],
con lo que estas sumas acaban llaméandonos la atencién porque parece que estén ocultas en muchos
desarrollos matemadticos relacionados con dreas distintas e inconexas.

Es interesante y curioso, por tanto, plantearse la buisqueda de una supuesta férmula, parece que a priori
con cierto halo «mdgico», que obtenga dichas sumas de manera inmediata, para cualquier exponente
entero positivo. Asimismo, parece légico pensar que, conforme aumente el valor del exponente, el cilculo
se prevea cada vez més arduo.

En efecto, veremos cémo el camino seguido conduce a un sistema matricial intratable si n es ligeramente
grande, lo que hace inevitable el manejo de la informadtica. Atn asfi, si profundizamos mds en estos temas,
descubrimos que ya existia un método empleado por Jacob Bernoulli —de donde se acufié, por cierto, el
término ntmeros de Bernoulli— con el que se pueden resolver estas sumas sin mas que teniendo una
tabla con dichos nimeros para el orden que nos interese.

Aunque esta conexién entre las sumas y los nimeros de uno de los grandes mateméticos de la saga
Bernoulli tiene una gran belleza matematica, no es el objeto de este articulo, en el que el propio curso del
desarrollo matemadtico nos lleva por otros lugares. El propdsito de este trabajo no es otro que la obtencién
de una férmula general que resuelva de forma automadtica, ya sea simbélicamente en funciéon de n, o
numéricamente, la suma de las n primeras potencias (para el exponente k = 1 nos encontramos en
el famoso caso de la suma de los n primeros términos de una progresién aritmética). Pero dado que
la expresion a la que se llega es un sistema matricial enormemente complicado de resolver conforme
aumenta el valor del exponente de la base, se ha automatizado el proceso con la ayuda del programa
informdtico, Mathematica, sin mds que construyendo un sencillo programa que nos pida el exponente de
la base de la potencia y hasta qué término queremos el cdlculo, es decir, la suma buscada.

La motivacién por la que surge el presente estudio es fruto de la curiosidad, acompafiada en todo momento
por el disfrute de la propia belleza matemadtica, con independencia de cualquier utilidad préctica que
pudiese tener, como seria el caso de necesitar sumar cantidades importantes de progresiones aritméticas.

En la siguiente seccién se pone en contexto histdrico las raices matemadticas de este tipo de problemas.
En la seccién 3 encontraremos férmulas para los exponentes k = 1,k = 2,k = 3y k = 4, y se obtendra
un patrén para el exponente general k. En la seccion 4 se efectuard la demostracion del teorema para la
férmula general. En la seccién 5 nos apoyaremos en un programa de calculo simbdlico para poder escribir
unas breves lineas de c6digo que, de manera automatica, nos devuelva las sumas buscadas. Y en la tltima
secci6n expondremos una serie de conclusiones del trabajo desarrollado.

2. Contexto historico-matematico

Entre los problemas mds antiguos en el arte de la suma nos encontramos con el de obtener féormulas
generales para las sumas de las potencias de nimeros consecutivos. Ya desde épocas arcaicas, como es el
caso de la civilizacién helénica, se tiene constancia de intentos de resolucién de este tipo de problemas.

Practicamente la totalidad de las civilizaciones anteriores a nuestra época moderna han dejado su impronta
en la biisqueda hacia una férmula definitiva que nos devuelva de manera inmediata la suma buscada,
sin importar el nimero de términos, incluso el exponente al que estén elevados. Es de destacar el hecho
de que, ya en el siglo XVII, estas sumas de potencias surgian constantemente al tratar de resolver las
cuadraturas —lo que hoy conocemos como integrales— de geometrias bien variadas, delimitadas por
curvas algebraicas.

68 https://temat.es/



Biot Domingo

El gran matematico suizo Jacob Bernoulli presumia de ser capaz de calcular la suma de las potencias
décimas de todos los enteros existentes desde uno hasta mil en un breve periodo de tiempo, segtn él
mismo decia, en cuestiéon de quince minutos.

En efecto, nos encontramos ante un problema que ya entusiasmaba a la comunidad matemaética hace més
de 300 afios. De hecho, el tema de la suma de potencias estd intimamente ligado a los trabajos sobre las
propiedades de factorizacién que desarrollé el matemdtico Johann Faulhaber en el primer tercio del siglo
XII. En concreto, la conexién de estas sumas esté relacionada con los polinomios que llevan su nombre,
los polinomios de Faulhaber. Por otro lado, existe una relacién entre los ntimeros de Jacob Bernoulli y
los coeficientes del sistema de ecuaciones que se van formando, y que desemboca en otra demostracién
para la obtencién de la férmula general de las sumas de potencias. Los niimeros de Bernoulli aparecieron
por primera vez en el trabajo p6éstumo de Jacob Bernoulli en 1713, conocido como Ars Conjectandi.
Sin embargo, es precisamente Faulhaber quien ya los conocia mucho antes. Uno de los aspectos mads
maravillosos de la matemadtica es la infinidad de conexiones que existen. En este caso, nos referimos a la
conexidn entre el dlgebra de los nimeros de Bernoulli y la disposicién geométrica del conocido tridngulo
de Tartaglia-Pascal.

Asimismo, y remontandonos un poquito mas en las efermérides matematicas, es Blaise Pascal, matematico
y fisico francés, quien en 1654 publica una demostracion sobre el grado de los polinomios de las sumas
tratadas en este trabajo.

El caso es que echando la vista atrés y tratando de situarnos en la época de Euler, los Bernoulli [8], Jacobi y
otros grandes e ilustres matematicos de la época en la que los desafios matemaéticos planteados constituian
una fuente de divertimento y curiosidad por comprobar quién poseia la mente més afilada para resolverlos,
es inevitable maravillarse con el dominio y certeza que poseian de la matematica para establecer verdades
matemadticas imperecederas.

3. Sumay sigue...

Consideremos la suma S; = 1+ 2 + 3 + --- + n (la suma de los n primeros términos de una progresién
aritmética de diferencia la unidad). Partiendo de la conocida igualdad del binomio de Newton [9] elevado
al cuadrado, tenemos que

(1) m+12=n>+2n+1,
y, sustituyendo en ella n sucesivamente por n — 1,n — 2, ..., 1, se obtiene el conjunto de igualdades
n: m+12—-n>=2n+1,
n—1: nw—-—m-12=2n-1)+1,
n-2: (m=-12-mn-2%=2(n-2)+1,
1: 22-12=2.1+41,
que, sumadas, dan origen a la igualdad
(m+12-1*=2n+2(n—1)+--+2-1]+[1+1+--+1],

donde cada corchete tiene n sumandos. Sacando 2 como factor comun del primer corchete, el sumando
quedara como 2S,, siendo S; la suma buscada, y asi,

(2) (n+172-1=2S, +n.

Despejando S;, obtenemos que

n(n+1)

(3) S1=——

La idea utilizada para hallar S; se conoce como cancelacién diagonal [6].
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Hemos conseguido, por tanto, una férmula que nos da la suma de los n primeros términos de la progresién

Si=1+2+-+n=) i

i=1
Pero, j;por qué no avanzar mds y llegar a alguna férmula que nos dé la suma de las potencias, cuyo
exponente no sea necesariamente la unidad, de los n primeros términos? Este es el fin del presente trabajo,
es decir, encontrar férmulas cerradas que describan sumas del tipo Z?zl i¥, donde k, n € N mediante un
método recursivo, en el que serd imprescindible la utilizacién de un software matematico —Mathematica
en este caso— debido a la celeridad con la que aumenta la dificultad en la biisqueda de la solucién
generalizada.

Lo que buscamos lleva intrinsecamente asociada la resolucién de un sistema matricial, en el que a poco que
aumentemos el exponente de los términos de nuestra suma, se hard tremendamente tediosa su realizacién
amano —incluso los elementos de la matriz de los coeficientes de las incégnitas son niimeros combinatorios
o coeficientes binomiales—, siendo aconsejable el empleo de un potente lenguaje de programacion.

Anélogamente1 al método llevado a cabo para S;, desarrollemos unas cuantas sumas més. En concreto,
pretendemos hallar S,, S; y S,.

S, =12+422+3%>+ ...

1l
—

+
S
LIS}
I
M=
=

Sg=13+23+33+ ...

+
S
w
I
M=
&

1l
—

Sy=1"+24+34+ ...

+
S
i
I
NGl
S

1l
—

Consideremos la suma S,. Partiendo de la igualdad
(n+12=n*+3n24+3n+1,
y sustituyendo en ella n sucesivamente por n — 1,n — 2, ..., 1, se obtiene el conjunto de igualdades
n: m+12-n*=3n°+3n+1,
n—1: nw-—m-12=3n-12+3n-1)+1,
n-2: m=-12-m=-22=3n-22+3(n-2)+1,
1 23—13;3.12+3-1+1.
Estas igualdades, sumadas, dan origen a la igualdad
(4) (n+1)®—-1=3S,+3S, +n.

Despejando ahora S, de la expresion (4),

_(n+1)’-35 -(n+ 1)

B (m+1°=3n(n+1)—(n+1)
B 3
= %(n+ D((n+1)7* - %n— 1)

1

= é(n + 1)(2n? + n),

1Sin otro objetivo que buscar un patrén general, utilizamos la idea de la cancelacién diagonal para diferentes potencias (dos, tres
y cuatro).
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llegamos a

n(n+1)2n+1)

Szz 6

Consideremos ahora la suma S;. Partiendo de la igualdad
m+1)=n*+4n+6n>+4n+1
y sustituyendo en ella n sucesivamente por n — 1,n — 2, ..., 1, se obtiene el conjunto de igualdades
n: m+1)-—n*=4an*+6n>+4n+1,
n—1: nt—-m-1D*=4n-1P2+6(n—-172+4n-1)+1,
1 211 =4.1346-124+4-1+1,
que, sumadas, dan origen a la igualdad

(5) (n+ 1)* —1 =4S, + 65, + 45, + n.

Sustituyamos S, y S, ya conocidas:

m+1D)*'=4S; +n(n+1)2n+ 1) +2n(n+ 1)+ (n+1),
4S; =(m+ D*—n(n+1)2n+1)-2n(n+1)—(n+ 1),
4S; = (n+1)((n+1)° —n@n+1)—2n-1),
4S; = (n + 1)(n® + n?),
4S; = (n+ Dn?(n + 1),

(n+1)4=1+453+6(

obteniendo asi

n2(n+1)°
S3=——F = sz 1.

Consideremos finalmente la suma S,. Partiendo de la igualdad
(n+1P° =n®+5n*+10n% + 10n*> + 5n + 1,
y sustituyendo en ella n sucesivamente por n — 1,n — 2, ..., 1 llegariamos a la igualdad
(6) (n+1)°—1 =58, +10S; + 10S, + 55, + n.
De igual modo, sustituyendo las sumas, funcién de n, por las férmulas halladas, obtendriamos la suma S,,
que no vamos a emplear pues ya no vamos a seguir calculando més sumas.

Llegados a este punto, vamos a poner en comun las expresiones (2), (4), (5) y (6) y de esta forma ver qué
patrén existe para poder hallar un S;, cualquiera.

Notese que el subindice k de S, estd directamente relacionado con el orden de la potencia de los términos
de las sumas k-ésimas que andamos buscando:

Sy (m+1)?-(m+1) =28,

S, : (m+1P—=(n+1) =38, +3S,,

Sy (n+1)*—=(n+1) =4S, +6S, +48S,,

Sy: (m+1®—(m+1) =58, +10S, + 10S; + 55,.

Curiosamente, si mostramos el famoso tridngulo de Tartaglia-Pascal, nos daremos cuenta precisamente de
que sus términos son los coeficientes de las sumas k-ésimas que hemos escrito antes (figura 1). Podemos,
por tanto, prever que para la suma cualquiera Sy, sus coeficientes vendrdn dados por

(7) Sk M+ —(m+1) = k+1s+k+1s+ +k+1s—2 k“s
k - n n = 1 1 2 2 T k k—m=1 m m-
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Figura 1: Tridngulo de Tartaglia-Pascal.

4. Demostracion de la hipotesis

Probaremos la validez de la férmula generalizada (7), planteada al final de la secci6én anterior.

. n .
Teoremal. Sean n, k y m niimeros naturales y sea S,;, = Z i™. Entonces,
m i=1

k
8) m+ D' —(n+1)= ) (k; 1) Spy-

m=1

Demostracion. En efecto, si para Sy aplicamos el mismo procedimiento desarrollado hasta S;, obtenemos
lo siguiente:

k+1 k
(14 1) — k1 = (Z (k + 1) nmlkﬂ—m) oY (k + 1) o
m=0 m m=0 m

k
nk+1 _ (I’l _ 1)k+1 — 2 <k:l 1) (I’l _ l)m’

m=0

k+1 k
k+1 k+1
2k+1 _ 1k+1 — E 1m = E .

m=0 m=0

Sumando todas las ecuaciones, obtenemos

n k
(n+ 1)k+1 1= Z Z (krtll)im’
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(k+1)S
1 m "
de donde
k
k+1
9 1)kt — 1) = )
9) (n+ ' —(n+1) mZ:]1<m)Sm =

5. Implementacion en Mathematica

A partir de la férmula obtenida, podemos plantear el siguiente sistema matricial:

m+1? - @+ (() 0 0 0 0\
n+1® -@+D| |G () o o 0 || S
n+' - | | () G ) o o | S
(r+Df =D () () () () 0[] Sem
O (G I 0 BN G B G B (P AN

La matriz k X k es del tipo triangular inferior, es decir, una matriz cuadrada cuyos elementos por encima de
su diagonal principal son cero. Esto es importante porque, en los sistemas lineales definidos por este tipo
de matrices, se pueden encontrar soluciones mas eficientemente que en los sistemas lineales generales.

Estamos ante una ecuacion del tipo
B=A-X,

donde

e B: matriz de términos independientes,
¢ A: matriz de coeficientes,

* X: matriz de las incégnitas,
que podremos resolver segtin

Al1.B=A"1.4-%,
X=A"1!.B.

El sistema de ecuaciones lineales tiene solucién y ademés es tinica, lo que es equivalente a decir que
la matriz A es invertible (o no singular), es decir, admite matriz inversa. De hecho, el determinante del
sistema seria el producto de los elementos de la diagonal principal, que es distinto de cero puesto que los
ndameros combinatorios son todos no nulos —ninguna de las filas es combinacién lineal de otras filas—,
por lo que la matriz tiene rango completo y, por tanto, es invertible.

Es aqui cuando nos ayudamos de Mathematica para tener la solucién automatizada. Uno de los métodos
que emplea Mathematica para resolver sistemas lineales de ecuaciones es realizar una descomposicién LU,
que descompone la matriz en dos matrices triangulares A = LU (con L triangular inferior y U triangular
superior) y luego realiza sendas sustituciones hacia adelante y hacia atrés. Por lo tanto, gracias a facilitar la
matriz en forma triangular, Mathematica deberia poder resolverlo de forma directa con sustitucién, sin
necesidad de hallar las matrices triangulares, ya que la matriz U seria la matriz identidad de dimensiones
k x k, reduciendo el tiempo de cémputo y la posible pérdida de precisién numérica.

Comenzamos guardando en la variable k el exponente de la potencia de los términos de nuestra suma
n-ésima
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Sobre las sumas de las potencias de ntimeros enteros positivos consecutivos

k = Input[<<dame el exponente de la base de la potencia de los términos>>];

Definimos la matriz de coeficientes mediante funcién Table (otra posibilidad seria mediante la funcién
Array)

A = Table[If[i >= j,Binomialli+1, j1, @1,{i,1,k}, {j,1,k}],
En este caso, la manera en la que le decimos que los elementos A[[i,j]] = (ijl) es mediante la funcién
Binomial.

De manera similar, la matriz de los términos independientes puede escribirse como
B = Table[(n+1)*(i+1)-(n+1),{i,1,k}];

La forma en que finalmente resolvemos el sistema serd mediante la funcién LinearSolve[A,B], que es el
método maés eficiente que aporta Mathematica para resolver sistemas de ecuaciones lineales

x = LinearSolve[A,B].

6. Conclusiones

Aunque este estudio tiene sus raices en algo aparentemente sencillo de plantear como son las sumas de
potencias, es muy interesante lo que vamos encontrando por el camino desde el minuto cero en el que
queremos generalizar y llegar a una férmula infalible que de manera rdpida —y aqui entra la informatica—
nos dé las sumas que buscamos. En ese sentido, la belleza de la matemadtica aflora inmediatamente puesto
que nos asegura que, sin tener que comprobarlo, cualquier suma buscada y bajo las premisas iniciales, va a
tener un resultado y no otro, y, por mds tamafio que manejemos, vamos a seguir teniendo la certeza de que
es la solucién buscada. Por tanto, si nos centramos en la necesidad de una biisqueda de sumas de nimeros
y potencias considerablemente grandes, también es interesante pararse a pensar la necesidad que tiene
el ser humano de ayudarse de la potencia computacional para suplir sus carencias extraordinarias. De
otro modo, como estd comprobado en campos de la ingenieria o de la fisica a la hora de aplicar métodos
numéricos, por ejemplo, queda latente esa falta de capacidad de célculo que poseemos en comparaciéon
con los ordenadores, quienes pasaron a ser hace algiin tiempo nuestros comparieros fieles e inseparables.

Enlazando una vez mds con la historia matemaética que tantos episodios increibles y bellos nos ha dado,
citar una anécdota del que es considerado por muchos como el més grande matemadtico nacido en este
planeta hasta la fecha. No es otro que el incomparable Johann Carl Friedrich Gauss [4, 7].

Parece ser que un dia de colegio cualquiera de 1784, durante una clase de aritmética, el jovencito Gauss [5]
que tan sélo contaba con diez afios de edad, maravill6 a su profesor, el Sr. Biittner, quien parece ser que
invadido por el cansancio de tener que contener a una clase descontrolada, encomend¢ la tarea a todos
sus alumnos de sumar los nimeros naturales del 1 al 100. El objetivo no era sino mantener a la clase en
silencio para que trabajaran en sus pupitres durante un largo rato. En efecto, si comenzamos a sumar
manualmente y de uno en uno dicha suma, veremos cémo la respuesta se va a dilatar considerablemente
en el tiempo. Para todos menos para Gauss. El encontré enseguida un patrén, y se dio cuenta que sumando
por parejas los extremos (el uno con el cien, el dos con el noventa y nueve, y asi sucesivamente) obtenia en
todos los casos la misma cantidad (ciento uno). De esta manera, evit6 tener que invertir un enorme tiempo
y esfuerzo en ir acumulando sumas cada vez mayores, asi como aumentando la probabilidad de cometer
alglin error. A Gauss le resulté inmediato concluir que estaba frente a 50 parejas de nimeros cuya suma era
la misma, 101, y por tanto su producto, 5050. Sin ser consciente todavia, Gauss habia empleado la férmula
de la suma de los términos de una progresion aritmética —es decir, la ecuacion (3) vista al principio de
este trabajo—. La progresion aritmética, tal como ocurre en Matemadticas, es una serie de ntimeros de
forma que la diferencia de dos términos sucesivos cualesquiera de la secuencia es una constante que
conocemos como diferencia, siendo uno en el caso de Gauss. En cuanto tuvo el resultado de la suma, sali6
a la pizarra a escribir el resultado, exclamando a su vez Ligget se! («jAhi estél») [2].
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Finalmente, resulta muy placentero escribir el c6digo informatico en el programa citado, o un cédigo
similar en otro programa, para pedir precisamente la suma de los primeros ntimeros naturales cuyas
potencias tengan como exponente la unidad, y comprobar que llegamos al mismo namero al que lleg6
Gauss, y con el que, 239 afios después, le rendimos homenaje.
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