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Números de Milnor en la imagen

1 . I n t r o d u c c i ó n

Milnor [22] probó que si una aplicación holomorfa 𝑓∶ ℂ𝑛+1 → ℂ tiene un punto crítico aislado en 0,
entonces, para un 𝑡 de módulo pequeño, 𝑓−1(𝑡) en una bola lo suficientemente pequeña tiene el tipo de
homotopía de un wedge de 𝑛-esferas y su número de esferas no depende del 𝑡 escogido. A este número
ahora se le llama número de Milnor de 𝑓, 𝜇(𝑓). En adelante, toda aplicación es holomorfa salvo que se
diga lo contrario.

Esto abrió multitud de frentes de investigación y motivó, en lugar de estudiar preimágenes de aplicaciones
y sus singularidades, estudiar directamente las aplicaciones. Ahora bien, tomar un valor 𝑡 de módulo
pequeño en aplicaciones no tiene sentido si lo que miramos no son necesariamente antiimágenes sino
la aplicación en sí. Dado que distintos conjuntos de nivel cercanos de una función pueden entenderse
intuitivamente como una deformación los unos de los otros, tiene también sentido fijarse en deformaciones
o perturbaciones de una 𝑓∶ ℂ𝑛 → ℂ𝑝. No osbtante, antes aparecía un entorno donde mirar lo que ocurre
al mencionar una bola lo suficientemente pequeña. Esto último no tiene sentido, de nuevo, al hablar de
una aplicación. Si antes el concepto análogo de conjuntos de nivel cercanos era perturbaciones de una
aplicación, ahora el análogo a la bola lo suficientemente pequeña será germen de una aplicación estable.
Un germen, 𝑓∶ (𝑋, 𝑆) → (𝑌, 0), no es más que una clase de equivalencia bajo la relación 𝑓1 ∼ 𝑓2 si existe un
entorno de 𝑆 donde las aplicaciones sean iguales. Además, en lo sucesivo, 𝑆 será un conjunto de puntos
finito y, cuando solo sea un punto, escribiremos simplemente 0.

Volviendo al término perturbación, esto no es más que tomar 𝑑 parámetros 𝑡 ∈ ℂ𝑑 y una familia
𝐹∶ (ℂ𝑛 × ℂ𝑑, 0) → (ℂ𝑝 × ℂ𝑑, 0) tal que 𝐹(𝑥, 𝑡) = (𝑓𝑡(𝑥), 𝑡) y 𝑓0 = 𝑓. A estas 𝑓𝑡 se las llama perturbacio-
nes de 𝑓 y a la familia también se la llama desdoblamiento, sean las deformaciones estables o no. Esta
última definición viene del inglés unfolding, y probablemente tenga más que ver con descubrir o reve-
lar que con desdoblar. Un ejemplo sería 𝐹(𝑥, 𝑡) = (𝑥2, 𝑥3 + 𝑡𝑥, 𝑡), donde 𝑑 = 1, 𝑓0(𝑥) = (𝑥2, 𝑥3) y una
perturbación suya sería 𝑓𝑡(𝑥) = (𝑥2, 𝑥3 + 𝑡𝑥) con 𝑡 no nulo.

Dando un enorme salto histórico y matemático llegamos a dos definiciones fundamentales para el caso de
(gérmenes de) aplicaciones 𝑓∶ (ℂ𝑛, 0) → (ℂ𝑛+1, 0). Hablemos primero de la A𝑒-codimensión para luego
hablar del número de Milnor en la imagen:

codimA𝑒𝑓 ≔ dimℂ

𝜃(𝑓)
𝑇A𝑒𝑓

=
{ 𝜕
𝜕𝑡
𝑓𝑡||𝑡=0

∶ 𝑓0 = 𝑓}

{ 𝜕
𝜕𝑡
(𝜓𝑡 ∘ 𝑓 ∘ 𝜙−1𝑡 )||𝑡=0

∶ 𝜙0 = id,𝜓0 = id}

=
𝜃(𝑓)

𝑡𝑓(𝜃𝑛) + 𝜔𝑓(𝜃𝑝)
,

donde la última expresión es la común dada en el área. La intuición sobre qué es este cociente se puede
obtener por la penúltima expresión, aunque en la práctica se usa la última. Los elementos que aparecen
en esta son

• 𝜃(𝑓), gérmenes de campos vectoriales sobre 𝑓;
• 𝜃𝑀, gérmenes de campos vectoriales en ℂ𝑀;
• 𝑡𝑓, la post-composición con la diferencial de 𝑓, y
• 𝜔𝑓, la pre-composición con 𝑓.

Esta definición se puede generalizar para otras dimensiones de la forma obvia, aunque no aparezca en
este texto. Además este invariante algebraico cobra imporancia después de que Mather [18] probase que,
si codimA𝑒𝑓 = 0, entonces cualquier deformación para un parámetro 𝑡 pequeño en realidad no deforma
nada (módulo biholomorfismos en dominio y codominio) y viceversa. En esta situación se dice que 𝑓 es
estable. En la figura 1 se muestra un ejemplo para ayudar a construir la intuición.

En general, puede ocurrir que haya perturbaciones de 𝑓 con 𝑡 tan pequeño como queramos tales que 𝑓𝑡
tiene codimA𝑒𝑓𝑡 = 0 (hay dimensiones donde esto pasa siempre, las nice dimensions de Mather [20]) y,
al igual que antes mirábamos valores regulares de una función, ahora nos fijamos en este germen para
hablar de topología. Si estudiamos estos gérmenes 𝑓∶ (ℂ𝑛, 0) → (ℂ𝑛+1, 0) y miramos la imagen de una
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perturbación que sea estable, su tipo de homotopía en una bola pequeña también es el de un wedge de
𝑛-esferas (cf. [34]), y el número de esferas no depende de la perturbación estable. A la cantidad de esferas
en este caso se la llama número de Milnor en la imagen, 𝜇𝐼(𝑓).

Por construir una intuición, los gérmenes estables de ℂ2 a ℂ3 son los siguientes y ninguno tiene número
de Milnor positivo:

F i g u r a 1 : Todas las singularidades estables de ℂ2 a ℂ3. De izquierda a derecha: inmersión, puntos dobles
transversos, puntos triples transversos y cross-cap.

El lector entenderá que muchos conceptos básicos queden ocultos; para una mejor introducción al tema
en cuestión véase [23], por ejemplo, o, con detalles, la serie de artículos de Mather [15-20].

2 . M o t i v a c i ó n h i s t ó r i c a

En 1971, Oscar Zariski [39] demostró lo siguiente.

T e o r e m a 1 . Supongamos que tenemos una familia a un parámetro de curvas planas, parametrizadas como
la imagen del desdoblamiento 𝐹∶ (ℂ×ℂ, 𝑆 × {0}) → (ℂ2 ×ℂ, 0), i.e., cada curva está parametrizada por 𝑓𝑡,
donde 𝐹(𝑥, 𝑡) = (𝑓𝑡(𝑥), 𝑡). Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

( I ) El número de Milnor es constante en la familia.
( I I ) Hay singularidad aislada uniformemente en la familia.
( I I I ) La familia es topológicamente trivial.
( I V ) La familia es Whitney equisingular.

De hecho, número de Milnor de las curvas constante implica que 𝜇𝐼(𝑓𝑡) es constante, y cualquiera de
ellas implica multiplicidad constante. Las tres últimas condiciones se comentarán a final del texto; se
recomienda al lector volver una vez se haya leído las respectivas definiciones, aunque no son necesarias
para seguir el hilo de la motivación.

Algo natural sería plantearse lo mismo para familias a un parámetro de ℂ𝑛 a ℂ𝑛+1 en general y, como
era de esperar, la dificultad es muchísimo mayor. Denotemos por 𝑋𝑡 las imágenes de 𝑓𝑡 y hagamos un
pequeño recorrido esquemático (no exhaustivo del todo) en los avances sobre esta cuestión para el caso
de superficies, i.e., 𝐹∶ (ℂ2 × ℂ, 𝑆 × {0}) → (ℂ3 × ℂ, 0):

• Gaffney [4] probó en 1993 que 𝐹 es Whitney equisingular si y solo si el número de Milnor de la curva
de puntos dobles, 𝜇(𝐷𝑡), 𝑚1(𝑋𝑡) y 𝑚0(𝜎𝑡) (dos invariantes algebraicos) son constantes.

• Fernández de Bobadilla y Pe Pereira [3] en 2008 y Callejas-Bedregal, Houston y Ruas [1] probaron
que 𝜇(𝐷𝑡) es constante si y solo si 𝐹 es topológicamente trivial.

• Estos últimos conjeturaron que 𝐹 es topológicamente trivial si y solo si 𝐹 es Whitney equisingular.
• Ruas y Silva [29] en 2016 demostraron que la conjetura era falsa.
• Marar, Nuño-Ballesteros y Peñafort-Sanchis [13] en 2012 probaron que 𝐹 es Whitney equisingular si

y solo si 𝜇(𝐷𝑡) y 𝜇(𝑋𝑡 ∩ 𝐻), el número de Milnor de 𝑋𝑡 ∩ 𝐻, son constantes para un plano genérico 𝐻.
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En conclusión, el enunciado del teorema de Zariski ya deja de ser cierto para la siguiente dimensión,
𝑛 = 2. Esto nos da todo un camino que trabajar, cuya dificultad parece ser inversamente proporcional
a la cantidad de avances en estos casi 40 años. Hasta ahora hemos trabajado la implicación sobre que
número de Milnor en la imagen constante implica singularidad aislada uniforme y la cuestión de si algunos
invariantes topológicos son constantes entonces implican Whitney equisingularidad.

3 . C o n j e t u r a d e H o u s t o n

La conjetura de Houston sobre familias excelentes (en el sentido de Gaffney, cf. definición 10) tiene que
ver con familias de gérmenes 𝑓𝑡∶ (ℂ𝑛, 0) → (ℂ𝑛+1, 0) de corrango 1 y su comportamiento topológico como
familia. Hagamos un recorrido por los principales resultados que utilizamos para probarla para, así, ir
construyendo una intuición cada vez mejor sobre lo que versa la conjetura.

Un primer resultado que probamos en general fue el de la conservación del número de Milnor en la
imagen, i.e., si perturbamos un germen, 𝑓, y lo que queda no es estable, 𝑓𝑡, podemos volver a perturbar 𝑓𝑡
para obtener algo estable, 𝑓𝑡,𝑠 (véase la figura 2). ¿Cuál es la relación entre 𝜇𝐼(𝑓) y 𝜇𝐼(𝑓𝑡)? Podría ocurrir
que en la imagen de 𝑓𝑡 haya aparecido homología, lo que nosotros probamos es que la homología que ha
aparecido más 𝜇𝐼(𝑓𝑡) (la homología que queda por aparecer) es 𝜇𝐼(𝑓) (la homología total). Para expresar
resultados al respecto formalmente hace falta la condición técnica de nice dimensions, que puede verse
en [20]. Con ello, tenemos lo siguiente.

T e o r e m a 2 . Sea 𝑓∶ (ℂ𝑛, 𝑆) → (ℂ𝑛+1, 0) de A𝑒-codimensión finita, (𝑛, 𝑛 + 1) nice dimensions, y 𝑓 una
deformación de 𝑓 = 𝑓0 a un parámetro. Tómese un representante de la deformación tal que su codominio
𝑉 es una bola de Milnor. Entonces,

𝜇𝐼(𝑓) = dimℂ𝐻𝑛(𝑋ᵆ,ℂ) + ∑
𝑦∈𝑉

𝜇𝐼(𝑓 , 𝑦),

donde 𝑋ᵆ es la imagen de cada 𝑓 una vez se ha tomado un representante.

F i g u r a 2 : Una representación real de la conservación del número de Milnor en la imagen con deformaciones
consecutivas de un germen, de izquierda a derecha.

En la anterior figura 2 hemos visto una representación real de lo que ocurre con una singularidad. Si
observamos otra en dos dimensiones (figura 3), vemos elementos comunes: hay puntos múltiples. Hay
puntos donde la imagen se cruza consigo misma varias veces, y parece que tiene que ver con la aparición
de homología. Esto motiva definir el espacio de puntos múltiples, estudiar qué ocurre con ellos y su
relación con el número de Milnor en la imagen.

D e f i n i c i ó n 3 . • Para 𝑓∶ 𝑋 → 𝑌 estable, 𝑋 e 𝑌 abiertos, el espacio de puntos múltiples de 𝑓, 𝐷𝑘(𝑓), es
la clausura de Zariski del conjunto de puntos (𝑥1,… , 𝑥𝑘) ∈ 𝑋𝑘 tales que 𝑓(𝑥𝑗) = 𝑓(𝑥𝑖) para todo 𝑖, 𝑗
pero 𝑥𝑖 ≠ 𝑥𝑗 para 𝑖 ≠ 𝑗.

• Para 𝑓∶ (ℂ𝑛, 𝑧) → (ℂ𝑝, 0) finita y 𝐹∶ (ℂ𝑛+𝑞, 𝑧 × {0}) → (ℂ𝑝+𝑞, 0) desdoblamiento con 𝐹(𝑥, 𝜆) =
(𝑓𝜆(𝑥), 𝜆), el espacio de puntos múltiples de 𝑓 es

𝐷𝑘(𝑓) = 𝐷𝑘(𝐹) ∩ {𝜆 = 0}

como gérmenes de espacios complejos. ◀
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F i g u r a 3 : Representación real de una singularidad sin estabilizar (arriba) y estabilizada (abajo) de ℂ2 en ℂ3.

El estudio de estos espacios tiene grandes recompensas. Para empezar, caracterizan propiedades de
gérmenes.

T e o r e m a 4 (Marar y Mond [14]). Sea 𝑓∶ (ℂ𝑛, 0) → (ℂ𝑝, 0), 𝑛 < 𝑝, un germen de corrango finito. Entonces,

( I ) 𝑓 tiene A𝑒-codimensión finita si y solo si, para cada 𝑘 con 𝑝−𝑘(𝑝−𝑛) ≥ 0,𝐷𝑘(𝑓) es o una intersección
completa y singularidad aislada (ICIS) de dimensión 𝑝 − 𝑘(𝑝 − 𝑛) o vacía y si, además, para aquellos
𝑘 tales que 𝑝 − 𝑘(𝑝 − 𝑛) < 0, 𝐷𝑘(𝑓) es a lo sumo el punto {0}.

Y, después de estudiar una sucesión espectral adecuada (cf. [6, 9]), hay una definición y un resultado
inmediatos.

D e f i n i c i ó n 5 . Los números de Milnor 𝑘-alternados de 𝑓, denotados por 𝜇Alt
𝑘 (𝑓), se definen como

𝜇Alt
𝑘 (𝑓) =

⎧
⎪

⎨
⎪
⎩

dimAlt𝑘𝐻𝑛+1−𝑘+1(𝐷𝑘(𝐹),𝐷𝑘( ̃𝑓),ℚ) si 𝑘 ≤ 𝑑(𝑓),
||||

𝑠
∑

𝑙=𝑑(𝑓)+1
(−1)𝑙(

𝑠(𝑓)
𝑙
)
||||

si 𝑘 = 𝑑(𝑓) + 1 y 𝑠(𝑓) > 𝑑(𝑓),

0 en caso contrario,

donde 𝑠(𝑓) es el número de puntos en 𝑓−1(0), 𝑑(𝑓) = sup{𝑘|𝐷𝑘( ̃𝑓) ≠ ∅}, se toma la parte alternada de la
homología (i.e., los elementos donde la acción evidente en𝐷𝑘(𝑓) de cualquier permutación de 𝑘 elementos
actúa por el signo), y ̃𝑓 es una perturbación estable de 𝑓. ◀
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P r o p o s i c i ó n 6 ([10]). Si 𝑓 es de corrango 1,

𝜇𝐼(𝑓) = ∑
𝑘
𝜇Alt
𝑘 (𝑓).

Por lo tanto, una forma de atacar el cálculo de los números de Milnor es mediante la proposición 6. Esta
idea nos permitió abordar la conjetura más importante del área en una versión más simple.

Para empezar, es natural preguntarse la relación entre el invariante topológico, 𝜇𝐼(𝑓), y el invariante
algebraico, A𝑒-codimensión, de 𝑓. De hecho, si se traducen nuestros elementos al contexto de hiper-
superficies, trivialmente se obtiene que la traducción de 𝜇𝐼(𝑓) es mayor o igual que la traducción de
la A𝑒-codimensión, con igualdad en el caso casihomogéneo (número de Milnor y número de Tjurina,
respectivamente). Además, para gérmenes de ℂ𝑛 a ℂ𝑝 con 𝑛 ≥ 𝑝 se tiene que el primero es mayor o igual al
segundo y son iguales en el caso casihomogéneo (cf. [2]). Es natural preguntarse por la siguiente conjetura,
probada para 𝑛 = 1, 2 pero abierta en general, llamada conjetura de Mond.

C o n j e t u r a 7 (Mond). Sea 𝑓∶ (ℂ𝑛, 0) → (ℂ𝑛+1, 0) germen con A𝑒-codimensión finita y (𝑛, 𝑛 + 1) nice
dimensions. Entonces, 𝜇𝐼(𝑓) ≥ A𝑒𝑐𝑜𝑑𝑖𝑚(𝑓), con igualdad en el caso casihomogéneo.

Un resultado que se creía cierto, pero ha resultado no ser en absoluto trivial, era que, si 𝜇𝐼(𝑓) = 0, entonces
𝑓 era estable o, lo que es lo mismo, que su A𝑒-codimensión es 0. Esto cumpliría la conjetura de Mond y
hemos conseguido probarlo, no sin esfuerzo, para corrango 1.

T e o r e m a 8 (Conjetura débil de Mond). Para los gérmenes 𝑓∶ (ℂ𝑛, 𝑆) → (ℂ𝑛+1, 0) de corrango 1 y A𝑒-
codimensión finita, 𝜇𝐼(𝑓) = 0 si y solo si 𝑓 es estable.

Otro resultado previo, que se prueba con los espacios de puntos múltiples, antes de la conjetura de Houston
es el del aumento del número de Milnor en la imagen al añadir ramas (cf. figura 4). Nótese que también es
bastante intuitivo, pero no trivial, dado que estamos buscando homología en dimensión real 𝑛 dentro
de un conjunto de dimensión real 2𝑛. La distinción entre monogérmenes y multigérmenes se ha omitido
hasta ahora y se omitirá en adelante también en pro de facilitar la lectura.

L e m a 9 . Sean 𝑔∶ (ℂ𝑛, 𝑧) → (ℂ𝑛+1, 0) y 𝑓∶ (ℂ𝑛, 𝑆) → (ℂ𝑛+1, 0) ambos de corrango 1 y conA𝑒-codimensión
finita. Si 𝜇𝐼(𝑓, 𝑆) > 0, entonces

( 1 ) 𝜇𝐼(𝑓, 𝑆) < 𝜇𝐼({𝑓, 𝑔} , 𝑆 ⊔ 𝑧).

F i g u r a 4 : Representación real del aumento del número de Milnor en la imagen al añadir una rama.

Estos resultados han sido los necesarios para probar la conjetura de Houston sobre desdoblamientos
excelentes en el sentido de Gaffney (definición 10). Para enunciarla correctamente es necesario entender
que, dada una singularidad, a su alrededor hay una estratificación por tipos estables, i.e., cada estrato son
todos los puntos que son iguales entre sí a efectos del germen (módulo biholomorfismos en dominio y
codominio). Por ejemplo, no es lo mismo un punto inmersivo que un punto doble, estarán en estratos
diferentes. Si juntamos una familia de gérmenes a un parámetro y miramos su estratificación por tipos
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estables, es posible que haya un punto que forme un estrato en sí mismo y se aleje del origen conforme
avanzamos en el parámetro de la familia (o desdoblamiento), intuitivamente es la diferencia entre las
estratificaciones de la figura 5. A esto se le llama también coalescencia. Un desdoblamiento excelente es
uno donde no hay coalescencia, entre otras cosas.

D e f i n i c i ó n 1 0 . Supóngase que 𝑓∶ (ℂ𝑛, 𝑆) → (ℂ𝑝, 0), 𝑛 < 𝑝, es de corrango 1 con A𝑒-codimensión finita y
que 𝐹 es un desdoblamiento a un parámetro que conserva el origen (todo 𝑓𝑡 lleva el cero en el cero). 𝐹 es
un buen desdoblamiento si hay un representante 𝐹∶ 𝑈 → 𝑊 × 𝑇 tal que

( I ) 𝐹 es finito,
( I I ) 𝑠(𝑓𝑡) es constante, i.e., 𝐹−1({0} × 𝑇) = 𝑆 × 𝑇 y
( I I I ) 𝑓𝑡, como familia de 𝐹, tiene singularidad aislada uniformemente, i.e. 𝑓𝑡 es estable en 𝑊 ⧵ {0}.

Si, además, 𝑓𝑡 no tiene puntos 0-estables en 𝑊 ⧵ {0}, para todo 𝑡 ∈ 𝑇 (sin coalescencia), entonces 𝐹 es
excelente (en el sentido de Gaffney). ◀

F i g u r a 5 : Comparación entre un desdoblamiento con coalescencia y otro sin coalescencia.

Houston [10, Conjecture 6.2] conjetura lo siguiente, lo cual hemos probado.

T e o r e m a 1 1 . Sean 𝑓∶ (ℂ𝑛, 𝑆) → (ℂ𝑛+1, 0) un germen de corrango 1 y con A𝑒-codimensión finita y 𝐹(𝑥, 𝑡) =
(𝑓𝑡(𝑥), 𝑡) un desdoblamiento a un parámetro que preserva el origen. Entonces, 𝜇𝐼(𝑓𝑡) constante implica 𝐹
excelente.

Nuestra aportación a este resultado es eliminar hipótesis en un resultado del mismo Houston en el mismo
artículo y dejar solo que el número de Milnor en la imagen sea constante. Por concretar más, la hipótesis
de que sea un buen desdoblamiento y condiciones sobre 𝑠(𝑓𝑡) y 𝑑(𝑓𝑡).

Sobre la implicación contraria no hemos encontrado un contraejemplo que funcione. No obstante, sí tene-
mos un ejemplo de un germen que es excelente en los reales, no en los complejos, y cuya complexificación
tiene número de Milnor en la imagen no constante (véase la figura 6).

F i g u r a 6 : Representación real de 𝑓 y una perturbación, de izquierda a derecha.

TEMat monogr., 3 (2021) e-ISSN: 2660-6003 63



Números de Milnor en la imagen

4 . E q u i s i n g u l a r i d a d d e W h i t n e y

Para la equisingularidad de Whitney hemos tenido que reconstruir todo un camino ya recorrido en parte
por Mond y Montaldi [25] para estudiar gérmenes cuyo dominio es un ICIS y generalizar los resultados
de Houston [10] y de Marar y Mond [14], entre otros desarrollos. De entre ellos destacan especialmente
algunas cosas, como un nuevo invariante con propiedades interesantes.

D e f i n i c i ó n 1 2 . Sean 𝑓∶ (ℂ𝑛, 𝑆) → (ℂ𝑛+1, 0) un germen de corrango 1 con A𝑒-codimensión finita y 𝐷𝑠 el
locus de puntos dobles en el dominio de una perturbación estable 𝑓𝑠. El conjunto 𝐷𝑠 tiene el tipo de
homotopía de un wedge de (𝑛 − 1)-esferas y su número es el número de Milnor de los puntos dobles,
𝜇𝐷(𝑓). ◀

Esto se puede entender como la proyección del espacio de puntos dobles al dominio, véase la figura 7, y
por eso estudiamos gérmenes que salen desde un ICIS.

F i g u r a 7 : Representación de la proyección del espacio de puntos dobles al dominio y la aparición de
homología.

Una propiedad muy interesante es que, sorpresivamente, también encaja con la conjetura débil de Mond.

T e o r e m a 1 3 . Para 𝑓∶ (ℂ𝑛, 𝑆) → (ℂ𝑛+1, 0) de corrango uno, A𝑒-codimensión finita y (𝑛, 𝑛 + 1) nice dimen-
sions, las siguientes afirmaciones son equivalentes:

( I ) 𝑓 es estable.
( I I ) 𝜇𝐼(𝑓) = 0.
( I I I ) 𝜇𝐷(𝑓) = 0.

Hablemos, por fin, de la equisingularidad de Whitney.

D e f i n i c i ó n 1 4 . Sean 𝑓∶ (ℂ𝑛, 𝑆) → (ℂ𝑛+1, 0) de corrango uno, A𝑒-codimensión finita y (𝑛, 𝑛 + 1) nice
dimensions, 𝐹(𝑥, 𝑡) = (𝑓𝑡(𝑥), 𝑡) un desdoblamiento a un parámetro de 𝑓, fíjese un representante de este,
𝐹∶ 𝑈 → 𝑉 × 𝑇 con 𝑈 ⊂ ℂ𝑛 × ℂ, 𝑉 ⊂ ℂ𝑛+1 y 𝑇 ⊂ ℂ. En este caso, 𝐹 es Whitney equisingular si la
estratificación de 𝐹 por tipos estables es una estratificación de Thom (i.e., Whitney 𝑏-regular en salida y
llegada y, además, 𝐹 es una aplicación de Thom, cf. [5]). ◀

En 1993, Gaffney [4] caracterizó la equisingularidad deWhitney como que todas las multiplicidades polares
de todos los estratos de la estratificación por tipos estables en salida y llegada sean constantes. El problema
con este resultado es que se necesita una cantidad enorme de invariantes (del orden de 𝑛2) y, además,
la hipótesis de que 𝐹 es excelente, así que estudiamos un par de familias que reducen en un orden de
magnitud el número de invariantes que hay que comprobar.

D e f i n i c i ó n 1 5 . Dada una 𝑓∶ (ℂ𝑛, 𝑆) → (ℂ𝑛+1, 0) de corrango uno, A𝑒-codimensión finita y (𝑛, 𝑛 + 1) nice
dimensions, la sucesión 𝜇∗𝐼 de 𝑓 se define como

𝜇∗𝐼 (𝑓) = (𝜇(𝑛+1)𝐼 (𝑓),… ,𝜇(2)𝐼 (𝑓)),
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donde cada 𝜇(𝑖)𝐼 (𝑓) se define como el número de esferas que aparecen en la intersección entre la imagen
de la perturbación estable de 𝑓 y un hiperplano genérico de dimensión 𝑖. ◀

De forma similar:

D e f i n i c i ó n 1 6 . Dada una 𝑓∶ (ℂ𝑛, 𝑆) → (ℂ𝑛+1, 0) de corrango uno, A𝑒-codimensión finita y (𝑛, 𝑛 + 1) nice
dimensions, la sucesión 𝜇∗𝐷 de 𝑓 se define como

𝜇∗𝐷(𝑓) = (𝜇(𝑛)𝐷 (𝑓),… ,𝜇(2)𝐷 (𝑓)),

donde cada 𝜇(𝑖)𝐷 (𝑓) se define como el número de esferas que aparecen en la intersección entre el locus de
puntos dobles de la perturbación estable de 𝑓 y un hiperplano genérico de dimensión 𝑖. ◀

Y, por fin, nuestro resultado principal:

T e o r e m a 1 7 . Sea 𝑓∶ (ℂ𝑛, 𝑆) → (ℂ𝑛+1, 0) de corrango uno, A𝑒-codimensión finita y (𝑛, 𝑛 + 1) nice dimen-
sions. Sea 𝐹(𝑥, 𝑡) = (𝑓𝑡(𝑥), 𝑡) un desdoblamiento a un parámetro de 𝑓. Entonces, 𝐹 es Whitney equisingular
si y solo si 𝜇∗𝐼 (𝑓𝑡) y 𝜇∗𝐷(𝑓𝑡) son constantes.

5 . T r a b a j o f u t u r o

Evidentemente, solo queda algo por cubrir en este sentido, que es la trivialidad topológica. Esta noción no
quiere decir más que la estratificación por tipos estables es topológicamente trivial (cf. [5]) en salida y
llegada y 𝐹 es de Thom.

Probar algo al respecto en este contexto es muy complicado. Para el caso de hipersuperficies en ℂ𝑛+1 está
probado por Tráng y Ramanujam [35] en el 1976, pero para 𝑛 ≠ 2. Esta restricción viene de ser el único caso
donde no hay teoremas de ℎ-cobordismo y sigue abierta en la actualidad. En 43 años no se ha avanzado
en esta cuestión gran cosa y para nuestro contexto no se puede aplicar el teorema de ℎ-cobordismo, por lo
menos con la misma idea, debido a la estratificación.

Esta cuestión la hemos intentado abordar de diferentes maneras, por ejemplo imitando la idea de Paru-
siński [28] con un campo vectorial, pero el campo resultante no era continuo. Cualquier sugerencia o idea
es bienvenida.
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